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Das vorliegende Buch ist eine Ausarbeitung von Vorlesungen, 
welche Herr Gundelfinger seit über zwanzig Jahren an der Uni- 
versität Tübingen nnd an der techniselien Hochschule za Darmstadt 
gehalten bat. Bei der Ausarbeitung benutzte ich theilweise das von 
einem früheren Hörer nachgeschriebene Collegienheft, ferner Manu- 
scripte von Herrn Gundelfinger selbst, sowie dessen zweites und drittes 
Supplement zu Hease's "Vorlesungen über analytische Geometrie des 
Raumes; endlich aber war es ganz besonders ein fortwährend reger 
persönlicher Verkehr, während dessen mich Herr Gundelfinger in seine 
Methoden einführte. Diesem persönlichen Verkehr verdanke ich Ober- 
haupt die Anregung zur Herausgabe des Buches, bei der ich für die 
stilistische Durchführung und theilweise Anordnung düs Stoffes natür- 
lich die volle Verantwortlichkeit selbst übernehme. 

Es gibt zwar eine grosse Zahl guter Lehrbücher der analytischen 
Geometrie der Kegelschnitte; sie sind jedoch entweder zum grössten 
Theil elementar gehalten, oder bieten zu wenig, wie z. B. Hesse's be- 
kannte sieben Vorlesungen über dieses Gebiet, die doch eigentlich nur 
ein werthvolles Bruchstück darstellen. Das ausgezeichnete Werk über 
Kegelschnitte von Salmon- Fiedler ist zwar von grosser Vollständigkeit 
und von höchstem pädagogischem Wertb namentlich durch den Um- 
stand, dass mitunter ein und dasselbe Theorem an verschiei3enen Stellen 
wiederkehrt und demgemäss von mehreren Seiten beleuchtet wird; 
aber gerade dieser Vorzug des Buches musste nothwendig die harmo- 
nische Einheit der Darstellung etwas Noth leiden lassen. Das vor- 
treSliche Werk über Geometrie der Ebene von Clebsch- Lindemann 
endlich verfolgt ein viel weiter gehendes Ziel als dasjenige, welches 
einer Geometrie der Kegelschnitte gesteckt werden miiss. Das Linde- 
mann'sche Buch füllt eine wesentliche Lücke in der mathematischen 
Litteratur aus, indem es in seinem Hauptinhalte eine Theorie der Curven 
beliebig hoher Ordnung und der mit ihnen im Zusammenhang stehen- 
den algebraischen Functionen (resp. Abel'schen Integrale) gibt. Die 
beiden zuletzt erwähnten Werke lösen ausserdem die wichtigsten 
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IV Vorrede. 

metrischen Probleme Über Kegelschnitte fJ3r Parallel- und Dreieeks- 
coordinaten getrennt; für die letzteren fast immer in einer Gestalt, 
dass die entsprechenden Formeln in Parailelcoordinaten nicht ohne 
weiteres aus ihnen folgen kömien. 

In den hier herausgegebenen Vorlesungen des Herrn Guudelfinger 
sind sämmtliche Probleme vermittelst der („St audt-Fiedlei-' sehen") 
projecti viachen Coordinaten behandell, so dass die Formeln für Paralle!- 
und specielle Dreieckscoorüinaten sich ohne weiteres durch besondere 
Annahmen ergeben. 

Da für die Geometrie der geraden Linie und des Punktes Hessens 
„Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, des 
Punktes und des Kreises in der Ebene" vorhanden sind, habe ich 
dieses Gebiet bei der Herausgabe von Herrn Gundelfinger's Vorlesungen 
ausser Acht gelassen, und nur mit Rücksicht auf spätere Paragraphen 
sind in §§ 1 — 3 des Buches die endgiltigen Formeln für die Theorie 
der allgemeinen projectivischen Coordinaten nach einer Methode von 
Herrn Gundelfinger entwickelt. || 4 — 7 behandelt die Curven zweiter 
Ordnung und zweiter Classe (Pol, Polare u. s. w.), die Classification 
und Kriterien der Kegelschnitte (wohl in vollständig neuer Ableitung), 
sowie das Kreispunktepaar. In §§ 8 — 9 werden gewisse Gleichungen 
mit nur reellen Wurzeln betrachtet und der Invariantenbegriff ent- 
wickelt; § 10 ist der Transformation der Curven zweiter Ordnung auf 
die Hauptaxen gewidmet. Es wird dabei im Änschluss an § 8 im 
Principe die interessante Aufgabe gelöst, zwei quadratische Formen 
mit coutragredienten Veränderlichen (im speciellen Falle den Aus- 
druck für die gegebene Curve zweiter Ordnung und denjenigen für das 
imaginäre Kreispunktepaar) gleichzeitig in eine Summe von Quadraten 
zu verwandeln. Die §§ 11 und 12 enthalten in Kürze die elemen- 
taren Eigenschaften der nicht ausartenden Kegelschnitte, sowie das 
Wichtigste über die Erzeugung der Curven zweiten Grades durch 
projective StrahlenbUschel und Punktreihen. 

Die bisher genannten §§ 1 — 12 bilden den ersten Abschnitt des 
Werkes, während der zweite Abschnitt (§§ 13 — 26) den Kegelsehnitt- 
büscheln, Kegel seh nittnetzeu und dualistisch entsprechenden Gebilden 
gewidmet ist, lu gg 13—16 werden die Schnittpunkte und gemein- 
samen Tangenten zvfeier Kegelschnitte bestimmt und die allgemeinen 
Eigenschaften des Kegelschnitt-Büschels, resp. -Schaar, entwickelt, in 
§ 17 einige algebraische Formen geometrisch gedeutet. Hieran reiht 
sich in §§ 18 und 19 eine Untersuchung der eonfocalen Kegelschnitte 
und der zwei mit ihnen in Zusammenhang stehenden Systeme doppelt- 
berühreuder Kreise. § 20 behandelt die wichtigsten Curven mit in- 
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Vorrede. V 

varianter Beziehtmg au einem Kegelschnitt-Büscliel, resp. -Schaar (ins- 
besondere auch Mittelpunktskegelschnitt, Steiner'sclie Parabel, die ihr 
reciprok entsprechende bekannte gleichseitige Hyperbel), § 21 enthält 
die Formeln für Mittelpunkt und Radius des Krümmungskreises , der 
irgend einem Punkte einer Ourve ?£**" Classe oder )ä"' Ordnung zu- 
gehört, ferner die Gleichungen t'iir die Evolute einer Curve zweiter 
Clasae oder Ordnung. In §§ 22—25 wird die Theorie der Kegelschnitt- 
Netze und -Gewehe dargelegt, § 26 ist gewissen conjugirten, linearen 
Kegel Schnittsystemen gewidmet. 

Die letzteren Paragraphen enthalten vielfach nur die GrundzHge 
der betreffenden Theorie, soweit sie für die Anwendung in dem das 
Buch abschliessenden Anhange erforderlich sind. Dieser Anbang soll 
im wesentlichen zeigen, in welcher Weise die im Haupttexte ent- 
wickelten Methoden fruchtbar gemacht werden können zur Lösung 
allgemeinerer Aufgaben und zum Beweise von Sätzen; übrigens sind 
mitunter auch Methoden angewandt, die sich im Hauptteste nicht 
finden. Besonders werden zahlreiche Sätze abgeleitet, welche Steiner 
in seinen Abhandlungen (fast sämmtlich ohne Beweis) aufgestellt hat. 
Als eine hübsehe Anwendung der Lehre von den Poldreiecken und 
der Theorie der Kegelschnittböschel sind am Schlüsse des Anhanges 
zwei von Herrn Guudelfinger seit längerer Zeit vollendete Untersuchungen 
über specielle Classen algebraischer Integrale aufgenommen worden. 
Die Zahl der im Anhange enthaltenen Aufgaben und Sätze hatte 
sich leicht vermehren, insbesondere auf Curven höherer Ordnung aus- 
dehnen lassen; doch unterblieb dies, um das Buch nicht zu umfang- 
reich zu gestalten. Die meisten Aufgaben und Sätze des Anhanges 
nebst Lösungen und Beweisen rühren von Herrn Gundelfinger her, 
mehrere hat auch der Herausgeber theils selbständig hinzugefügt, theils 
auf Anregung von Herrn Gundelfinger bearbeitet. 

Diejenigen Nummern des Anbanges, welche schwierigere Aufgaben 
behandeln, oder zu deren Erledigung noch andere als nur analytisch- 
geometrische Hilfsmittel nothig waren, sind durch * bezeichnet. 

Um Missdeutungen zu entgehen, möge zum Schlüsse noch be- 
merkt werden, dass die meisten Citate sich auf Steiner'sehe Sätze 
beziehen, die mitunter wörtlich angeführt sind; die übrigen vereinzelt 
auftretenden Citate kamen meist aar Anwendung, wenn die ursprüng- 
liche Quelle eines Theorems nicht als allgemein bekannt vorausgesetzt 
werden durfte. 

Davmstadt, den 'X Januar 1895. 

Friedricil Dingeldey, 



y Google 



Inhal töverzei cluiiss . 



1. Absciinitt. 

Einleitende Betrachtungen. Die ftmdamentalen Eigonseliaften 
eines Kegelschnitte 

§ 1. Das CoordiintendieiBi_k Punkt und Lmieiii,ooiduiiti.n 

g 2. Elementare metiiBclie Beiiehiiiigeii zwischen Puiiktiti und pHiliii 

Linien 
§ 3. Die Tiansfoiniation dci Cooidinat n 
g 4, Die Cnryen /weitei Oiduung 
§ 5. Die Cuiren /weitei Clause 
§ 6. ClaEsification der KegeKebnittp 
g 7. Der Ereia, die imaginiien Kieiajjimkte uiil ihiL D zuhni ^ /a vkiii 

Winkel zwLiei Geraden 
g 8. üeber einen fundamentalen ^^t^ aus dei Tlieoiie dei definitün ciuadra, 
tischen Ponnen und ubei zwei Uattimgen von Gleichungen mit nui 
reellen Wurzeln 
§ 9. Ein Excurs uhei lavaiianten 

g 10. Transformation dei Cuiven aweiter Oidnung auf die Hauptaien 
g 11. Näheie ünteieuchnng dei mL.lit ausartenden Kegels cliHitte 
§ 12. Erzeugung dei Kegelschnitte daich piojective &tia,blenl>Hs htl u^ 1 
FunktLeihen Sätze von Pascal und Briauclion 

ir. Abschnitt. 

Eegelaehnittbilscliel und Kegelsohnittnetze, sowie die dualistisch 
entspre oh enden G-ebilde. 

§ IS Einleitencle Bemerkungen 

9 14 BestimmuDg dei Scknittpunkte und „'emeinsami n TaDgLuten z«eici 

Kegelschnitte 
g 15 Allgemeine Eigenschalten dee KegelschaittbuichelB , die Keg'-lschiiitt 

schaar 
g 16 Einführung zweckmässiger Cooidmitendreiecke in den TCischie denen 

specjellen Fällen, welche bei einem KegeliChnittbii^chel auftieteu 

kunnen 
§ 17 Gpometri^che Deutung einigei algebraischer Foimeu 
g 18 Coniocale Kegelschnitte 
§ 19 Weitere Untei Buchungen fibei die Biempuakte Doppeltbeiilhicncli 

Kreise, Sätze über Brennstrahlen 



y Google 



InhaltsYeiKeitiiüiss. 



VII 



§ 20. TJeber einige Carven, welche in invarianter Beziehung atehen zu einem 

Kegelschnittliüscliel, reep. einer Kegel Schnitts chaac, , , 195 

§ 21. Krümnmngskreis und Evolute SOS 

§ 22—25. 

KegeUchnittnetz und Kegelsclinittgowetie. 

§ 22. Dio Hessiane eines Kegel sohmttnetueä 21B 

§ 23. Die Cajlej'sche Curve eines Kegelsohnittnetzes 222 

§ 24. Das Kegelactaittgewebe , 22tl 

g 25. Ueber einen merkwürdigen Dnalismue, der zwischen der Hesse'stlien 

und Caylej'sclien Curve besteht 22S 

§ 2G. Ueber oonjugirte, lineare Kegelschnittsjsteme 232 



Anhang. 

Ergänzungen zur voranstellenden Theorie uaA Lösung von 
Aufgaben. 

Anwendung von & 1 3 (Ni 1 — 2j) 

Anwendung \on g i—b (Nr 26— öbi 

Anwendung von i} 7—9 (Ni 07—105) 

Anwendung von ^ 10—12 (Ni 106—199) 

Anwendung von § 13—17 (Ni 200— 2'S5) 
\nwendnng von ^ IS— 19 (Hi 256-271) 

Anwendung von @ 20—21 (Nr 272—302) 

Lxputs übte biDaie kubische Foiman (Ni 28J) 

Zusammenhang zwischen der CombinuntH ip, ilen aquianbiimoniicben 

nnd hfirmonisi..tapn Kegelschnitten, sowit dem Foldreiseit des Büschels 

(Ni 286—290) 

Kriterien dei Realität tui die Schnittpunkte iweiei Cniven zweitei 

Ordnung (Ni 291) 

Anwendung lon ^ 22—26 (Nr SOS- dbl) 

BeispielemPsKegelsehnittge webe ^ mit zweiDoppelpunktfn(,Ni öSi~3ii2) 
Ueber Kegelschnitte, die zwei andere doppelt berühren (Netze und 
Gewebe mit a-n ei Doppel geraden, heaw. Doppelpunkten), (Nr. 333-346) 
Brennpunkt scurve für die einem Tierseit eingeschriebenen Kegelschnitte 

(Nr 4 —363) 

D e ='te ne sehe Curve dritter Claase (Nr. 354—361) 

A Wendung le Poldreiecke auf ein Integral von Aronhold (Nr. 362). . . . 

Hebe e ne Verallgemeinerung der Weierstrass'schen Methode, elliptische 

I te^ le a f die Kormalform m reduciren (Nr. 363) , 



y Google 



Verbesserungea. 

Seite 2, Zeile 14 vuc unten, ist nacb den Woit^n , de^J Dreieckawinkols A^' 
cmzufugpn und E im Inneien des Dieiecks. 
!, ,, IT von obpn lies , projeotiven" statt projectiven. 
l, ,, 2 von unteo Ives 1) statt 2) 
1, „ 11 Ton oben lies F(p, p) > statt F(p, p) < 0. 

1 3 ' 1 [ ]' t tt [ ] 

W ben. 

dr rabel ergibt 



■.,. + «,, - 2%, CO. w 

oder aucb 

^ , „ , %3(a,i + « i3 - So,i cos HP) + A,, cos « ? + ^,3 _ ^ 
"si T ä5i/-r a,i-f «55 — 2u,j cos«! 

, Zeile 12 von oben lies 316 statt 216. 

, „ 15 „ „ lies gleiche (positive) Vorzoiohcn statt gleicbe 
Vorzeichen. 
„ 18 — 31 sind die Worte „hieraus folgt, dass auch 
1';iD^='f'ii''PäB^^is">0suii\musa"Ki\stteichcii. 
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I. Absclmitt. 

EiiileitniKle Betraclitimgeii. Die fundamentalen Eigenscliaften 
eines Kegclsclinitts. 

§ 1. 

Das Coordinatendreiecli. Punkt- und Liniencoordinaten. 
Die Grundlage der analytischen Geometrie bildet bekanntlieh eine 
Methode, die uns in den Stand setzt, jeden beliebigen Punkt der Ebene 
oder dea Raumes durch Zahlen der Art festzulegen, dass bei Angabe 
dieser Zahlen die Lage des Punktes eindeutig bestimmt ist. Ein Mittel 
hierzu bieten z. B. die reel t o lei schiefwinkligen Coordinaten von 
Deseartes oder die Polar coordinaten oder irgend eine Art Dreiecks- 
eoordinaten u, s, w. 

Auch im Folgenden weidt, ein Dieieck, das Coordinatendreieck^ 
zu Grunde gelegt, ausserdem luneilialb deasolheu ein fester Punkt, der 
sogenannte Einheitspunl t') Es seien ö!,,«^, «j die Geraden, welche 
das Dreieck bilden, Ä^, A J, die ihnen resp gegenüber hegenden 
Ecken und Winkel, E der Emheitspunkt. Dabei mögen öj, a^, a^ je 
nach Bedarf bald Bezeichnungen lui jene Geraden sein m ihrer un- 
endlichen Ausdehnung, bald die absoluten Längen der Dreiecksaeiten 
bedeuten. Bezüglich des Punktes E werde angenommen, dass er von 
den Seiten a^,«^,^ resp die Abstände e^,(^,(^ habe, wobei die zwar 
■willkürliche, aber zweckmassigste Verabredung getroffen werden möge, 
diese Abstände stets als positiv anannehmen. 

Sind nun g„ q^, q^ die Abstände eines beliebigen Punktes P von 
den Seiten des Dreiecks, so verstehen wir nach v. Staudt und Fiedler^) 

1) Davon aligeselien, diss dietei Punkt mit kemei Ecke dps Dieiecks eu 
Baimmunfillen darf, könnte man ihn ganz behellig in der Ebene annebmen, docli 
crwpiat Bich dis Lage innerhalb des Coordinatendieieeks ak die awei,Um<iB3ig&tB, 
da bei ibi keine dei Seiten des Dreiecks irgendwie ausgeaeicbnot ist 

2) \ Standt , Beiträge am Geometrie der Lage", 2 Htft, Nninbeig 18&7 
S 266 f, W Piedlei „Ueber die piojectiTiscben Cooidmaten", VjeitcljilitB 
achrifli der naturforachenden Gesellschaft m Zunch J5 Jahrgang, 1870, fi l''i'J 
-"182, odei auch „Analytiaolie Gpometiie dei KegpUchnitte", nach G Silmon 

Cllliaeinngor ^icltanngui 1 
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unter dec Ooordinaten dieses Punktes Zahlenwertlie rs,, x^, x,^, 
welche die Relation erfüllen: 

(i) %^:x^:X^^= -^' : - : -- ■ 

Die Ooordinaten eines Punktes sind demnach Zahlen, 
welche proportional sind den Abständen des Punktes von 
den Seiten des Coordinatendreiacks, jeder Abstand dividirt 
durch die Entfernung des Einheitspunktes von denselben 
Seiten. 

Rückt der Punkt P insbesondere in den Einheitspunkt E, so 
werden die gi und e^ (« = 1, 2, 3) bezüglich gleich und (1) verwandelt 
sich m Xi'.x^-.x^^ 1 :! ■.!. Weil in diesem Falle die Verhältnisse 
der Coordinaten säuimtlich gleich der Einheit werden, hat man den 
Punkt IE den Einheitspunkt genannt. 

In (1) sind die Abstände g; mit dem positiven oder negativen 
Vorzeichen zu versehen, je nachdem die Punkte P und J? in Bezug 
auf die Gerade «,■ auf gleichen oder verschiedenen Seiten liegen. 

Durch die drei Gteraden «,■ entstehen in der Ebene, vom Coovdi- 
natendreieck abgesehen, noch sechs Bezirke, von denen drei begrenzt 
werden durch die Verlängerungen je zweier Seiten des Dreiecks über 
ihren Schnittpunkt hinaus und durch die unendlich ferne Gerade: sie 
mögen als die drei trigonaien Felder bezeichnet werden; die drei 
anderen, die tetragonalen Felder, werden begrenzt durch eine Seite 
des Dreiecks, die Verlängerungen der beiden anatossenden Seiten und 
die unendlich ferne Gerade. Es sind daher je nach der Lage des 
Punktes P bezüglich der Vorzeichen der Abstände g; im ganzen sieben 
verschiedene Fälle möglich. Liegt z, B. P im Scheitelwinkel des Drei- 
eckswinkels jIj, so ist q^ positiv, q^ und jg sind negativ. 

Man sieht leicht, dass das Produkt q^q^q^ positiv oder negativ 
ist, je nachdem der Punkt P in einem trigonaien oder tetragonalen 
Felde liegt; dabei ist vorausgesetzt, dass der Einheitspunkt in einem 
trigonaien Felde angenommen wird. Das Umgekehrte findet statt, 
wenn der Einheitspunkt in einem der tetragonalen Felder liegt. 

Aus (1) ersieht man, dass die Coordinaten x^, x^, Xg selbst nicht 
völlig bestimmt sind, wohl aber ihre Verhältnisse. Mit Benutzung 
eines Proportionalitätsfaetors p l'ässt sich daher die laufende Proportion 

feei bearbeitet von W. Fiedler, 5. Aufl., 1. Theil, S. Ul ff., 1887. ^ j, ubi a 
auch W. R. Hamiiton: „Elements of Qnatevaione", editod bj W. E Him Itoi 
London 1866, S. 27, sowie die nach dem Manusoript einer Vorleeung \on Heiin. 
Gundelfinger gegebene Daratellimg bei Harm H. Cranz! „Lebi'bucii dei n-ii 
]ytiachen Geometrie der Ebooe", 1. Theil, Stuttgart 1892, S. 162-183. 
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Äbetändp eine« i'unktea von den Seiten des Coordinsitündreiecka. ,'( 

(1) ersetzen durch die Gleicliungen: 

(2) q, = pe,a:,, q^ = qb^x^, q.^ = p^;^«^. 

Zwiachen diesen drei Abstäaden </; und den Höhen /«-,, h^, /% des 
Dreiecks besteht nun die Relation') 

P5 l; + S + f~ii 

führt ma.n in dieselbe die Werthe der g; aus (2) ein, so ergibi; sich 

(4) pf.a + M. + <»j)„i. 



Für die Ooefficienten ,- in dieser Gleichinig wollen wir die; knr'^crc, 
Bezeichnnngs weise anwenden: 

(5) '^-i,, J-fc, j^-a 

und erhalten alsdann durch Substitution des aus (4) folgenden WorthoK 
von p in die drei Gleiehungen (2) die Formeln 

(ß) <h = i"^--, <-h = — '-*- - ' 03 = -^^-~, 

2^'^'- ^'''^' ^^^'^^ 

mit deren Hilfe die Abstände eines Punktes von den Seiten des Co- 
ordinatendreiecks berechnet werden können, wenn die Verhältnisse 
«j : »g : x^ der Coordinaten des Punktes gegeben sind. 

Da für _/,'i'i'^> = diese Abstände unendlich gross werden, so 
wird durch 

(7) p^x^ 4-ft«^2-|-ft%^0 

der geometrische Ort aller Punkte dargestellt, die von den Seiten des 
Coordinatendreieelta unendlich weit entfernt sind, d, h. es ist (7) die 
Gleichung der unendlich fernen Geraden. 

Nachdem wir im Vorhergehenden in (1) Werthe für die Dreieeks- 
coordinaten eines Punktes gegeben haben, handelt es sieh nun noch 
darum, auch eine gerade Linie durch Coordinaten festzulegen. 

Es sei also wieder gegeben ein Coordinatendreieck A-^Ä^A^, ferner 
ein beliebiger Punkt P und eine beliebige Gerade 11. Sind dann q^, 

1) Der Inhalt /3 des Dreiecks A^A^A^ besitzt nämlich einerseits den Werth 
a = -^(015, + "a^a + <h1s)i m^d andrerseits ist «^ = -^ {i = 1, 2, 3); subsü- 

tuirt man nun die Wettbe dei' a^ in diesen Ausdi'uck füv ^ nnd diridirt die so 
entstehende Gleichung dnieh ihren Factor J, so erhält man (3). Ein Beweib, der 
die geometrische Ansciianuiig nicht benutzt, folgt in der Pnssnote zu (11), S. 4. 
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4 I. Alisclinitt. § 1. 

Ss! ffsj S ''iß Abstände des Punktes P resp. von den Seiten des Drei- 
ecks und von der Geraden II, bedeuten femer x, X, /t drei Constanten, 
die nur von der Gestalt des Coordinatendreieeks und von der Lage 
der Geraden II gegen dasselbe abhängen, so ist stets: 

(8) 3 = Ml +>-S2 + Ms- 

Sind nämlich Z7j = 0, E^g = 0, G, == 0, 17= die Gleichungen 
der Seiten unseres Coordinatendreieeks und der Geraden U, bezogen 
auf ein beliebiges, z. B. rechtwinkliges, Coordinatensjstem mit dem 
Anfangspunkte in E, so lassen sich bekanntlich drei Pactoren «, l, ft, 
der Art bestimmen, dass die Identität besteht: 

(9) ü±=xü,, + lU, + iiü,. 

Wir dürfen auch annehmen, dass U, U^, U^, U^ in der Hease'schen 
Normalform gegeben sind, in welchem Falle die Ausdrücke ^ U, — U^ 
u. s. w. bekanntlich den senkrechten Abstand^) des Punktes P von den 
betreffenden Geraden ausdrücken, wenn man an die Stelle der Variabein 
die Coordinaten dieses Punktes einsetzt, d. h. wir erhalten 
2 = ä((^i + ^ffä + .«93- 
Die Constanten x, h, (t bestimmen sich natürlich aus den Coeffl- 
eienten der Gleichungen jener Geraden, hängen also in der That nicht 
von der Lage des Punktes P, sondern nur von der Lage der Seiten 
des Coordinatendreieeks und der Geraden H ab. Diese Constanten 
lassen sieh daher auch leicht bestimmen durch specielle Annahmen 
hinsichtlich der Lage des Punktes P. Wir bezeichnen zu dem Zweck 
die Abstände der Ecken Ä^, A^, Ä^ des Coordinatendreieeks von der 
Geraden H lesp. durch 7t„ rc^, %^ und verlegen nun den Punkt P in 
die Ecke Ä^. Alsdann ist g ^ Wj, q^y "= Ä^, Sa ^=^ ffs "= ^> ^^^ ^^^ 
Gleichung (8) liefert Wj = x\, vroraus folgt 

(10) )t = - i , und analog wird ü = j^ , n ^ ■'■ ■ 

Mit Hilfe dieser Werthe verwandelt sich die Gleichung (8) in 

(11) s = |5, + 5«'+i;«>-'' 

Liegt nun der Punkt P irgendwo auf der Geraden 77, so versehwindet 

1) Die Ableitung zeigt, dass der Abstand eines Puüktes P von einer Geraden 
n positiv oder negativ an nehmen ist, je nachdem die Punkte P und E auf der- 
selben oder auf entgegengeaetaten Seiten von JT liegen. 

2) Ea möge noch bemertt werden, dasa eich auch aus (11) leiclit die Formel 
(3) ergibt; dividirt man nämlich (11) durch q nnd lässt man die Gerade n ins 

Unendliche rücken, so wird -i = ^ = — = 1, und ee bleibt ^ = -^ + , + "f^ ■ 
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Coordinateii oitier üerailcn. Giuiciiuiig Dmna Piiiiktoa. 6 

9, und mit Hilfe von (2) erhält man 

(12) '-^x, + "^x, + ^3:, =. 0. 

Diese Gleichung wird nur von aolchen Werthsystoraen x^, x.^, x^ 
erfüllt, welche den Coordinaten eines auf JT gelegenen Punktes zk- 
gehören, wobei die Gerade II von den Ecken des Coordinatendrei- 
eeks die Entfernungen jt^, tt.^, jt^ hat; ea kann daher (12) als die 
Gleichung dieser Geraden bezeichnet werden. Die Coefücieuten von 
37^, X2, x^ nennt man die Coordinaten der Geraden, es sind dies 
hiernach Werthe ««,, w^, u.^, welche die Relation erfüllen; 

d. h.: 

Die Coordinaten einer Geraden sind Zahlen, welche pro- 
portional sind den Abständen der betreffenden Geraden vou 
den Ecken des Coordinatendreiecks, aowio den Abständen 
des Einlieitspunktes von den gegenüberliegenden Seiten, 
umgekehrt proportional den Höhen des Coordinatendreiecks. 

Eine Gleichung von der Form 
(U) u,x^ + ii^x^ + u^x^ = 

drückt hiernach die vereinigte Lage des Punktes x-^, x,^, x.^ und der 
Geraden ^i-^, u^, u^ aus^); andrerseits wird (14) für gegebene Coordi- 
naten eines Punktes (etwa für x^: x^: x^ = ^ : ^ : —\ nur dann von 
den Coordinaten Mj, ^^^, u^ gerader Linien ertülit, wenn diese durch 
den gegebenen Punkt hindurchgehen, luiin nennt daher eine Gleichung 
von der Form 

(15) t"^ + t"^ + t"^^^ 

die Gleichung jenes Punktes. 

Auch die Coordinaten u^,U2,'>.i^ einer Geraden sind nach (13) nicht 
völlig bestimmt, sondern nur ihre Verhältnisse. Setzen wir, mit e 
einen Proportionalilätsfaetor bezeichnend, 

^ ' 1 A, ' *^ fej ' ^ Aj ' 

so lässt sich dieser Factor fl leicht durch die Coordinaten Ui der 
Geraden, C; des Einheitspunktes, sowie die Winkel des Coordinatuu- 
dreiecks ausdrücken. 

I) Wir werden im Folgenden statt Punkt mit dön CoordiDate« x^, x^, x.^ 
gewöhnlich kürzer sagen Punkt £b, , w^, x.^ oder auch Punkt s: und in analogei 
Weise von einer Geraden Mj, %, m^ oder einer Geraden w reden. 
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Sind nämlich 

(17) U^xcosa +y.'sin a — = 0, U;-~~i.x<iosar-l- y^ui «; — dV-^^O 

(i-1,3,3) 
die Gleichuijgen der Geraden II und der drei Seiten des Coordinaten- 
dreiecks, bezogen auf irgend ein reclitwinkliges Syatem, so bestehun 
auf Grund der Identität (9) die Kelationeu: 

(18) c03a=;teosßj + Aco3Kg + ;icoaß3, sinß = j£sinH^ + J.ainK2 4-,usiu«3, 
und hieraus folgt durch Quadriren und Addireu beider Gleichangen: 

(19) l=x^ ■-{- 1^ -\- ^^ -{- 2xl<ioa(ai,cQ -^ 2 liiCos{a^,a^) -{- 2 nx(ioa{a^,aj^}, 
wo (oij üi) den Winkel bezeichnet, den die vom Coordinatenanfeng 
auf die Geraden Oy, Uk gefällten Lothe mit einander bilden und der 
zugleich kleiner ist als zwei Rechte, d. h. («;, öjjj) ist derjenige Winkel 
der beiden Geraden, in welchem tler Coordiaatenanfang nicht liegt. 
Gehen wir nun wieder zu unserem Coordinatendreieek aurüek und sub- 
stituiteu wir die in (10) gegebenen Werthe ^on «, X, (i in die Glei- 
chung (19) j so verwandelt sich dieselbe in 

(20) i-1? + l$ + t-+^KK"" f"" '•'> + ='S "^ ("'• "•' 



-WO unter («,-, ai) derjenige Winkel der beiden Geraden «,, % zu vei- 
stehen ist, in welchem der Eiuheitapunkt nicht hegt Speciell bei 
der früher getroffenen Verabredung den TLinheitspunkt m das Inneie 
des Dreiecks Äj^A^Ä^ zu verlegen, ist daher («i, aj) nicht etwa dei 
Dreiecks Winkel der beiden Seiten ßf, a*, sondern dessen Nebenwinkel, 
fiin Äusaenwinkel des Dreiecks. 

Femer folgt ans (20) mit Beröcksiehtiguug von (16): 

5^("-a + "% + ^ + 2 "'3 cos (öl,, cij) + 2~- cos («a, a„) 

+ 2^^^^ coa (ü«|, «i)j = 1 , 

und weuu luau zur Abkürzung setzt 

(21) °A + Jl + ^ + 2 '^f^ »OS K, ci,) + ä » cos (<•„ a,) 

-\- 2-^— i cos (Ojj, «j) ^5 o i^hi^hr'^'s)} 
folgt: 

(22) .; = ~ ■ 
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Bai'juenttiachu Coordiniitei], ? 

Hierbei iat iu (22) das Vorzeicheu der Quadratwurzel so au 
wählen, dass der Abstand des Eiaheitspuuktes von der Gfuraden 11 
positiv wird; denn dieser Punkt hat von allen Geraden der Ebene 
positiven Abstand, da auch seine Abstände von den Seiten des Cooröi- 
natendreiecks als positiv angenommen wurden, Ea mnsa daher auf 
Grund von (H) stets die Ungleichung erfüllt sein; 

welche sich mit Benutzung von (16) verwandelt in 
(23) .(». + >'. +».)>0, 

woraus hervorgeht, dass 6 stets dasselbe Vorzeichen bu er- 
halten hat wie die Summe tt, + % -f" %')• 

Es möge nun noch an zwei Beispielen gezeigt werden, wie manche 
vielfach gebräuchliche Goordinatensysteme nur einen apeciellen Fall 
des bisher betrachteten Systems bilden, das ein Coordinatendreieck 
nebst einem Einheifcspunkte benutzt. 

Dm erste Beispiel seien die barycentriachen oder Flächen- 
eoordinaten, welche von Möbius in seinem barycentrisehen Caleul 
vielfacb benutzt wurden^). Man erhält dieselben dadurch, daas mau 
den Binheitspunkt in den Schwerpunkt des Coordinatendreiecks legt; 
alsdann ist ei = —ki (i = 1, 2, 3) und für die Coordinaten Xi eines 
Punktes P folgt ans (1): 

Es sei nnn ^ der Inhalt des Dreiecks Ä,Ä^Äg, ^^ der Inhalt 
des Dreiecks PA^Ä^, ferner J^ == PA^A^, z/^ = PAjA^; mit Hilfe 
TOU 2z( = ffl(Äj («=1,2, 3) verwandelt sich daher imsere laufende 
Proportion in 
(24) x^: S^: Xg = ßi^i : «sSa '• ^atTs oder in x^ : X^ : X^ = ^ ^ : zJ„-. zJ^, 

Jetzt sind demnach die Coordinaten eines Punktes P proportional 
zu den Inhalten derjenigen Dreiecke, welche durch den betreffenden 
Punkt P und die Endpunkte der ihm gegen ilb erliegenden Seite des 
Coordinatendreiecks bestimmt sind. Man pflegt daher in diesem Falle 
von den Fläehencoordinaten des Punktes P zu reden. NatÖrlich ist 
das Vorzeichen der Dreiecksinhalte wohl zu berücksichtigen. Es wird 



1) In § 7 wird aacli analytisob bewiesen, dasa o){mj, Mj, m,) für reelle Wertho 
M aiemaia negativ, also yo)(Mj, Mj, Wj) nie imaginUr werden kann. 

2) „Der bai-ycentriache Oalcul", Leipzig, 1827. § 23 und 31, oder auch in 
„Gesammelten Werken", Bd. I, S, 45 und 51 f. 
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8 I. Absclinitt. % 1, 

z. B., wenn wir den Inhalt von A^A-^Ä^ als positiv voraussutKen, der- 
jenige von z/, = PA^A^ positiv oder negativ, je nachdem man bei 
einem Umlauf um ^j von P aus über A^ nach Ä^ die Fläche diesea 
Dreiecks anf derselben (linken oder rechten) Seite bat, wie die Fläche 
von ii bei einem Umlauf von Ai aus über A^ nach Ag, oder je nach- 
dem dies nicht der Fall ist. 

Das zweite Beispiel seien die gewöhnlichen schiefwinkligen 

Parallelcoordinaten. Um diese zu erhalten, lassen wir eine Seite 

des Dreiecks, etwa a^, mit der unendlich fernen Geraden znaammen- 

-i,,,„ j fallen und verlegen den Einheitspunkt 

E auf die Halbivungslinie des Winkels 

A.jÄ.^A^ = w der Art, dass die von £ 

bis an die Seite a^ gezogene Parallele 

EM zu «3 die Länge 1 hat, ebenso wie 

die von E bis an die Seite ( 

Parallele EN m aj. Es ist 




= 1, 



= 7i„ 






= 1. 



Betrachten wir ferner a^ und Oj als die 
Äbsdssen- bezw. Ordioatenase eines 
Systeme schiefwinkliger Parallelcoordinaten mit dem Asenwinkel tv 
und sind x, y die auf dieses System bezogenen Coordinaten des Punktes 
P, so ist <ii = X sin w, Q^^ =^ y sin tv und — = a;, -- = */, so dasa sich 
die Proportion (1) verwandelt in 
(25) Zi : X2 : x^ = X : y: 1 , 

und umgekehrt ist a; •= a;^ : a^g , y = x^:x^, wir haben demnach hier 
die bekannten homogenen Coordinaten, die besonders vonPlücker 
und Hesse mit grossem Erfolg angewandt wurden. 

§ 2. 
Elementare metrische Eeziehungen zwiseiien Punkten und 

geraden Linien. 
Wir wollen uns nunmehr die Aufgabe stellen, den Abstand eines 
Punktes j/j, y.^, y^ von einer Geraden %, u^, 11.^ zu berechnen. 

Dieser Abstand ist zunächst nach Gleichung (11) des vorhergehen- 
den Paragraphen bestimmt durch 

ein Ausdruck, der sich mit Benutzung von (]6) vorwandelt in 
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«(J^i+^äs + ^ffa)' 



und wenn man liiev für die qt ihre Werthe aus (6) einsetzt, sowie die 
Gleichung (22) benutzt, ergibt sich für den gesuchten Abstand die 
Formel: 



Eilheilt man hier dei Wuizel dieselbe Yorzeichen, welches 
"i + ". + % ^^*i ^"^ ^^^g* '^^^ Punkt y mit dem Einheitspunkt auf 
deiselben Seite dei Geiaden, wenn g emPii positiven Werth erhält; 
hingegen sind der Punkt )/ und dei Eiiiheit-ipunkt durch die Gerade 
getienut, wenn q negativ ist 

Man eikt-nnt auch au'- (1), dass tui alle Punkte, welche auf einer 
und deiselben Seite der Geiaden h^Ji + »i^j + "3% = '-' lieg^Qj il^s 
VorzeiLhen von ÜJJi'-Tjh.^i' T .. '-'' 1 dasselbe bleibt, denn für alle diese 
Punkte hat q dasselbe Vorzeichen, da das Zeichen bei }^(%, js^, %) 
von der Lage des Punktee y unabhängig ist und nur mit Oem Zeichen 
von «1 + t(g + i*3 übereinstimmen muss. 

Eine besondere Erwähnung erfordert der Fall, daas % + ^'s "1~ ^'a ^^ ^ 
ist, also die Gerade ll,■^^x^ + il^x^ 4- u^x^ = durch den Einheitspunkt 
hindurchgeht. Man zieht hier bei Entscheidung der Frage, auf welcher 
Seite der Geraden UiX, -\- ti^s:^ -\- '''h^» = ^ ^'i gegebener Punkt y 
liegt, die Ecken des Ooordinatendreiecks zu Hilfe. Hat dann 



le Zeichen wie ~ (i ^ 1 oder 2 oder 3), so liegt der Punkt y 

mit der Ecke ^i; = des Ooordinatendreiecks auf derselben Seite der Gera- 
den %iC^ + U2X2 + »(giCj ^ 0; hingegen werden y und Mj = durch diese 

Gerade aetrenut, falls ' "y-^^^T l— ^-A. mnj _1 enWeeengesetzte Vor- 

* ' ^Vi +PiV!^ +P3ys Vi ^ » == 

zeichen haben. 

Liegen schiefwinklige ParaUeleoordiuateii zu Grunde, so ist, wie 
bereits in § 1 bemerki; wurde, e^ = e^ == sin mj, 63 = 1x1, 

]i^ = ]i^ = }i^ = oc, -^ = 1> J/i : !/:; : ä/a = « : 2/ ; 1; 

ferner wird cos (a^, a^) = cos (2it — w) ^ — cos w, denn {a^, a^) ist 
derjenige Winkel der beiden Coordinatenaxen, in welchem der Einheits- 
punkt nicht liegt. Der Ausdruck für a(u^,ii.^,ii^) (Gleichung (21) 
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lies Vürliergoliuüdeu l'a 
Falle in: 

(2) 



»(»„»„.=) 



I, Abaclinitt. g -2, 

aplieii) vereinfacht sich duliej' im jützigei 



wilhreiitl siüh ^j P-Vt ^'^^ Vs reducirt; für q erhält mau dso uimmoiir 
,,,, (tt^x + w^y + II,) Bin; « 

In Analogie /,u der Hesse'sclien Normalform der Gleichung der 
geraiJen Liuie x cos a -\- y sin a ^ 6 = bei rechtwinkligen Cartesi- 
schen Coordinaten werden wir die Gleichung einer beliebigen Geraden 
"i^i + *'2^a + **33^s = bei Dreieckscoordinaten durch Division mib 
ya(iij^, «(g, Mj) auf die Norraalform bringen inid wir werden sagen, 
die Gerade u sei in ihrer Normalform gegeben, wenn 

wobei nach (22) und (23) in § 1 das Vorzeichen der Wiirz^;! mit dem- 
jenigen von it, + «3 + "s übereinzustimmen hat. 

Die Gleichung (21), durch welche «(w^, Wg, tSg) definirt wurde, 

auch schreiben 



läBst sich übrigens mit Hilfe von con, = 
in der Form 



1 d''<ä{u,, Ma,% ) 



(i) 



(f>) 



C0(«,, «(,, Mg) = Wi,M,ä + 0335«/ + Ö3iV 



a,i gleich 



denn diese Deternjinaiite ist nach Einführung der Wertlie 

I 1 cos («j, 0^) cos (ßi, «3) 

_ e ^ ^ cos («aj «1) 1 cos {a-^, «ä) 

j cos (ßg, «j) cos (fflg, tt^) "t 

und verscliwiudet zufolge der Relation 

1 -j- 2 cos («1, ög) ■ cos (ctg, Oj) • cos (Ö3, %) 

— ■ cos^ (ffli, «3) — cos^ (Ö3, «b) — eos^ (%, «i) =-^ (I, 
welche besteht, so lange die Summe der Winkel (cfj, a^), (%, a^), (03, «j) 
vier Rechte beträgt, was hier der Fall ist, da diese Winl^el der Seiten 
des Dreiecks nach unseren früheren Verabredungen Über die Lage des 
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Winkel Kweier Oeradou. 11 

Eiitlieitapaiiktes diejenigen sind, in welchen cler Einlieitapunkfc iiiclit 
liegt, also die Aussenwinbel des Dreiecks, (Vgl. auch S. 14.) 

Während die Determinaate (5) zwar den Wertli Null hat, lässt 
sich andrerseits nachweisen, dass nicht alle Unterdeterininanten von 

(5) vorachwinden können, so lange das Coordinatendreieck ein eigent- 
liches ist. För die Unterdeterminanten il,i der Diagoualelemente findet 
man nämlich die Werthe 

(6) Si„~'^!^fi>, ß,,-S5l^J,^, a„-.'^^fi>,') 

und diese drei können niemals gleichzeitig verseliwindenj so lange 
zwei Seiten des Dreiecks im Endlichen liegen ohne Eusammenznfallen. 
Würde eine Seite, z. B. Og, ins Unendliche rücken, so wäre allerdings 
Pj^oo, daher ß^, =^ ßja = 0, aber ßgg ist dann immer noch von 
Null verschieden. 

Wir wollen nunmehr den Winkel bestimmen, welchen zwei durch 
ihre Gleichungen gegebene beliebige Geraden mit einander bilden; 
zuvor mögen specieli die Winkel berechnet werden, die eine beliebige 
Gerade mit den Seiten des Coordinatendreiecka bildet. 

Zu diesem Zweck benutzen wir die Gleichungen (18) des vorher- 
gehenden Paragraphen, und zwar multipliciren wir, um den Cosinus 
des Winkels a — «^ der Geraden E7= mit der Seite f/j = des 
Coordinatendreiecks zu erhalten, die erste jener Gleichungen mit cos «j, 
die zweite mit sin cc-^ und addiren beide. Hierdurch entsteht 

coa (« — K,) == K ~|- A cos (k^ — ttg) + ji cos (k^ — tu), 
und imter Berücksichtigung von «^ k^ = (/T, «j), «^ — «^ = (ßj, rt^), 

«,-«, = ("„"■), «-I 

(7) cos (//, fl|) = j' + y^ cos (%, (ig) + -j^ cos («^, %}. 

Hier ist wieder cos (H, a^) der Cosinus desjenigen Winkels dev 
beiden Geraden il und a^, in welchem der Einheitapunkt nicht Hegt. 
Ganz analog findet man 



(7 a) 



s (U, a^) ^ '^ cos («a, «i) + -J 4- 1^ eoa {a^, a^) 
t, {n, «3) = |i cos («3, a^^ + 1^ CO'. (ö„ ßg) 4- V ■ 



1) Mit EuL.kaicht auf ^ipäteie Betrai-btungon sei Ipinoikt, dasa dio iibrigt^n 
IJnturdttetmiiiiintea von (5) ili>- WeitliL Ijesit/en 
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Es aei nuü noch eine weitere Gerade //q <^egcben durcli iliro 
Gieiehung ia der Hease'schen Norraalform 

U^^x cos (ig-\- y sin a^, — (5^ = ; 
miiltiplicirt man die erste der Gleichungen (18) in § 1 mit cos ir,„ 
die aweite mit sin «^ und addirt beide, so entsteht 

(S) cos {n, n,) = -^ cos {n„ a,) + ^ cos {JT„ «,) + ^ cos {JI„ a,). 

Hier lassen sich die rechts stehenden Cosinus leicht in anderer 
Weise ausdrUckenj sind nämüch Kj, x^, x^ die Abstände der Bclvea 
des Coordinatendreiecks von der Geraden JJ,,, so ist nach (7) 

cos (77n, (t^) = |i -f 1^ cos (ts, , a^) + y^ cos (<*, , Og) , 

und analoge Werthe besitzen cos (iTy, a.^) und cos (,fl^,, «g), Dufch 
Substitution derselben in (8) erhält man 

(9) CO. (J7, n,) _ |!l + !|^ + ^ + '-^4^1-> CO, (o,, ».) 

+ "'^W^''°'<°"''') + '""Mr"'' °°''<°"°'^- 
Durch diese Formel ist ein leichter üebergaug gegeben zu dem 
Falle, dass die Gleichungen der Geraden vorliegen in der allgemeinen 
Form 

f TT =f u,x, -\~ u^x^ + MgiTg = 
"■^^^ 1 n^ = V^Xi + v^x^ + v^x^ = 0, 

bezogen auf A^A^Ä^ als Ooordinateudreieck. Nach (10) in § 1 ist 
nämlich 

(11) -J-^, ^^"^i (i=l,2,3), 

WO ö durch (22) in § 1 defiuirt ist und e,, aus ö dadurch hervorgeht, 
dass man die « ersetzt durch die v; ferner werde noch daran erinnert, 
dass ff dasselbe Vorzeichen ku erhalten hat wie % -\- u^ -{- u^, 0^ das- 
selbe wie tJi + Vg + t?^. Alsdann verwandelt sich (9) unter Benutzung 
von (11) in 

(12) cos (TT, TT,,) = 



wobei die u offenbar mit den v vertauschbar sind 
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Winkp-l Kwoiet Geraden, NormLilencentvura. 13 

Man kann diesen Ausdruck auch in der Form schreiben 

wobei c>'(t!j) zur Abkürzung gesetzt ist für — V • — - 

Eine andere Bezeichnungs weise, die später angewandt wird, be- 
steht darin, dass man setzt 

Y Rt' («i)% + T •»' W^a + i t^' W«3 = »Os •"). 
(a(%, »2, «g) = m{u, m) , sowie »(w,, Wg, «g) = w(«, v) , 
indem man mit den zwei Buchstaben M bei »(m, m) andeutet, dass m 
die u im zweiten Grade enthält; alsdann ist 

(12 b) cos (n, i7„) = —^r^t^^^^ . ') 

Gibt man den Wurzeln dasselbe Zeichen, welches auch m^ H- «s + «b 
resp. «1 + «'s + iJs hat, so stellt diese Formel den Cosinus desjenigen 
"Winkels der beiden Geraden JI und H^ dar, in welchem der Einheits- 
punkt nicht liegt. 

Als Bedingung dafür, dass zwei gerade Linien mit den Coordi- 
nateu Wi,Ha,M.3 resp. «1,4^3, "^3 auf einander senkrecht stehen, folgt 
hieraus sofort 

(13) v^isy'iu,) + v,m'{iQ + v,co\u,) = 

oder auch %ro'(%) + «^(»'(iij) -|- u^(a(v^) = 0, 
wo €a'(vi) den Werth bedeutet, der aus a'(ui} durch Vertauschen der 
«mit den v hervorgeht. 

Pixirt man hier die Gerade u, so sind <a'(u,) (i = 1, 2, 3) die 
Coordinaten eines ganz bestimmten Punktes mit der Gleichung 

fi>'(«j)t)i + ia'(i<2)wg -|- o'(Mg)% = 
in veränderlichen Liniencoordinaten Vt, und diese Gleichujig wird be- 
friedigt durch die Coordinaten jeder Geraden v, die au u normal ist, 
es müssen daher alle Normalen von u durch den betreffenden Punkt 
hindurchgehen, und da diese Normalen einander parallel sind, liegt ihr 
gemeinsamer Schnittpunkt im Unendlichen; er werde das Normalen- 
centrum der gegebenen Geraden u genannt. Dass dasselbe der 
unendlich fernen Geraden angehört, wird auch bestätigt, wenn man in 
(13) an Stelle von »j die Coordinaten der unendlich fernen Geraden 



1) Andere Ausdrücke füv de« Winkel x 
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14 I. Abschnitt, g 3. 

wofür der Kürze halber Pi'.p^'-Ps gesetzt wurde, einführt. AlscUimi 
erhält die Gleicliung (13) die Gestalt 
(14) u^i^Xp,} + u,c>'(j>,) + u,m'{ß,) = 

oder auch PiCo(u^') + jPa'^'(%) M" i'3'"'(%) "^ ö. 

In der ersten Gleichung (14) verschwinden nnn die drei Coeffi- 
cienten der m^), sie wird also erfüllt, welche Werthe die u haben 
mögen, womit ausgesagt wird, dass die unendüch ferne Gerade über- 
haupt keine bestimmte Richtung hat, sondern zu jeder Geraden der 
Ebene normal ist Bei dieser Au ffassnngs weise erfüllen die Normalen- 
ceutra s^mmthclier Geiaden der Ebene die unendlich ferne Gerade. 

Mau konnte m voiliegendem Paragraphen noch die Ableitung der 
Formtl fui die Entfernung zweier durch ihre Goordiuaten gegebenen 
Punkte eiwaiten, douh wird dieselbe erst in § 7 gelegentlich der 
Untersuchungen über den Kreis gegeben werden, da diese Formel mit 
der Gleichung eines Kreises in Punkte oordinaten in offenbar engem 
Zusammenhange steht. 

§3. 
Die Transformation der Coordinaten. 

Bei der Transformation der Coordinaten handelt es sieh darum, 
aus den auf ein Dreieck D bezogenen Coordinaten x^, x^, ^^ eines 
Punktes I' die Coordinaten X^, Xj, X^ desselben Punktes abzuleiten, 
wenn diese bezogen sind auf ein anderes Dreieck ^. 

Die Einheitspunkte e und E mögen von den Seiten der ihnen 
zugehörigen Dreiecke 1) und z/ die Abstände haben e,, c^, e,,, rosp. 
El, E^, E^. Alsdann ist 

^^^ T . T . Y - ö. .';?.. ft 

wobei die g; die Abstände des Punktes P von den Seiten des Drei- 
1) In der That hat z. B, der Coefficient oi'(i'i) 'OQ «i den Werth 

beEvchtet man aber, dass Aj = äz):«^, aowie daEs (a^Oj) und (OnBa) als Auason- 
wiiikel des Dreiecks Ä,Ä^Ag gleich 2iJ — A^, resp. 2-B — Ä^ sind, so wird 
dieser Coeffieient gleich —r— {a, — % cos Ä^ — a, cos A^) , wobei nvm. der 

Elammeraus druck veisch windet, da «, =' Oj cos jij + Oj cos J.^. Ein anderer 
Beweis folgt ans (7), wenn man, wie in der Anm. zu S. 4, IT ins Unendliche 
rücken lUsst, dnrch g dividirt und berflcksiclitigt, dass — ^ ^= — ? = — 5 =1. 
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Transformation der Punkicoofdiiiateii. 15 

ecks D, die Q, dessen Abstände von den Seiten des Dreiecks z/ 
bezeichnen. 

Zwischen den qt und Qi bestehen nun, wie wir in § 1 suheu, 
Relationen von der Form 

[ Qi = «i9i + -^aS? + <^n(lr, 
(2) ft = ^i3i + ß.9. + te 

wobei die « Constanten sind, welche nur abhängen von der Gestalt 
des Dreiecks D und von der Lage derjenigen Seite des Dreiecks ^, 
die von dem Punkte P die Entfernung Q^ hat, und Analoges gilt von 
den ß und y. Es ist nämlich nach (10) oder (llj in § 1 

1 ■* ''l ' ^ \ ' * ''s ' 

(3) ft-x' i''-'k' "'-'k' 

[n-\, r,-^, r,-\- 

Hier sind ^y, ir^', jTg' die Abstände der Seite Xj = des neuen 
von den Ecken des ursprünglich gegebenen Dreiecks B; die tt-' und 
jtf'" (i = Ij 2, 3) hahen die analoge Bedeutung für die beiden anderen 
Seiten X^ = und X^ = 0. 

Ersetzt man die Gleichungen (1) mit Einführung aweiei' Propor- 
tionalitätsfactoren p und P durch 

q. Q. 

QXi = ~-, PXi = J {i = 1, 2, 3) 

und führt man die hieraus folgenden Werthe der 5, und Qi in (2) 
ein, so entstehen drei Gleichungen von der Form 

i(tXi = %«, + a^x^ -\- a^x^ 
ftXg = &!«, + 6^9^ -H b^Xg 

in welchen (* zur Abkürzung gesetzt ist für — , während die a, h, e 
Grossen sind, die von den e, und Ei, sowie resp. von den «,, ß;, y-, 
in einfacher Weise abhängen. Ee ist nämlich 



(6) 



"1 ~ 1,1, ' "'~ D,h,' "'" E,k,' 
I'.- 5,17 ''■■■■'• 
ij : Ci = -;1- : ~ : -4^ , so dass hiernach d 
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16 1. Abschnitt, g 3. 

Coordinaten der Ecke A, des nrsprilnglichen Dreiecks D, bezogen auf 
das neue Dreieck ^ sind. Analoge Bedeutung haben a^ili^ic^ und 
a^ibgiCg. Will man von dem System Xj^, x^, x^ zu dem System 
X^, X^, X^ übergehen, so hat man die Gleichungen (4) nach a:^, x^, a^^ 
aufzulösen. Man erhält: 

" «1 = A, Xi + JJj Xs 4- Cj Xs 
(6) ~x^ = Ä,X, + B,X, -h C,X, 

x^^A^X, +BsX, + C3X3, 



(7) 7; = I &, 62 i^ig I 

Kl C2 Ca I 
und die Ai, Bi, Ci in bekannter Weise Unterdeterminanten von li sind. 

Die geometrische Bedeutung der von der Lage des Punktes P 
ganz unabhängigen A,B, C erhält man in einfachster Weise dadurch, 
dass man diesen Punkt etwa in die Ecke X^ = Xg = des neuen 
Dreiecks verlegt; aus (6) folgt dann sofort x^: x^: Xg = Ai : A^: A^, 
es sind daher die A die Coordinaten der Ecke X^ = X^ = des 
neuen Dreiecks bezogen auf das ursprüngliche, und analoge Bedeutung 
haben die B und C. 

Legt man eine Seite des Coordinatendreiecks D ins unendliche 
und bestimmt man die Lage des Einheitspuuktea e der Art, dass die 

*ii^äj% homogene Parallelcoordinaten sind, nämlich ~^x, — = «/ 



(Tgl. (25) in § 1), 
Division durch x^ ii 

(8) 



■ verwandeln sich die Gleichungen (4) nach 

[ pX3== C^X + Cg^ + C3, 

c und y durch X, , X^ und Xjj auszudrücken, 

rechten Seiten von (8) erst wieder durch eine 

: in homogene Form gebracht, löst das System (8) 



wobei p = — ■ Um 

denkt man sich die 

dritte Variabele s 

nach X, y, 3 auf und setzt dann wieder s = 1. Man erhält auf solche 

Weise unter Anwendung des Proportionalitätafactors < 

c^A^X^ + B^X^-^-C^X^ 

(9) { ey = A,X, + B,X, -\- C,X, 

= A^i + ^3^ + 63X3, 
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Trimsfürmatiou dei- Liiiiencoovdinateu, 17 

oder auch 

Es erübrigt nun noch die Transformation der Coordinaten Mj, %, if;„ 
einer Geraden au betrachten. 

Sei u^Xi + «2% "H '^a^ = '^ ''^'^ Gleichiiug einer Geraden bezogen 
auf das Dreieck ü und Ü^X^ + Ü^X^ + Ü^X^ = ihre Gleichung 
bezogen auf das Dreieck ^. Führt man für die Xi ihre Werthe aus 
(6) in Mj^x^ + **2*s + %% = ein, so entsteht nach Wegfall des 
Factors — ; 

(10) iu,A^ + ti,A, + %^a)^. + («i-^'i + '«a-^^a + «s-ßO^ä 

hJs Gleichung der Geraden, bezogen auf das neue Ryatem. Mit An- 
wendung eines Proportionalitätsfactors 6 ist daher 

woraus nach Multiplication der di'ei Gleichungen rcsp. mit «;, hi, C; 
durch Auflösung nach den u.) folgt: 

Hier sind, wie mau aus (5) sofort erkennt, die (joetlii.ieutui fi^, <i^, «3 
die Coordinaten der Seite X^ = des neuen Dreiecks bezogen lui da3 
ursprüngliche, und analoge Bedeutung besitzen die & und c Laast 
man ferner die Gerade %, Mg, Mg mit der Snte ^ = des ui'^pihug 
liehen Dreiecks zusammenfallen (%=%== 0), bo folgt iiuh ili) 

^1 : J5, : C, = Z7i : (7^ : t/3, 
es sind daher A^, JSj, 6\ die Coordinaten der Seite a;^ = des ur- 
sprünglichen Dreiecks bezogen auf das neue, und analoge Bedeutung 
besitzen die anderen Coefflcienten in (11). 
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Die Curven zweiter Ordnung. 
Als Curve zweiter Ordnung bezeichnet man den geometrischen 
Ort aller Punkte, deren Ooordinaten x^, x^, x^ einer homogenen Glei- 
chimg zweiten G-radea in x^, x^, x^, also einer Gleichung von der Form 
(1) «uV + ^(hs^ii^s + «sa^^ + SaiB^iajE + ia^x^x^ + %V = 
genügen. Wir wollen die linke Seite dieses Ausdrucks kurz bezeiclmen 
durch f(x, x), wobei das doppelte x anzeigen möge, dass (1) in den 
X vom zweiten Grade ist; ausserdem läsat sich unter der für das 
Folgende stets giltigen Voraussetzung, daas aik = a^-i sei, (1) ersetzen 



durch ^ ^ üikXiX], = 0. 



Für die weitere Untersuchung ist ein Ausdruck von Wichtiglieit, 
der bereits hier erwähnt werden möge, nämlich: 

(2) f{x,y) ~ (a^^y^ + a^^y^ + a^<,y3)Xi -j- («aiJ/i + (k^V^ + «23^/3)^3 

+ («siJ/i + ^»Vi + «asys)^' 
Derselbe ändert sieb nicht bei Vertauschung der yt und Xt, weil 
ajt = üki , es ist daher auch 

(3) f{x,y)^(y,x)~(a^^x^-\-aJ^x^-\-aJgX.)y^ + {a^x^ + a^^x^-i'as^x^)yi, 

+ («31 a'l +■ «32 a;^ + ßjB %)ä/3 . 
Setzt man in (2) oder (3) die «/; gleich den x^ (i = 1,2,3), so 
entsteht, wie man sofort sieht, aus f(x, y) wieder die Function f(x^ x). 
Ferner sind die nach den Xi genommenen ersten Ableitungen von 
f{x, ic) nach Multiplication mit — gleich den in (3) auftretenden 
Klammern, oder wenn man in diesen Ableitungen die Xt durch die yt 
ersetzt, gleich den IClammerauadrüeken in (2). Es ist demgemass 

(4) fix, !f) = i-{ f (j,Oi, + r OJa^ + f{s,)x, I 

3-i-ir(%)s, + f(x,)y, + r(«,)j, ) 

und, wie auch aus dem Euler'aclien Satz uher homogene Functionen 
tiolgt: 

(5) fe4 = i (TM«, + rw»=. + /"w«.i . 

Eb wird übrigens im Folgenden statt -j-f'i^i) zuweilen aucli fi 
gesetzt werden, alsdann ist kürzer 

(6) f(x,x)sf[!c,+f,i:. + f,x,. 
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Kegelsclmitt ducch fünf Punkte. 19 

Nach diesen Bemerkungen Über Bezeicliniings weisen wollen wir 
nun die düreh (1) dargestellte Curre näher untersuchen. Zunächst sei 
erwähnt, dass, wie in der analytischen Geometrie des Raumes gezeigt 
wird, die Gleichung (1) jene Cucve darstellt, die man durch den Schnitt 
eines Kegels zweiter Ordnung mit einer Ebene erhält, also einen 
Kegelschnitt. 

Da man in (1) durch einen der Coefficienten dinidiren kann und 
alsdann noch fönf von einander unabhängige Coefficienten vorhanden 
sind, von denen sieh keiner mehr durch Division wegbringen lässt, so 
ist ein Kegelschnitt im allgemeinen durch fünf Bedingungen 
zwischen den Coefficienten, z. B. durch fünf seiner Punkte 
bestimmt. Sind die Bedingungen für die Coefficienten nicht linear, 
sondern von höherem Grade, so wird es zwar mehrere Kegelschnitte 
geben, welche diese Bedingungen erfüllen, aber im allgemeinen doch 
nur eine endliche Anzahl. 

Die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch fünf Punkte 
*Ä Vi '^a^'* (i=l,2,..5) geht, besteht in einer gleich Null ge- 
setzten Determinante sechsten Grades, die in der ersten Reihe die sechs 
Quadrate und Producte enthält se^^, x^x^, x^, x^x^, x^x^, x^, während 
die fünf anderen Reihen die entsprechenden Quadrate und Producte 
«»"■>', a;i»iCa">, aJä^'^, x^'^x^^ x^^^ x^'-% a;/')' (i == 1, 2, . . 5) enthalten. Soll ein 
Kegelschnitt durch die fünf Punkte x^'^ gehen, so muss jedenfalls diese 
Determinante sechsten Grades verschwinden, wenn an Stelle von Xj^, 
X3, X3 die Coordinaten eines sechsten Punktes der Ourve gesetzt werden. 
Umgekehrt, wenn die Determinante verschwindet, gibt es immer Werthe 
Oin, welche die sechs Gleichungen befriedigen von der Form 



= 0,((il = l, 2, B, 4, 5), 22'^'^^'^"^^' 



es fragt sich aber, ob es nicht vielleicht unendlich viele solcher Werthe 
an, also unendlich viele solcher Kegelschnitte gibt, die durch die fünf 
Punkte gehen. 

Es gibt nur einen Kegelschnitt, so lange die sechs Coefficienten 
von Xi^, Xj^x^, x^, Xj^x^, x^x^, x^ in jener Determinante nicht gleich- 
zeitig Null sind. Bei beliebiger Lage der fünf Punkte (sie mögen 
a,b,c,ä,e heissen) kann dies nicht eintreten, weil schon in dem 
apeciellen Falle, dass drei von den fünf Punkten, z. B. a, h, c, auf einer 
Geraden, die zwei übrigen nicht auf dieser Geraden liegen, der Kegel- 
schnitt vollständig bestimmt ist, nämlich aus dem Geradenpaare ahc, 
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de besteht^). Der Kegelschnitt ist daher um so mehr beatimmt, wenn 
die fünf Punkte keine apecielle Lage haben, also von den 10 Deter- 
minanten dritten Gerades, die man aus den Coordinaten der fünf 
Punkte bilden kann, keine verschwindet. Eine Unbestimmtheit tritt 
erat ein, wenn von den fünf Punkten vier auf einer Geraden liegen, 
indem alsdann der Kegelschnitt aus dieser Geraden und einer beliebig 
durch den fünften Punkt gelegten Geraden besteht; die Gleichung des 
Kegelschnitts versehwindet in diesem Falle identisch. Man vergleiche 
hierzu auch die Fossnote zu (5) in § 12. 

Wir wollen ferner die Frage beantworten, in wieviel Punkten ein 
Kegelschnitt von einer beliebigen Geraden, z. B. von der Yerbindungs- 
Ijnie zweier Punkte mit den Coordinaten x^, %, % und y^, y^, 3/3 ge- 
schnitten wird. Zur Losung dieser Aufgabe werde vorerst daran er- 
innert, dass ein jeder Punkt dieser Verbindungslinie Coordinaten hat 
von der Form j/j + ax,, y^ -\- Xw^, y^ -j- XXg, wo X einen von Punkt 
zu Punkt variirenden Parameter bedeutet. Sind nämlich U^ ^ und 
üg = die Gleichungen zweier Punkte x und y in Dreieckscoordinaten, 
so kann, wie wir hier als bekannt voraussetzen, die Gleichung eines 
beliebigen anderen Punktes der betreffenden Verbindungslinie in die 
Form gebracht werden XUi -i- üg ^ 0; bierin sind alsdann die Coeffi- 
cienten von %, %, Ug die Dreieckscoordinaten des dem Parameter X 
entsprechenden Punktes; diese Coefficienten besitzen aber gerade die 
oben genannten Werthe. 

Die Coordinaten der Schnittpunkte der Curve (1) und jener Vor- 
bindungslinie müssen nun die Gleichung der Curve erfüllen, d. h. es 
muss sein 

(7) ffo, + 1«„ s, + Ix,, !/, + Ix,) - 0, 
und wenn man nach Potenzen von l entwickelt: 

(8) /■(;,, s) + 2Jf(j,,i) + lV(a.,l)_0. 

Diese Gleichung ist in k vom zweiten Grade, woraus hervorgeht, 
dass die Curve (1) von der Verbindungslinie der Punkt« x und y in 
zwei Punkten geschnitten wird, deren Coordinaten von der Form «/; -)- Xxi 
(i = 1, 2, 3) sind, wobei sich für A aus (8) zwei im allgemeinen ver- 
schiedene Werthe ergeben. Wir haben demnach den Satz: 

(9) Jede Curve zweiter Ordnung wird von einer Geraden 
im allgemeinen in zwei Punkten geschnitten^). 

1) Zufolge eines in der PuBSnote zu S. 21 erwähnten öataes musa näniliuli 
eine Geiade, die mit einer Curve aweiter Ordaung diei Puntste gemeinsam hat, 
ganz der Corve angehören. 

2) Wären wü- von einer Gleicliting w'™ Grades in x^, «j, x, ausgegangen, 
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Seil uittp linkte eiuoe Kügelsühnilta jiiit ilev VBi-biuduiigslinio awelei' Punkte. 21 
Offenbar siud die Schnittpunkte reell, wenn 

n^,y)-fi'e,^)-f{y,y)>0; 

sie sind imaginär, wenn f^{io,y) — f(^,^) ■ f(jf,t)) <0; sie fallen 
ausammen, wenn f^{x, y) — f{x, x) ■ f{y, y) = 0^). lu letzterem 
Falle ist die Gerade im allgemeinen eine Tangente der Curve, so 
lange nämlich die Curve einen eigentlichen, nicht in zwei gerade Linien 
zerfallenden Kegelschnitt darstellt. Auf den Fall, dass f(x, a^) = 
zerfällt, werden wir später zurückkommen. 

Nehmen wir an, der Punkt y liege fest, wahrend x variabel ist, 
so stellt daher 

(10) rCi«,</)-«a;,i)'«J,s) = 

die Bedingung dar, der die Xi genügen müssen, um auf einer vom 
Punkte y an den Kegelschnitt gezogenen Tangente zu liegen, d. h. 
(10) ist die Gleichung des Tom Punkte y an den Kegelschnitt gelegten 
Tangentenpaares und zwar eines Paaiea, weil (10) in den x vom 
zweiten Grade ist. 

Sind Aj und l^ die AVnrzeln der quadratischen Gleichung (8), so 
besitzt das Doppelverhältniss des Punktepaares x, y zu dem Paare 
?.,x -\- y, AgS; -f- y den Werth R = 7^ oder auch a = y', wir berück- 
sichtigen zunächst mir «. Aus a = j- folgt nun -^^-j = f'^'f 
und (ß + l)^[(Ai + X^y — 4X,}.^] •= (ß — 1)X^, + ^2)^; mit Rücksicht 
auf (8) ist aber ;i, + A^ = — 2^-g^, X^X^ = y—^, ea ergibt sich 
daher zur Bestimmung des Doppel Verhältnisses cc die Gleichung 

(11) (» + mfi', )) - A", ') ■ fiv, 9)] - (« - nn':, s) =- 0. 

Dieselbe ist in « vom zweiten Grade, und zwar sind ihre Wurzeln 
von der Form a und «' = — , denn (11) ändert sich nicht hei Ver- 
tauschuug von k mit — ; hieraus geht auch hervor, dass es erlaubt 
war nur a zu berücksichtigen. 

von einer sogenannten Curve w*^' Od g wil 1 m i 1 1 W ise 

finden, dass dieselbe von einet Gera 1 m Hg, m P kt i^ 1 tten 

wird. Deshalb heiest eben die Cur d w in 

1) Man kann noch fragen, wlb^mt liBltug bt nn 
in (S) f(y,y) = 0, f(,y,x) = and f{ ) = E 1 t b 11 ob 

leicht Beigen, daBB die Gleichnng (8 f d hl Vi, tli l = 1 1 = Z^ , 

1=13 nur befriedigt werden kann w nn h Coeffl nt h d ad 

dasB alsdann die Gleichuag för jeden Wertb von X beftieJigt wird. Dann liegt 
auf Gnmd obiger Discussion der Sata; Wenn eine gerade Linie drei vec- 
Bchiedene Punkte mit dem Kegelscbnitt gemeinaani bat, 30 muss sie 
demselben ganä angeboren. 
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Miin findet ans ('LI) übrigens 

(12) -J,ti„^ »^L_ 

uud hieraus durch correspondireatle Additioa und Subtraction 
(13) 



„ _ fix, y) + -yPiß, y) - f(x, X) • gy, y) 



fix, y) ~ yf\x, y) — fix, <c)-fiy, y) 
Denken wir uns y wieder fest gegeben, x variabel und « eiuen 
bestimmten Zahlenwerth ertheilt, so stellt (H) einen Kegelaclmitt dar, 
der zu der gegebenen Curve (1) in folgender Beziehung stellt: 
(14) Legt man durch einen beliebig gegebenen Punkt j/ 
der Ebene ein Strahlenbüschel und conatruirt man auf jedem 
Stralil desselben au seinen zwei Schnittpunkten mit dem 
Kegelschnitt (1) und zu y einen vierten Punkt x der Art, 
dass diese vier Punkte auf jedem Strahl dasselbe Doppel- 
verhältniss cc bilden, so liegen alle diese vierten Punkte x 
auf dem Kegelschnitt (11). 

Bei beliebiger Aenderung von « ergibt sich natürlich ein ganzes 
System von Kegelschnitten. 

Yon besonderer Wichtigkeit sind hierbei die den Werthen k = + 1 
und K => — 1 des Doppelverhältnisses entsprechenden Fälle. Für 
K =• -j- 1 verwandelt sieh (11) in (10), der Kegelschnitt (11) zerfällt 
dann in das vom Punkte y an (1) gelegte Tangentenpaar. 

Für a ™ — 1, wenn also die vier Punkte harmonisch liegen 
sollen, ergibt sich aus (11) 
(16) f(^,y)-0, 

eine doppelt zu zählende Gerade, die man als Polare des Punktes y 
in Bezug auf den Kegelschnitt bezeichnet'). In (3) oder auch (4) ist 
die Gleichung der Polare ausführhch angegeben. Wir haben somit 
den Satz: 

(16) Zieht man durch einen Punkt y beliebig viele Strahlen 
und conatruirt man auf jedem derselben den vierten harmo- 
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Polare eiuee Punktes in Bezug auf den Kegelechnitt. 23 

niselifin Punkt zu y und zu den beiden Schnittpunkten des 
betreffenden Strahles mit einer Curve zweiter Ordnung, so 
liegen alle diese vierten harmonischen Punkte auf einer und 
derselben Geraden, der Polare des Punktes y. 

Es seien nun t und s irgend zwei Punkte der Polare von y; als- 
dann hat jeder Punkt dieser Polare Coordinaten von der Form Xi = 
U + ^Si (* = 1, 2, 3), und weil er auf f{x, «/) ^ liegt, ist für ihn 
f{t -\- lg, y) = 0. Andrerseits ist f{t + ^s, a;) = die Gleichung 
der Polare jenes Punktes; dieselbe wird offenbar erfüllt durch Xi^t/iy 
woraus folgt, daas die Polare irgend eines auf f(x, j/) =• gelegenen 
Punktes durch y geht,. Da ferner vier Punkten mit den Coordinaten 
ti-\'h^iii = 1, 2, 3; Äi = 1, 2, 3, 4) die Polaren Kugehören/'f«, ^ + A* ^) = 
oder f{x,t) -\- Uf{x,s) ^^'O und sonach das Doppelverhältniss der 
vier Punkte gleich demjenigen der entsprechenden Polaren ist, folgt; 

(17) Durchläuft ein Punkt eine Punktreibe, so beschreibt 
seine Polare in Bezug auf eine Curve zweiter Ordnung einen 
zur Punktreihe projectiven Strahlenbüsehel ^), 

Ein weiterer wichtiger Satz lautet: 

(18) Die Polare eines Punktos y geht durch die Berührungs- 
punkte der von y an den Kegelschnitt gelegten Tangenten 
hindurch, fällt also mit der Verbindungslinie dieser beiden 
Punkte zusammen. 

Die Gleichung des Tangentenpaares ist nämlich nach (10) 

/■'(^. y) — f{^> <«) ■ /■(!/. f) = 0; 

für die Schnittpunkte der Polare f{x, y) = mit diesen Tangenten 
fällt nun das Glied f^{x,y) weg, die betreffenden Schnittpunkte sind 
daher dieselben, wie diejenigen der Polare mit dem Kegelschnitt 
f{x, x) = 0, w. z. b. w. 

Bisher wurde angenommen, dass der Punkt y nicht auf seiner 
Polare /"(a;, j/) = liege, also /'(2/,J/)?0 sei; wir wollen nun fragen, 
was für eine geometrische Bedeutung fix, y) = hat, wenn y auf 
seiner Polare liegt. Jedenfalls ist alsdann f(y, y) = 0, d. h. y liegt 
in diesem Falle auch auf dem Kegelschnitt, und die Gleichung (8) zur 
Berechnung der Schnittpunkte einer Geraden mit einer Curve zweiter 
Ordnung hat zwei Wurzeln A = 0, die Gerade f(x,y) = hat also 

1) Die Passung dieses Satzea muss etwas modifieivt werden, wenn der Kegel- 
schnitt ein Geradenpaai- ist, durch dessen Schnittpunkt der Träger der Pnnktieibe 
hindurchgebt; aämmtliohe Strahlen des Bnschela fallen dnuii oifenhai ausammen 
mit dem Tiertea harmonischen Strahle zu dem Geradenpaar und dem Träger 
der Fnnttveihe. Dieser vierte harmonische Strahl ist jetzt die Polare eines jeden 
Punktes der Punktreihe. 



y Google 



Kwei zusammeufalleiide Puukte mit der Curve gemeinsam otlur ist eine 
Tangente der Curve, und zwar im Punkte jr, da dieser jetzt auf der 
Curve und auf f{x, y) = liegt. Man hat daher den Satz: 
(19) Die Polare eines auf der Curve zweiter Ordnung 
f{x,x) = gelegenen Punktes Y/ fällt mit der in diesem Punkte 
gezogenen Tangente zusammen; die Gleicliung derselben ist 
f{x, y) = 0. 

Wenn der Punkt j/ in beliebiger Richtung ins unendliche rückt, so 
werden die durch ihn gezogenen Strahlen einander parallel, die vierten 
harmonischen Punkte zu y und au den. Schnittpunkten der einzelnen 
Strahlen mit der Ourye fallen mit den Hitlbirungspunkten der durch 
die Strahlen gebildeten parallelen Sehnen zusammen und Hegen natür- 
lich auch auf der Geraden f{x, y) = 0. Falls jene Richtung au der 
Geraden u^Xj^ + u.^x^ -j- M^aig = normal iai^ wird der unendlieh. ferne 
Punkt y zum Normaleneentrum dieser Geraden und hat nach § 2 (am 
Schluas) die Ooorilinaten to' (u^), co' (u^) , a>' (u^)] die Gleichung der zu- 
gehörigen Polare ist ^'(uj)f'(x-i) -f- 0}'{u^f'{x^ -j- <»'(**3)/"(^8) = 0. 
Man kann somit sagen: 

(20) Zieht man bei einer Cnrve zweiter Ordnung ein System 
paralleler Sehnen, so liegen deren Mittelpunkfee auf einer 
und derselben Geraden; ihre Gleichung ist 

(20a) B>'(«,)r(«,) + o'(«,)/'(«,) + o'wrw - 0, 

wobei a'(ui) (« = 1, 2, 3) die Coordinateu des in Üichtung der 
parallelen Sehnen im Unendlichen gelegenen Punktes be- 
zeichnen. 

Man nennt die Gerade (20a) den zur Richtung der parallelen 
Sehnen eoujugirten Durehmesser der Curve f(x,x) = 0. 

Der Grund zu dieser Bezeichnungs weise liegt darin, dass jede 
Gerade (20 a), zu welcher Richtung sie auch eonjugirt sein mag, stets 

durch einen und denselben Punkt geht, für welchen — - = —^ ^ ■-■ ' ■■ , 
" ' Pi Pi P3 ' 

unter Pj_, p^, $» die Coordinaten der unendlich fernen Geraden ver- 
standen. Ein solcher Punkt s genügt nämlich immer der Gleichung 
(20a), weil nach (14) in § 2 (»'("1) ' Pi + ^'{''h) 'Ih "i" <»'(Wfl) ■ P3 == 0. 
Ausserdem hat der Punkt e die Eigenschaft, dass er jede durch 
ihn gezogene Sehne der Curve zweiter Ordnung halbirt. Zum Beweise 
lege man durch irgend eine Sehne; der zur Richtung derselben con- 
jugjrte Durchmesser geht gleichfalls, wie eben gezeigt wurde, durch 
s und halbirt nach (20) ^ie Sehne, und zwar gilt dies für jede durch 
gezogene Sehne und ihre conjugirte Gerade, da die Richtung des 
unendlich fernen Punktes (»'(«,) ganz willkürlich war. 
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Vorlilufigi; BoKÜniiiiang des Miltelpunktaa oiuas Ifcgülsohtiitti-, 2Ö 

Mau .nennt einen derartigen Punkt s Mittelpunkt der Curve 
zweiter Ordnung, jede dnrcli ihn gezogene Sehne einen Durchmesser 
der Curve, und in diesem Sinn kann man sagen: 

(21) Jede zu einer gegebenen Richtung (j>'{ui) in Bezug auf 
den Kegelschnitt f{x,x) = coujugirte Gerade (20a) ist ein 
Durchmesser des Kegelschnitts. 

Der Punkt s ist, so lange nicht als Curve f(x, x) = ein Paral- 
lelenpa-ar vorliegt, derjenige Punkt, in welchem sieh die Polaren irgend 
zweier Punkte der unendlich fernen Geraden schneiden; im Falle zweier 
Parallelen hat man für diese Polaren zufolge der Pussnote S, 23 keinen 
bestimmten Schnittpunkt, sondern der Ort der Schnittpunkte wird der 
vierte harmonische Strahl zu dem Parallelenpaar und zu der unend- 
lich fernen Geraden, also die in der Mitte zwischen den beiden Pa- 
rallelen verlaufende Gerade; es existirt, wie man sieht, in diesem Falle 
eine „Mittelpuuktslinie". 

Durch die Relationen 

,.,„, j_ rM „ 1 /■■ M _ 1 ffe) 

denen die Coordinaten s des Mittelpunktes genügen, sind gewisser- 
massen zwei Gleichungen gegeben, die in den veränderlichen Paukt- 
coordinaten S; zwei geiade Linien reprSsentireu, Letztere können 
folgende verschiedene Lagen zu einander haben: 

1) sie schneiden sich in einem ein'^igen Punkte und zwar: 

a) im Endliehen: dann cxistirt ein einziger im Endlichen ge- 
legener Mittelpunkt des Kegelschnitts; 

b) im Unendlichen: dann exiatirt ein einziger im Unendlichen 
gelegener Mittelpunkt; 

2) sie fallen zusammen; dann existirt eine ganze Mittelpunktslinie. 
Wir setzen nun 

(23) y f (^,) = m > l r C^O = m, y r fe) = m , 

wo f* einen Proportionalitäts Factor bedeutet. Es lässt sieh alsdann 
nachweisen und ist für weitere Untersnchiingen von Wichtigkeit, dass 
^e Grösse — nicht nur in jedem der Fälle 1), sondern auch im Falle 
2) einen ganz bestimmten Werth besitzt, und zwar ist es im letzt- 
genannten Falle gleichgiltig, welchen Punkt der Mittelpunktslinie man 
auch als Punkt s wählen mag. Hat derselbe die Coordinaten 5^', %', %', 
so gelten für ihn Gleichungen von der Form 

(24) |rfe')~«A, -l-f'M-=vp.. If'M-vp,; 
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26 I. Absclmitt. g 4, 

durch Multip licatio II clei'aelben mit ^i, S^i ^» '-"'^'t' Ädilitioii erhüit num 

mit Küeltsicht auf (23) 

(25) vp, = (ip,- , also |- = jf; , 

w. B. b. w. Die Bestimmung von — wird später (S. 31) erfolgen. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen, iaabesondere aus (18), 
folgt noch, dass der zur Richtung nach dem Punkte (a'(i(,), a'^u^, »'(^'s) 
conjugirte Durchmeaser die Curve f(x, x) = in zwei Punkten trifft, 
deren Tangenten sieh in ia(u)j also im Unendlichen, schneiden; diese 
Tangenten sind demnach einander parallel und zwar von gleicher 
Richtung, wie das Sehnensystem, zu welchem der Durchmesser con- 
jugirt ist. 

Ein zu einem System paralleler Sehnen conjugirter Durchmesser 
bildet zusammen mit demjenigen Durchmesser, der in dem System 
selbst enthalten ist, ein Paar zu einander conjugirter Durch- 
messer. Der eine halbirt die zu dem anderen parallel gezogenen 
Sehnen, 

Aus der Gleichung f(3:, y) =0 der Polare eines Punktes y in 
Bezug auf die Curve (1) folgt durch Vergleichen mit %a:, -|- li^^x^ 
-j- UgXg = 0, dass die Coordinaten dieser Polare die Werthe besitzen 

WO Q einen Proportionalitätsfaetor bedeutet. TJmgekehit entspricht 
auch jeder Polare mit den Coordinaten w, ein Punkt y, wenn sich die 
Gleichungen (26) eindeutig nach den i/; auflösen lassen, iiittn nennt 
dann y den. Pol der Polare it. Die Aui'löaung von (26) i'^l eiiidputig 
möglich, wenn 

I «11 «^la f'is I 

(27) ^ = ' «31 «sa «33 1^0; 

i «31 «33 %3 ' 

diese Determinante wird die Discriminante oder Determinante 
des Kegelschnitts genannt. Man findet, wenn ^^0, für die Oo- 
ordinaten des Pols die Wertho 

( 0yy = ^n«i + Ai% + ^ai"3 

(28) *^y, = A.«. +A2% + ^A 
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Gleicbnng dea Kügelschnitts in L^IliBnl^oo^d.inatell. 21 

wobei A,i; die Uiiterdetermiiiante von ani in A bedeuteb und 

ö = "* ist 
9 

Nach (19) fällt die Polare tt eines Curvenpunlites y mit der in y 
gezogenen Tangente der Ourve zusammen; da in diesem Falle der 
Punkt y auf seiner Polare liegt, ist 

und wenn man aus dieser Gleichung nncl aus (26) die y; eliminirt, er- 
hält man die Bedingung dafür, dass eine Gerade u Tangente der Curve 
f(x, x) ^= sei in der Form 



-0, 



«HS «SS 

«3 % I, 
ein Ausdruck, der na.ch Multiplication mit — 1 identisch ist mit 

(30) ^'(m, u) = ^„M,^ + 2J.,3M,M2 + A^^il^^ + 2^3%«fl 

■^2A,,u,u,-\-A,,u,'^0 
und als Gleichung der Curve zweiter Ordnung in Liniencoordinaten 
bezeichnet wird"^). 

Dieselbe steht in einer einfachen Beziehung zu der Gleichung 
f^(x, y) — f{x, x) ■ f(y, y) = 0, welche nach (10) die Bedingung dafür 
ausdrückt, dass die Verbindungslinie zweier Punkte x und y eine Tan- 
gente der Curve f{x, a;) = sei. Sind nämlich 

(31) Mi = x^y^ - x.,y^ , «^ = x^y^ ~ x^y.^ , ti^ = x^y^ — x^y^ 
die Coordinaten der Tangente, so müssen sich diese in (10) einführen 
lassen, und kann alsdann (10) von dem Ausdruck (30) nur nm einen 
Zablenfactor verschieden sein. Man findet in der That 

(32) f{x,x) ■ f{y,y) - rix,y) = A,,u^ + 2A^,u,u, + ^,< 

+ 2^i3MiW8 + 2A^^V^U^ + ^88 m/, 

wobei die Ui durch (31) deflnirt sind. 

Es möge nunmehr angenommen werden, dass nwar A ver- 
schwinde, jedoch nicht sämmtliche Unterdeterminanten 
von A.^) 

1) Vgl. libei du. e Beieichn mgsweise die Fi Bsnote a [9) in ^ j 

2) Eb must ddnn mindestens eine dei liei Hauptunteideteiminanteu 
jIh, jijj, Jj3 von Null verschieden sein denn w irden diese 1 ei vei'Ghwin kn 
so w&re zufolge der b kaunttn Kelat onen aus di.r Dcteimmaatentheoi l 

Ä^,A,^ - A ' = Aa ^ 4 j -1 — 1 - J-Og A,tA ~ A ' = A t^. 
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28 I- Abschnitt. % 4, 

In diesem Falle lassen sich tlie Gleichungua (26) niclit mehr ein- 
deutig nach den y auflösen; zu einem beliebigen Punkte y gehört dann 
Äwar noch im allgemeineu eine Ijestinimte Polare u, aber zu einei: 
beliebigen Polare uicht umgelsehrt ein bestimmter Pol. 

Jedoch gibt es zufolge ^1 = ein bestimmtos Werthsystem von 
Vi-Vi-Vs (dasselbe werde mit iJi : ija ■ ^8 bezeichnet), das die drei 
Gleichungen erfüllt: 

(53) %i5j, + a^r/^ + 0^3% = 

für diesen Punkt r/ wird auch die zugehörige Polare unbestimmt. 

Berechnet man die Verhältnisse iJi '%'■ % aus je zweien dieser 
drei Gleichungen, so ergibt sich aus der zweiten und dritten JJi;!)^:^ 
= Ä^ : jIjj : J-ig, aus der dritten und ersten jj^ ; 1)2 : % = -^g, : Ä,^^ : A^g, 
aus der ersten imd zweiten tji '• V2 '■ Vi ^ -^si ■ -^82 • -^ssi '^^^ wenn man 
die linken Seiten dieser drei laufenden Proportionen erweitert resp. 
durch 1]^, %, ijg und die Identitäten Äa = Am berücksichtigt, folgt 
Vi^ : »i|i)a ■ V '■ ViVs '■ Vs% ■ %* = ^11 '■ A2 • ^22 = As = A^^ : ^3, oder 
unter Anwendung eines Proportionalitätsfactors 9: 

(34) |yV = -^2S P%% = '4bi 

\ pT?s^ ==■ ^3 9''Ji'?a = 'li2> 
Die Frage nach der geometrischen Bedeutung dieses gauK be- 
stimmten Punktes ij erledigt sich zugleich mit Beantwortung der Frage, 
wie überhaupt die Curve f(x, a;) = im Falle A = beschaffen ist. 
Um dies zu erfahren, beziehen wir die Curve auf ein neues Coordi- 
natendreieck. Da nicht alle Hauptunterdeterminanten J.ji, ^äsi A^^ 
verschwinden sollen, sei etwa A^^ von Null verschieden, und unter 
dieser Voraussetzung werde jetzt das neue Coordinatendreieck mit dem 
ursprünglichen verbunden durch die Relationen: 



,' == 3^1 — -p 3^3 x^ = X-^ ■\- -7^ Xg 



(35) 



wegen A =^ auch A^^ = A^^ = A^^ = , was a.uBgesclilosBen söia sollte. 
Ausserdam erkennt man, dase im Falle A =-■ die drei Hiiuptunterdetcrmi- 
nanten gleiches Vorzeichen besitzen. 
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Gevadenpaar. 29 

Mit Benutzung der Relatiou 

a-iAi + oi^Äii + UisAis = für * ^ l 
erliält maü alsdanu 

'rfi^i) ^ '^11*1 ~1" '^la^ä + ''ia'% = «11 3:/ 4- «laii^' 
und die Gleichung unseres Kegels dmitts 

n^,'')= j-ir(='i)'^. + /'(>i)-i.+rW'a!.i -» 

verwandelt sich durch die Transformation (35) in 

(36) %i^i'^ + ^O'ii^i^a -{- <h2^i^ "i" ~Ä~^ '^ *^' 

Diese G-Seichung enthält im Falle j1 = nur noch die zwei Va- 
riabein X-^ und x^, in denen sie homogen ist, lässt sich daher sofort 
in zwei Pactoren zerfallen, so dass sie von der Form wird 

(37) ßji« - ax;){x; — ^O = 0. 

Da aber jeder dieser Faetoren eine Gerade darstellt, die durch 
den Punkt x^ = a^' = geht, artet im Falle A = der Kegelschnitt 
in ein Geradenpaar aus, das den Punkt x^^x^'^0 zum Schnitt- 
punkt oder zur Spitjse hat, und aus den Gleichungen (35) folgt sofort, 
dass diese Spitze, auf das ursprüngliche Dreieck bezogen, die Ooordi- 
naten hat X-^ix^'.x^'^' Ay^ : A^^ : A^^, also mit dem oben betrachteten 
Punkte 71 identisch ist'). Wir können daher sagen: 

(38) Sobald die Determinante J. des Kegelschnitts/'(a:,3;) = 
verschwindet, zerfällt derselbe in ein Geradenpaar^). 

(39) Man kann auch umgekehrt zeigen, dass die Determinante 
A verschwindet, wenn der Kegelschnitt aus einem Geraden- 
paar besteht. 

1} UebrigeuB ist die Spitze des Geraden^aares zugleich der Mittelpunkt dea- 

aelben, denn ihre Coordinaten erfällea die Gleichunge» 'Jml = L™ „ Li^' 

Pi Pi P, 

aas denen, wie wir oben saien, die Coordinaten dea Mittelpunktes zu berecliiiBn 
wären; im Toriiegeaden Fall iat Null dei' gemeinsame Werth der drei Quotienten, 
3) In dem zu TOi'liegeudem Paragraphen gehörigen Theil« dea Anhangs sind 
die beiden Geraden einzeln dargestellt. Die Frage nach dem Winkel, den zwi'i 
durch f{x, a-) = dargeatellte Geraden mit einander bilden, wird iji g T be- 
antwortet. 
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Sind nämlich i/=0, ^=0 die Gleichungen der beiden Greraden, 
so ist f{Xy x)^;^ UV, daher 

(40) ^^Osfl^+J-'^ (.-1,2,3) 

und wenn man hier für die x die Coordinaten rj des Schnittpunktes 
der beiden Geraden ü und Y einsetzt, erhält man an Stelle der f'{Xi) 
die in (33) links stehenden Ausdrücke, während die rechten Seiten 
von (40) für die Coordinaten des Schnittp unkte B verschwinden. Die 
Gleichungen (33) können aber nach einem bekannten Satze der Detor- 
minantentheorie nur dann zusammen bestehen, wenn ihre Determinante, 
die mit Ä identisch ist, verschwindet. 

Wir betrachten nunmehr den Fall, dass in der Determinante 
A der Curve f{x,x)'=0 auch sämmtliche Unterdeterminanten 
Äiii verschwinden. Es soll jedoch mindestens einer der drei Coeffi- 
cienten a^^ ,0^3,035 'on Null verschieden sein, denn für Ojj = «33 =; «gj = 
müsste wegen Aj^^ = A^^ = A^^ = auch »ag =^ %i = «la ■= sein. 
Wir dürfen deshalb annehmen, es sei etwa «n ^ und multipliciren 
nun die Gleichung (1) der Curve mit «j,; unter Rücksieht darauf^ dass 
th.i'^ss = %s^j ^Li'hs '^ '^\i> '^2''s3 °^ '^2^! verwandelt sich dann (1) in 
(41) {a^,x, + a,^x^ + a,^x^^ = 0, 

woraus folgt, dass der Kegelschnitt (1) im gegenwärtigen Fall eine 
doppelt zu zählende Gerade darstellt. 

Ist umgekehrt f{x,x) das Quadrat eines linearen Ausdrucks, so 
verschwinden alle Unterdeterminanten Am, denn für 
/■(«a;)sä(»,». + .,., + ,.,»,.)■ = 

wird ttik = «,«1, und eine beliebige üuterdeterminante 

erhält daher Jen Werth «;«);■ ' 1, welcher identisch Null ist. 

I «, «,„ I 

Man kann somit sagen: 
(42) Wenn sämmtliche ünterdeterminanten Ak der Deter- 
minante A einer Curve zweiter Ordnung verschwinden, re- 
dueirt sich die Curve auf eine doppelt zu zählende Gerade 
(Doppelgerade), und umgekehri 

Wir wollen jetzt die Beantwortung einer Frage wieder auf- 
nehmen, die gelegentlich der Einführung des Mittelpunktes z eines 
Kegelschnitts berührt wurde; es hatte sich in (25) gezeigt, dass auch 
bei Curven mit Mittelpunktslinie die Grosso -^(=m) einen ganz be- 
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Endgiltige Bestimmung d. Grimdconstimte f. d. Transformation auf d, Mittelpunkt. jJl 

atimmten Werth besitzt, und es handelt sich nun darum, die Bestimmung 
dieses Werfches wirldich durch zuführen. Die Auflösung der Gleiehungen 



(43) 



yffe) ■ 



y/'W""!*». 



■j-f (%) — Cft. 

denen die Coordinaten s^,l!^,s^ dos Mittelpunktes genügenj ergibt 
(44) A-r.,- |.(jl„p, + A„p, + A,a), 

woraus folgt 

Äp. — it { A„jy,'+ 2A„p,ii, + A„p^' + 2AaP,t>, + 2Ä„p,p, + A„ii,'\ 
~lfF(p,p), 



(46) 



P; FiPiP) 



Wenn nun A und lf\p,p) verschwinden, ist von den drei Gleichun- 
gen (43) je eine die Folge der beiden anderen (vgl. 2), S. 25). Lassen 
wir daher die erste dieser Gleichungen ganz ausser Acht und ersetzen 
sie durch m^2j -\- u^s^ + ''^^H ^^ ^> ^° *^ij **b' "b beliebige Zahlen be- 
deuten, die jedoch den pi nicht proportional sein sollen, so erhält man 
in gleicher Weise wie oben 



P^ 



Pi Pi P, 



wo fßr den Nenner 
setzt werden kann. 

Zwei ähnliche Gleichungen wie (46) ergeben sich, wenn man i] 
dem System (43) die zweite, resp. dritte Gleichung durch u^l!^ -\- u^z 
+ *'8^3 ^^ ^ ersetzt, nämlich: 

.dg,% + ÄiiWj + .das», 



(46a) 






1) Setet man von 
entstellt ft ! jj| =• j! 



1 willkärlichen «^ je zwei gleich Null, das dritta gleicli : 
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Endlieh erhält man aus den drei Gleichungen (46) und (46a} unter 
Anwendung eines elementaren Satzes aus der Lehre von den Proportionen: 



(«) l-' 



° + ^ -^1?. % Mi + -''ia%'+ 2.^13^1 Me + 2^i3 



«31 «SS <hi Ps 



und hier ist — für beliebige Werthe der m; bestimmi., auch wenn A 

und F{p,p) verschwinden. 

Zwei Sehnen, die durch den Mittelpunkt des Kegelschnitts gehen 
und zu einander conjugirt sind (vgl. 8. 26), bilden mit der unendlich 
fernen Geraden ein Dreieck, zu dessen wahrer projectiver Verallge- 
meinerung wir nun übergehen wollen. 

Auf Grund des Satzes (16) liegen alle vierten harmonischen Punkte 
zu einem festen Punkte y und zu den Schnittpunkten der durch y ge- 
zogenen Strahlen mit der Curve zweiter Ordnung f(x, x) = Q auf einer 
Geraden, der Polare des Punktes y. Die Gleichung derselben war 
f(x,y) ^0. Man nennt nun überhaupt zwei Punkte x und y, die zu 
den Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit einer Curve zweiter 
Ordnung harmonisch liegen, conjugirte oder harmonische Pole 
in Bezug auf die Curve; die Bedingung, daas x und y solche Pole 
seien, ist f(x, y) = 0. Der eine Pol liegt immer auf der Polare des 
anderen. Offenbar gilt auch der Satz: 

(48) Die einzelnen Paare eonjugirter Pole, die derselben 
Punktreihe angehören, bilden eine Involution; die Doppel- 
punkte der Involution sind die der Curve zweiter Ordnung 
angehörigen Punkte der Reihe. 

Drei Punkte, von denen je zwei harmonische Pole in Bezug auf 
dieselbe Curve zweiter Ordnung sind, bestimmeu ein. Dreieck, das man 
als Poldreieek zu bezeichnen pflegt. Wir behaupten nun: 

(49) Für eine gegebene Curve zweiter Ordnung gibt es 
dreifach unendlich viele Poldreiecke. 

Denn zunächst ist eine Ecke dieses Dreiecks willkürlich gewählt, 
ihre Bestimmung hangt jedoch von zwei Constanten, nämlich von 
zwei Verhältnissen ihrer Coordinaten ab; durch diese erste Ecke ist 
die Gegenseite als Polare festgelegt, hingegen kann auf dieser Polare 
die zweite Ecke beliebig gewählt werden, wozu noch eine Constante 
erforderlich ist. Alsdann aber ist das Dreieck festgelegt, denn die 
Polare dieser zweiten Ecke schneidet auf der Polare der ersten die 
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Poldreieck. 33 

dritte Ecke aus; die Willkürlidikeit ist daher in dec That eine 
dreifaehe. 

Ferner gilt der Satz: 
(50) Bezieht man eine Carve zweiter Ordnung auf ein Pol- 
dreieck als Coürdinatendreieck, so kann ihre Gleichung nur 
noch die Quadrate der Variabeln enthalten. 

Für die Polare eines beliebigen Punktes y hat man nämlich die 
in (3) austuhihch ingegebene Gleichung fix, y) = 0; iäast mau y etwa 
in die Ecke *., = 3_j = des Coordinatendreiecks rücken, so wird die 
zugehörige Polaie üf^^x^ -\- a^^x^ -\- a^j^a^ ^ 0, Diese musa nun mit 
der Gesfenseite i =Q der Ecke x^ = x^ = ^ zusammenfallen, falls 
das Dreieck ein Poldieieck sein soll, d. h. es müssen ß^, und a^^ -weg- 
fallen, wodurch man als Gleichung der Curve erhält 

«aiCi^ + 2aiaa;i% + a^^x^^ + a^x^^ = 0. 
Veifahrt mau lu -iolcher Weise auch, bei den Übrigen Ecken, so zeigt 
sich, dass überhaupt die Glieder mit a^^, (»si, a^^ wegfallen. Die Glei- 
chung einei auf ein Poldreicek bezogenen Curve zweiter Ordnung 
lautet diher 

(51) «u^i^ + «sa"!/ + «33%^ = f , 
sie enthält nur noch die Quadrate. 

Offenbar gilt auch die Umkehrung des Satzea (50): 

(52) Enthält die Gleichung einer Cur^e zweiter Ordnung 
nur die Quadrate der Variabelu, so kann dieselbe als auf ein 
Poldreieck bezogen angesehen werden. 

Es möge zum Schlüsse die Bestimmung der Coordinaten der 
Schnittpunkte einer Geraden mit einer Curve zweiter Ord- 
nung in andrer Weise erfolgen als zu Anfang dieses Paragraphen. 

Sei f{x,x) =0 die Gleichung der Curve, v^Xi~'^u^x^->f- u^Xg = 
oder, wie wir häufig kürzer setzen werden, m^. = diejenige der Ge- 
raden und sind x^fX^jX^ die Coordinaten eines der gesuchten Schnitt- 
punkte, also x^v^ + ■^2% "F *3^3 '^^ '^ dessen Gleichung in Liniencoor- 
dinaten Vi, so erhält man die Bedingung für die Coordinaten eiuer 
durch einen Schnittpunkt gehenden Geraden i^ai = 0, wenn es gelingt, 
aus den drei Gleichungen f{x, x) = 0, m^; = 0, »Jr = eine Oombi- 
nation abzuleiten, welche die x nicht mehr enthält. Diese Oombination 
stellt das Product der beiden Schnittpunkte dar, wenn sie in den v 
vom zweiten Grade wird. 

In Folge von x^:x^\X^=^ (^H''^i — «a^'s) • C^*"! — **i%) • (**i*'a — "a*"!) ^'^" 
hält man sofort für das Product der beiden Schnittpunkte die Gleichung'-) 

1) Die der Knrae halber in (53) hui' diu-cli Punkte angedeuteten Gliedei- 
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(53) <.„(..,«,-./,.,) + +äa.,(«ai 
wofür man auch setzen kann 



(53 a) 






-.^%)Kt.,-«,D,) + ---o, 



.<)•). 



«1 


"■ 


«i 


^s 


"s 


% 


ü 












Falls der Kegelachnitt f(ic, a;) = von Mj, = in zwei zusammen- 
fallenden Punkten getroffen wird, stellt (53a} den betreffenden Punkt 
doppelt zählend dar. Sollte ferner (53a) für alle Wertlie der Vi 
(i = 1, 2, 3) befriedigt werden, so würde jede Gerade i;^^ = der 
Ebene durch einen Schnittpunkt von f(Xj a;) = und Mj, == gehen, 
d. h. die Gerade ti,^ = würde einen Theil des alsdann ausgearteten 
Kegelschnitts bilden. 

Die Gleichung der Schnittpunkte von f(x, x)^ mit der Seite 
fl^ = des Coordinatendreiecks erhält man aus (53 a) durch die Sub- 
stitution it^ ^1, «3 = Mj = in der Gestalt 
(54) «33V - 2«,3V^v, + «,sV = 0; 

die Schnittpunkte mit den Seiten iCj = ^ und «3 = sind analog ge- 
geben durch 

(54) (»ii3«i^ — 2t(3iS'iW3 + aiii'/==0 und tej^«^^ — 2%a«^«2 + '*ii*'3^ = '^' 
Die beiden in (53 a) enthaltenen Factoren lassen sich übrigens 
auch einzeln darstellen, und zwar in folgender Weise: 

Sind SijSajSg drei willkürlich gevrählte Grössen, so besteht, wie 
in der Determinantentheorie gezeigt wird, die Relation 

(55) 



o(::)=öC;:)+(:;)N 



Vi haudmdnPU li den oll tänd g ang g ben n 

bl d d h jfel h V t hun d Int 

1) D du li Rani mtwEhnDG n p (=13) 

& Ah. eehndit atwdk lli(\l ImtwdJ. 



fd 



Stmtd afd nd n raifc len g rand t di 

( ) h htwl d( WudiLtda IDt-mnttl 



mt d H Lb n & 

ad Dt u ant B 
g a d t w d d 

I d X b b hn t 1 
j n Biii 



t = 1 2 J 
El m tnb 
w li 1 s, 
t b d iet B /"^ d 1 D t m n nt d B b t 
El in nt n g ul t t 



d t t W d n 
t t D t t 
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Soliaittpunkteprtar einer Cui-ve zweitei- Ordnung mit einei- Geraden, 35 
da uun f j = — ^, + {''-^'iS'iV^y, so hat man 

(:;)(::)--(:) 2'+(«.^.''.)"+(::)' »ä» »«h 
(5«> o(:::)-i(::)+|/ö-2±(«.^."=)i 
■i(::)-y(:)-2±(«.-'."j!'> 

Hiermit sind <3ie Faetoren von ( i gegeben, wobei 81,83,83 be- 
liebige Grössen bezeicbnen, die nur den Uj^^u^fU^ nicht proportional 
sein dürfen. 

Eine andere Methode zur Bestimmung der Schnittpunkte einer 
Geraden und einer Curve zweiter Ordnung ist die folgende^). Wenn 
die Curve dargestellt ist durch f(x, x) = oder nach (6) durch 
/i*i "H fs^s 4" fs^s = Oj "iiö Gerade durch w^a:, + w^x^ -\- u^x^ = 0, 
so folgen aus beiden Gleichungen zur Berechnung der Coordinaten 
Xj^,X2,x^ der Schnittpunkte die drei in den x linearen Gleichungen 

(57) pa^i = /ä% — fäihi 9^i = /3% ~ /i%i Q^a = /i^ "~/a%> 
in denen p einen noch zu bestimmenden Proportionalitätsfactor be- 
deutet Um Q zu finden, substituiren wir die Werthe (57) in die 
Gleichung %v^ + x-^v^ + ^a^a = ^ eines der Schnittpunkte und er- 
halten so: 

(68) p(»,!., + x,v, + !0,«,) = 2 ± ('■'*•■''>)■ 

Für das Quadrat Q^(x^v^ -\- x^Vg -\- x^v^y folgt hieraus > 
lung in Form einer Determinante sechsten Grades 

A 



Darstel- 



Q^ix^Vi + *2^s + ^a^sf = - 



«13 



Vi 



«äl 



A /■. /; 



/^. 


% 


0, 


ft 


% 


". 






























Wird hier die erste Vertieaheihe mit r^, die zweite mit w^, die 
dritte mit Xg multipHcirt und weiden dieae Reihen von der vierten 

1) Vgl. Gxindelfingei': „Intomo ad atenne formole dpUa teoria delle curve 
di secondo e terEO ordine". Annali dl Matematica Serie II Bd. 5, S, 225. 1872. 

2) Diese Mettode liat Aronhold gegeben m i,!aet Abhandlung über die 
Integration irrationaler Differentiale, Jouiadl für die luine unl augewandte Matbe- 
matik, Bd. 61, 8. 103 f., 1862. 
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'66 



. Abschnitt. § 4. 



-(x,v,-\-x^v.,-\-x^v,fQ, 



subtratirfc, verfährt man hierauf in gleicher Weise mit den Horizontal- 
reihei] und beachtet, dass für die Coordinatea Xi,x^,X3 eines Schnitt- 
punktes sowohl f{x, x) als m^, verschwinden, so wird 

jMj Mg Wg 

kl i'a ^s —««0 
daher 

(59) &' = Q= -(^,i< + 2A,2t(i«a + Aa<+2^,3M,M3 

oder 

(60) f-+Y-F(u,,7), 
wenn zur Abkürzung gesetzt wird 

(61) 



F(u, u) = ^ ^JaniUk. 



Man hat nun die beiden Hauptfälle zu unterscheiden: 
1) 9>0, 2) e = 0. 

1) Im allgemeineren Falle p^O erhält man, entsprechend den 
zwei verschiedenen Werthen von p, mit Hilfe der Gleichungen (57) 
zwei verschiedene Punkte, die dem Kegelschnitt und der Geraden ge- 
raeinsam sind, und zwar sind dieselben reell oder imaginär, je nach- 
dem F(u,u) negativ oder positiv ist^). 

2) Wenn p = 0, kann die Gerade Mj, = mit der Curve 

a) awei zusammenfallende Punkte, 

b) unendlich viele Punkte 

gemeinsam haben, ist also entweder (a) eine Tangente der Curvo (im 
eigentlichen oder uneigentlichen Sinne) oder (b), sie bildet einen Thei! 
der Curve. 

Die Gleichungen (57) verwandeln sich im Falle 2) in 



(62) 



-k. 



■ k 



■obeifi-IrCK), 



1) Sind «i,Mä,Mä die Coordioateii der Verbiudungälime zweier Punkte y 
und e, eo kann man setzen % = ^a«» — J/i^s, ^i = y^z, — yA^ Ma^J/i^a —2/9^1; 
nach (32) ist alsdann f{y, y) ■ f(a, z) — f'{y, z) = Fiu, w), daher fij/, y) ■ fia, s) 
= f^{y,s)-\- F (11,11). Wenn mm die Gerade m die Cur"re in imagii^en Puuhten 
trifft, ist F{u, m), somit auch f(^, y) ■ f(3, e) positiv, es müssen daher in diesem 
Falle die Ausdrücke fly, y) und f{^, z) gleiche Vorzeichen haben. 
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Schnittpunkte paar c 



weiter Oidnnng mit e 



und diese zwei Gleiclmngen ergeben entweder einen einzigen Sclinitt.- 
pankt oder unendlich viele (die Gerade u^ = selbst). 

Im Falle a) setze man /j ^ 6«; (i = 1, 2, 3), wo ö einen Propor- 
tion alitatsfaetor bedeutet, und für beliebige ?/( wird 

(63) f^Vi + f^ys + fs'Ja = ^(«i^i + " J/ä + «ji/.) 

Da die yi beliebig sind, kann man für siö auch die Cooidmaten 
irgend eines auf der Geraden ii^ = gelegenen Punktes wählen, also 
bei völlig willkürlichen Werthen der w setzen !/j = tr^tVg — ^'s'^^) 
j/g = %M)j — W1W31 J/s = *'i*^ — WiM-i Die Cooidmaten x, dea ge 
meinsehaftlichen Punktes dei Curve /(-(,a)^0 und der Geiaden 
Ma, = ergeben sieh nun aus den zwei Imeaten Gleichungen 

(64) /'(i,)9, + r (»,)y, + f {•,)!/, - nod U,I, + u,, + ,,,x, - H, 
oder unter Beibehaltung der völlig willkurhchen Wt aut> 

(65) ^ + {f'iäi^)u^w^) = und «i^i + H.a;^ + it^ (^ = 

Im Falle b) gehört jedei Punkt der G-eraden v^ = dem Kegel 
schnitt an; da nun ein solcher Punkt Coordmaten von dei Foim be- 
sitzt cCj = ffgWs — MeW'ai *a ™= "s*"! — '^k^si ^s = '*i**'s — ^^a^^i ''öi 
völlig willkürliehen Werthen der w/, so ergibt sich als nothwendige 
und ausreichende Bedingung für diesen Fall 



(66) 



=iO, 



wie auch bereits S. 34 auf andere Weise gefunden wurde. 

Umgekehrt sagt diese Bedingung aus, dass jeder Punkt von w.^ = 

dem Kegelschnitt angehört, also die Gerade einen Theil desselben bildet. 
Es werde noch bemerkt, dass man im Falle 2a) für die Coordi- 

naten des gemeinaameu Punktes aus (64) erhält 

a^i : fl^. : «G = (/" (*/a)«s ~ f'iy,)^) ■ {fiy^)»i - f (3/i)%) = if%)^ - fW^),') 

die Gleichung a;^% -|- a'aCa + x^Vg = dieses Punktes wird daher 

(67) 2±V(y,)v,)-o, 

oder auch 



(67») 



W2 «% 
bei völlig willkürlichen Werthen der Wi. 



d. h. ("^)-=0, 



1) lu dev ersten Gloiotung (64) wurden die W; und »/,. mit einander vertauscht. 
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38 I. AbKchnitt. § 5. 

Sollte der Ausdruck (67) für alle Wertlie der 'j/^ ideutisch ver- 
aehwinden (also auch für solelie Wertlie, welche m^ = nicht er- 
füllen), so würde f{x, x)=0 mit der Doppelgeraden u^ ■ ii^ = 
identisch sein. 

Wir wollen im AuschluBS an (6fi) die wichtige Aufgalje lösen: 
Wenn f{x,x) = die Gleichung einer in ein Geradenpaar zerfallenen 
Cucve Kweiter Ordnung ist und m^ = die eine Gerade des Paares 
darstellt, die Gleichung der anderen Geraden zu bilden. 

Jedenfalls geht jede Gerade Vj = der Ebene durch einen Schnitt- 
punkt von fix, x) = a mit u^ ^0 hindurch; die in (53a) abgeleitete 
Gleichung ( 1=0 des Schnittpnnktepaares wird nun für beliebige 
Werthe der v erfüllt, und wir können daher setzen % = x^y^ — 3.'^*/^, 
Vg = x^yi — ^ij/ä, «3 = x-^y.^ — ^-iVi, wobei die i/( ganz willkürlich 
sind, jedoch m^ = nicht erfüllen dürfen. Es wird 

I «11 «lä »13 \\x, x^ x^\ 1 :( 

I «1 «3 «8 M «/l ^2 ?/3 I ^ ^ 

Ma% — %0a = «1% — y^u^, 
also 

("**) C '») - '(*> '") ■ »J " '^f'^"' »' ■ ". ■ "> + ^f»' »' ■ "'■ - "• 

Hieraus folgt 

(69) f(x, x) ■ «; = 1 2«»:, s) ■ «, - fly, y) ■ «,| ... - 0, 

womit als Gleichung der zweiten Geraden des Paares f(x, a:) = ge- 
funden ist 

(70) 2f(i,s,)-»,-«</,s)-«, = 0. 

Besonders einfach wird die Rechnung natürlich, wenn man für 
die yt die Coordinaten einer Ecke des Coordinatendreiecks wählt; nur 
ist dabei zu beachten, dass man keine solche Ecke wählt, welche 
eventuell auf m^ = liegt. 

«5. 
Di© Curven zweiter GlassOo 

Nachdem im vorhergehenden Paragraphen der geometrische Ort 
aller Punkte untersucht wurde, deren Coordinaten Xj^, x^, x^ einer Glei- 
chung zweiten Grades in x^jX^jX^ genügen, wollen wir nun fragen, 
welche Eigenschaft alle geraden Linien besitzen, deren Coordinaten 
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«,,«2)% öioer Gleiclimig zweiten Grades 



Während man sich die Curye f{x,x) ==0 entstanden denken 
kann durch Bewegung eines Punktes x, der die Curve beschreibt, 
stellt jedenfalls (p{u, m) = ein Gebilde dar, das umhüllt wird von 
allen Geraden, deren Coordinaten M; der Gleichung tp{u,u) = ge- 
nügen. Man nennt dieses Gebilde eine Cnrve zweiter Olasse. 

Wird (1) der analogen algebraischen Behandlung unterwürfen 
wie f{x,x) ^ im vorhergehenden Paragraphen, so gelangt mau zu 
Säizen, die den frühe en übe C ven z e'te Inung entsp ecl e 
es findet ein vollständ ^^ei D al m s titt nlem ]el m Satze le 
Gurren zweiter Ordnung dual st cl n b tz über G rve zw t 
Classe entspricht. Es t demna h ch u otl g 1 ese d al st s 1 e 
Sätze besonders abzule ten se j,ehen aus len f 1 e en 1 eivo nlen 
man dort auftretende t mkte I r ! ge ade L n e u d mgekel rt e 
rade Linien durch Punkte e setzt Insbesunde e tle\'^ebnlus 
linie zweier Punkte nunmehr z es tzen 1 rch den Sei n ttp n fc 
zweier Geraden, ein Punkt le Ourve /{i a) = d h e ne lan^ente 
der Curve qjfw, m) = an btelle de Sei n ttj nkte e uei Geralen 
mit einer Curve zweiter duun^, t eten d Tan^e ten welche von 
einem Punkte an die On ve zwe te Gla se gez gen vei le kon en 

Wie bei Curven zwe ter In n„ s nd auch jetzt zw Ha [t 
fälle zu unterscheiden je nachdem n ml ch d e D &cr mmante 
a K ti \ 

(2) A- « I ^ 

von Null verschieden oler 4,le h N U st 

Wir behaupten, dass im Falle A^U jede Gerade, deren Coordi- 
naten Mi die Gleichung fp{u,ii) = Q befriedigen, Taugente des Kegel- 
schnitts ist, dessen Gleichung in Punktcoordinaten lautet: 

(3) ^{x, X) = All V + "^I^M^i^ + f^ii^% + 2A,g^;a!g 

+ 2k^sX^x^ + IK^x^^ = 0- 
Leitet man ntmlieh die Gleichung m Liniencooi dinaten ib, welche 

1) £■! weiile nocli bomnkt, dass im Folgeudea für (Ina FunctionEaeichen und 
diö LoefficientPn der Gleichung einei gegebenen Cirve iwcit i Oidauug meibtens 
kleini, lateimBLlie Buch&taben, fui dip Coeflioiejiteii dei augeböiigen Gleichung m 
Lmiein,ooidmaten gioase lateiBiBche Bui.liatabcii gewAblt weidon aollen Ftanei 
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40 I. Abaclmitt. § 5. 

der Curve (3) zugehört, so ergibt sieh uaeh (30) in § 4 und mit Be- 
nutzimg bekannter Relationen aus der Doterniinantentheorie, wie z. B, 

u. s. w., Jas Resultat 

(4) A(«„«i^ + 2a,aM,«a + «aa«'/ + 2«,3«iW3 + 2a^^u,i,g + a^.^^t,/)^(} 
oder 9(11, w) ^ 0, da A^O vorausgesetzt wurde. 

Auf Grund dieser Thataaehe und des analogen im vorhergehenden 
Paragraphen erhaltenen Resultates kann naan sagen: 

(5) Eine nicht ausartende Curve zweiter Ciasau kann 
immer auch betrachtet werden als eine Curve zweiter Ord- 
nung, die nicht ausartet, und umgekehrt. 

Im Falle A '= ist uns aus § 4 bekannt, daaa der Ausdruck (1) 
in zwei lineare Factoren zerfallen muss, die von einander verschieden 
oder einander gleich sind, je nachdem auch nur eine der drei „Haupt- 
unterdeterminanten" Ajj, A^^, Agg von Null verschieden ist, oder diese 
drei gleich Null sind*). Also 

(6) Sobald die Determinante A der Curve zweiter Classe 
qi{u,u) = verschwindet, zerfällt die Curve in ein Punkte- 
paar, und umgekehrt*), 

(7) Wenn siimmtliche Unterdeterminanten A^ der Deter- 
minante A einer Curve zweiter Classe verschwinden, redu- 
cirt sich die Curve auf einen doppelt zu zilhlendeu Punkt 
(Doppelpunkt), und umgekehrt. 

Auf Grund des Resultates (5) gelten alle in § 4 für nicht aus- 
artende Curven zweiter Ordnung gefundenen Sätze auch für Cuvven 
zweiter Classe, 

Weitere Theoreme ergeben sich durch dualistische üebertragung 
aus denen von § 4, z, B.: 

(8) Eine Curve zweiter Classe ist im allgemeinen durch 
fünf Tangenten bestimmt; gehen drei derselben durch einen und 
denselben Punkt, so zerfällt die Curve in ein Punktepaar; der eine 
Punkt dieses Paares wird unbestimmt, falls vier der Tangenten einem 
mid demselben Büschel angehören. 

mögen im ailgemeinen kleine griecbisohu Buchstaben bei der Gleichung einer ge- 
gebenen Curve aweiter Classe benutzt werden, grosse griechische BucliBtabeii bei 
der zugehörigen Gleichung in Puaktooordinaten. 

1) Das Verschwinden dieser drei hat ja im Falle A =^ das Verschwinden, 
aller A;j aar Folge. 

3) In dem zu vorliegendem Paragiaphen gehörigen Tlieil des Anhangs sind 
die beiden Punkte einaelu dargestellt. 
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Dem Satze (9) in g 4 entspricht: 

(9) All jede Curve zweiter Ciasee lassen sicli von einem 
beliebigen Punkte der Ebene im allgemeinen zwei Tan- 
genten legen'). 

Ist dieser Punkt der Schnitt zweier beliebigen Geraden mit den 
Coordiuaten iti resp. Vi (i = 1, 2, 3), eo sind die beiden Tangenten 
reell, wenn f^iu, v) — 9>(w, «) ■ v(^i ^) > "^t ^'^ ^"^^ imaginär, wenn 
^^(u, v) — 9'(wj m) ■ 9'('Wj *') < 0; sie fallen zusammen, wenn 

g)^{ti, v) — ^(m, tt) ■ (f>{v, v) = 0. 
Dabei ist ^l{u, v) definirt durch 

(10) <!>{u, V) = («H«i + %«. + «,3%)«'i + ("..«. + «..". + «.a".)'^. 

+ K% + «3.«. + «»%)% 

da «,-t = «j,;. 

Nehmen wir an, die Gerade v liege fest, während u variabel ist, 
80 stellt 

(11) Q^^(m, i>) — ?)(«, m) ■ 'p(!', tj) = 

die Bedingung dar, der die m; genügen müssen, damit die Gerade 
H„ = durch einen der Geraden v und der Cuwe ^(m, w)^0 ge- 
meinsamen Punkt gehe, d. h. (11) ist die Gleichung des Schnittpunkte- 
paars von Mi ^ mit der Curve und zwar eines Paares, weil (4) in 
den u -vom zweiten Grade ist. Da c^, = eine beliebig gewählte Ge- 
rade ist, kann man auch sagen: es stellt (11) die Bedingung dar, dass 
\^^ = und v^ = sich in einem Punkte der Curve (1) sehneiden. Sind 

(12) X^ = '^i% — "s'^ai *s "^^ "a"''! — '^h%i ^i '^ ''i^'a — %*'i 

die Coordinaten des Punktes, so müssen sieh diese in (11) einführen 
lassen, und kann alsdann (11) von der Gleichung der Curve 9(m,m) = 
in Punkte oordinaten nur um einen Zahlenfactor versehieden sein. In 
der That findet man 

(13) <p{u, u) ■ <p{v, v) — q)\u, V) 

i ^11 'hs ^13 



I «1 a^a Xg 
wobei die Xi durch (12) definirt sind. 

1) Der Fuasaote 2) ku S. 20 entsprechend wäic 
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Den Sätzen (16) — (19) in § 4 entspreclien dualistisch die fülgoii- 
den (14}-(17): 

(14) Nimmt man auf einer Geraden v beliebig viele Punkte 
an und constrnirt man den durcli irgend einen dieser Punkte 
gehenden vierten harmonischen Strahl zu v und zu den 
beiden Tangenten, die vom Punlfte an eine Curre zweiter 
Classe gezogen werden können, ao gehen alle diese vierten 
harmonischen Strahlen durch einen und denselben Punkt, 
den Pol der Geraden v. Seine G-leichung ist (p(}i,v) = Q. 

(15) Dreht sich eine Gerade um einen auf ihr gelegenen 
Punkt, beschreibt sie also ein Strahlenbiisehel, ao durch- 
läuft der in Bezug auf eine Curve zweiter Glasse genommene 

Pol der Geraden eine zum Stralilenbüscliel projective Punkt- 

reihe^). 

(16) Der Pol einer Geraden v liegt auf den beiden Tan- 
genten, welche in den der Geraden und der Curve zweiter 
Classe gemeinsamen Punkten gezogen werden können, er 
ist also der Schnittpunkt dieser beiden Tangenten. 

(17) Der Pol einer Tangente v der Curve (f{u,ii) = fällt 
mit dem Berührungspunkt dieser Tangente zusammen, seine 
Gleichung ist <p(u,v) = 0. 

Den Formeln (26) in § 4 für die Coordinaten der Polare des 
Punktes y entsprechen folgende Formeln für die Coordinaten a^j des 
Pols einer Geraden v in Bezug auf <p{u, w) = 0: 

(W) l QX, = «,.«, + a,,v, + a,,v, ■= y ?>'(«J,) 

y O = +«3 +ff^J= -yy ( g) 

He lel ^eho t ^wii z jelei C enden ^j be C i e z e te 
Glaft&e ei ganz bestimmter Pol x lagegen zi jelen tunkte x nu 
lann eme bestimmte Polare v wenn sich he Gle el ngen l_l^) eu 

C rve d e iu li eine Gle chung **"" Grales in i * „egeien st iä e ne 

ao5,eiiajinte Cuivb j Classe m %Ugeme n a von e n m Pu kte a s rangenten 
z oben kann Deshalb vitd o ebe von der " Clasae ^eninnt 

1) D e FasEing 1 ese Satcea mua etwas mod fio t Teiden wenn de K ^el 
sehn tt e n Pnnktepaar st auf de aea Tnger las Centram des btriblenbus liels 
1 egt sammtl te Punkt« de P nktre he taue lan ofienl ar zasammen n t 
Ipra V e ten h m n sehen Pukte z lam ^e^eben n Pi re nl dem Cent u 
de'i St uhlenbu chela i ese v e te ha mo he P nl t j t t d 11 
je ien &t ihles m Busohel 
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deutig Dach den Vi auflösen lassen, also wenu A^O. Bei nicht aua- 
artenden Kegelschnitten ist das Verhältnisa awischen Pol und Polare 
überhaupt ein völlig eindeutiges. Daraus und aus den Bemerläungen 
S. 25 über den Mittelpunkt s einer Curve zweiter Ordnung geht 
hervor, dass derselbe auch angesehen worden kann als der Pol') der 
unendlich fernen Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt, und es möge 
dies auch für zerfallende Cnrven zweiter Classe gelten, da bei diesen 
jeder Geraden der Ebene eindeutig ein Pol zugehört. 

Die Coordinaten der unendlich fernen Geraden sind nun die durch 

(7) und (5) in § 1 deflnirten Grössen pi = "T' (^ = 1) 2, 3); daher 
findet man durch Auflösung von (26) in § 4, wenn daselbst Ui durch. 
Pi} tfi durch 0i ersetzt wird, für den Mittelpunkt s einer nicht aus- 
artenden Curve zweiter Ordnung f{a;, x) ^ ^ ^ anX/Xt = die 
Coordinaten 

wobei ein Proportionalitätsfactor, während sich für die Coordinaten 
des Mittelpunktes einer beliebigen Curve zweiter Classe 

aus (18) in vorliegendem Paragraphen direct die Werthe ergeben 

( 9^1 = «IIA 4- o^isP-i + CisPü = -£9'{Pi) 
(20) I Q&^ = Cnlh + «saPa + cc^sPs = Y^'^^'s) 

\ 9«s = «Bii'i + «3sR + «saÄ = y <P'(ft)- 
Wir wollen nun untersuchen, was für eine Bedeutung die Glei- 
chung in Liniencoordinaten F(u,ti)^^ ^ ^' ÄaUiiit = einer Curve 

zweiter Ordnung f{x, a;) = besitzt, falls die Determinante A der 
Curve verschwindet. Nach (34) in § 4 stehen in diesem Falle die 

1) Vgl. für dün li'all einer Mittslpiiuktelinie die l''ussaote zu S. 23. 
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Aij, in einfachem Zusammenhange mit den Coordinaten jj; der Spitze 
des Geradenpaars, das von f(x,x)'='0 dargestellt wird, der Art dass 
Aik proportional iafc zw *);!;*. Die Substitution dieser Werthe der An: 
in F(u, u) = liefert 

also: 

(21) Bildet man für einen in ein G-eradenpaar ausgearteten 
Kegelschnitt die Gleichung in Liniencoordinateu, so reprä- 
aentirt dieselbe doppelt zählend die Spitze des Geradenpaars. 

DuEilistiach folgt: 

(22) Bildet man für einen in ein Punktupaar ausgearteten 
Kegelschnitt die Gleichung in Punktcoordinaten, so reprä- 
sentirt dieselbe doppelt zählend den Träger des Punktepaars. 

Wenn ferner f(x, x) = eine doppelt zu zählende Gerade dar- 
stellt, kann natürlich von einer zugehörigen Gleichung in Liniencoor- 
dinateu F(u, m) = überhaupt nicht mehr die Hede sein, da alle Ani 
in diesem Falle gleich Null sind; analoges gilt, wenn ip(UfU) = 
einen Doppelpunkt darstellt, es gibt alsdann keine zugehörige Glei- 
chung in Punktcoordinaten. 

Den conjugirtea Polen bei Curven zweiter Ordnung entsprechen 
dualistisch die conjugirten oder harmonischen Polaren bei 
Curven zweiter Classe: zwei gerade Linien, die harmonisch liegen zu 
den von ihrem Schnittpunkt an die Curve gezogenen Tangenten. Die 
Bedingung, dass zwei gerade Linien mit den Coordinaten m; reap. V( 
(*= 1,2, 3) conjugirte Polaren seien in Bezug auf die Gurve q>{u,u) = 0, 
wird offenbar 'p{ti, v) = 0, 

Drei Geraden, von denen je zwei harmonische Polaren in Bezug 
auf dieselbe Curve zweiter Classe sind, bestimmen ein Dreiseit, das 
man als Poldreiseit bezeichnet. 

Eür conjugiite Polaren gelten Sätze, die den früheren (48) — (50) 
und (52) in § 4 über conjugirte Pole dualistisch entsprechen. Es 
werde nur der folgende besonders hervorgehoben; 
(23) Die einzelnen Paare conjugirter Polaren, die dem- 
selben Strahlenbiischel angehören, bilden eine Involution; 
die Doppelstrahlen der Involution bestehen aus denjenigen 
Geraden des Büschels, welche zugleich Tangenten der Curve 
zweiter Classe sind. 

Ein wichtiges Beispiel bilden die bereits im vorhergehenden Pai'a- 
graphen erwähnten Paare conjugirter Durchmesser; jedes Paar der- 
selben liegt harmonisch zu den beiden Tangenten, die man vom Mittel- 
punkt der Curve ziehen kann und deren Berührungspunkte auf der 
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Polare des Mittelpunktes, d. li, auf der unendlich fernen Geraden liegen. 
Maa bezeichnet diese zwei Tangenten speciell als Asymptoten der 
Cnrve. Für sie gilt daher der Sata; 

(24) Jedes Paar conjugirter Durchmesser eines Kegel- 
schnitts liegt harmonisch zum Asymptotenpaar. 

Es möge nun noch die Gleichung dieses Asymptotenpaares für 
eine Curve zweiter Ordnung f{x, a:) = abgeleitet werden. Zuvor 
werde die allgemeinere Aufgabe gelöst: 

Die Gleichung des Tangentenpaares aufzustellen, das 
in den Schnittpunkten der Curve zweiter Ordnung /■(«:, ») =^0 
und der Geraden Mj; = gezogen werdeu kann. 

Die Coordinaten i/,- des Pols dieser Geraden sind nach Früherem 
proportional zu — F'{ui), und diese Werthe wären nun an Stelle von 

j/i einzusetzen m fix, a.) f(y, y) — Pi^,y) ='^ Hieidurch verwandelt 
sich f{x,y) ledigbch m A{u^x^-\- u_x^-\- v^x^, indem alle Übrigen 
Glieder von /■(*, y) wegiallen auf Giuud des b-'kannteu Determinanteu- 
satzes, dass die Summe der Produtte aus den Elementen einer Reihe 
und den Unteidetermmantcn dei Elemente i,mei zweiten Reihe vor- 
schwindet oder gleich der Deiermmaiite selbst ist, je nachdem die 
zweite Reihe von der eisten ver&chieden ist odei nicht Ferner wird 
/^(j'i*')^=^-Ff"i'0> '■^■^^^1 veiwaudelt sich /(a,,a,) fiy,y) ~p{x,y) = Q 
in AiF(u, u) ■ f(x, x) — A-u^\=0. Da bei nicht zerfallenden 
Kegelschnitten A^O, bleibt 

(25) F(u, u) ■ fix, x)- A- ul = 

als Gleichung des Tangenten paare s. 

Tritt speciell an die Stelle der Geraden m,; = die unendlich 
ferne Gerade p^ = 0, so erhält man die Gleichung des Asymptoteu- 
paares in der Form: 

(26) F{p, p) ■ fix, x) — A-pl^O. 

Zum Schlüsse werde noch bemerkt, daas dualistisch zu (53a) in 
§ 4 nunmehr 

(^') (;:).,. =0 

das Tangentenpaar darstellt, welches vom Punkte p a.ii die Ourve 
qj(w, ti) ^ y^, y'lKjiiiiXik = gezogen werden kann. 
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Classittcation der Kegelaohnitte. 
Aus den Betvachtungen der beiden vorhergehenden Paragraphen 
geht hervor, dass man sowohl hei Curven zweiter Ordnung als auch 
bei solchen der zweiten Classe zwei Hauptarten zu unterscheiden ha.t: 
die eigentlichen, bei denen die Diseriminante von Null verschieden 
ist, und die zerfallenden mit verschwindender Diserimiaante. Mau theilt 
die Kegelschnitte noch weiter ein nach ihren Schnittpunkten mit der 
unendlich fernen Geraden, je nachdem nämlich diese Schnittpunkte 
von einander verschieden sind oder zusammen fallen; auch die Beaiität 
der Schnittpunkte ist zu berücke ichtigen. Die Kriterien für die ein- 
zelnen Fälle ergeben sich leicht im Anschlusa an die in § 4 ausführ- 
lich behandelte Methode zur Bestimmung der Schnittpunkte einer Ge- 
raden und eines Kegelschnitts. 
Es werde begonnen mit 

A) Curven zweiter Ordnung. 
Zunächst werde vorausgesetzt, dass die Curve f{x, x) =0 nicht 
zerfalle, mithin ^i ^ sei. Wir schneiden die Curve mit der unendlich 
fernen Geraden 

(1) p^x^ +ft«ä +^»8% = '^> 

deren Coordiuaten pi nach (5) in § 1 die Werthe haben 

Zur Bestimmung der Coordinaten der Schnittpunkte dieser Ge- 
raden mit der Curve 

(3)/'(fl:,a;)?sai|9;i''-{-2ii,2a;,;Ka-[-ßg2a^^-i-2oi3%%+2fl3ga;a«s + '%^/=0 
ist dann auf Grund der Resultate von § 4 die Grösse 

(4) j _ + y^Tif.p) 

zu subatituiren in die Gieiehungen 

(5) pa:^ = f^p^ — f^p^ , Qx^ = f^p^ — l\p^ , Qx^ = f^p-, — f.,p^ . 

Die Schnittpunkte werden daher 

reell, wenn F{p,p) < (Hyperbel), 
imaginär, wenn F(p,p)>0 (Ellipse), 
sie fallen zusammen, wenn F{Pfp)=0 (Parabel). 
Die drei diesen Fällen entsprechenden Kegelschnitte bezeichnet 
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man resp. als Hyperbel, Ellipse, Parabel; letztere wird von der 
unendlich fernen Geraden bertibi-t. 

Was den Fall F(^, |))>0 betrifft, so kann es hier vorkommen, 
dasa nicht nur die unendlich ferne Gerade, sondern überhaupt jede 
Gerade der Ebene den Kegelschnitt in imaginären Punkten trifft, die 
Ourve ist alsdann imaginär, und es wäre nun zu untersuchen, unter 
welcher Bedingung für die Goefflcienten der Gleichung f{/, r) = 
dies eintritt. 

Zu dem Zweck wählen wir auf der unendlich feinen Geiaden 
einen beliebigen Punkt y, seine Polare f{y,x) = ist nach tj 4 em 
Durchmesser des Kegelschnitts, und wenn die Curve auch imaginai 
sein sollte, ist die Polare jedenfalls eine Gerade, die sich um den zu 
y conjugirten Pol (Mittelpunkt) dreht, also die ganze Ebene ubei 
streicht, wenn t) die unendlich ferne Gerade durcbliuft Schneidet 
keine dieser unendlich vielen Polaren die Curve in retllen Punlsteu, 
so hat daher die Curve überhaupt keine reellen Punkte, die Bedmfung 
hierfür ist nach (60) in § 4, dass F(ti, m) > sei, wo nun 

Ui = «iiS/i + ai2«*3 + Ofs!/» (i = 1, 2, 3) 
die Coordinaten der Polare bedeuten. Aus dem in Form der Deter- 



-t) 



; 4 angegebenen Werthe von F(ti,u) ist nun er- 
eichtlieh, dass sich diese Grösse bei Einführung der m; verwandelt in 
Af(y,y), man braucht nur die drei ersten Verticalreihen jener Deter- 
minante zu multipliciren resp. mit y^, y^, y^ und von der vierten 
Reihe zu subtrahiren. Als Bedingung dafür, dass unsere Curve ima- 
ginär (eine imaginäre Ellipse) sei, tritt demnach zu -f (p, p) > 
noch hinzu 
(6) Af(y,f)>0, 

WO yi (i=l,2,3) die Coordinaten eines im Unendlichen gelegenen 
Punktes bezeichnen. Wenn diese Ungleichung für irgend einen be- 
stimmten Punkt y der unendlich fernen Geraden 2>j,= erfüllt wird, 
findet sie auch für jeden anderen Punkt s dieser Geraden statt, denn 
fi.y< y) "'^'^ f{^} ^) haben zufolge der Fussnote zu S. 36 gleiches Yor- 
zeiehen, wenn die Gerade ys die Ourve in imaginären Punkten trifft. 
Zugleich erkennt man, dass ^/'(y,?/)<0 in Verbindung mit li'(^,^)>0 
das Kriterium für eine reelle Ellipse abgibt. Uebrigens ist aus der 
soeben durchgeführten Betrachtung ersichtlich, dass im Falle der 
imaginären Curve das Product Af(jf,y) für jeden beliebigen Punkt y 
der Ebene positiv wird. Doch ist es hei Untersuchung der Realität 
einer durch f{x, ck) == gegebenen Curve nothig, einen unendlich 
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fernen Punkt y zu wählen, weil bei Annahme eines ganz beliebigen 
Punktes y der Ausdruck Af\y, y) im Fall der reellen Ellipse vor- 
scbiedene Vorzeichen hat, je nachdem der Punkt y im Innern der 
Curve oder ausserhalb derselben liegt; denn beim ü ebei-sch reiten der 
Carve muss ein Wechsel des Vorzeichens stattfinden. 

Der Ausdruck A ■ f\y, y) kann noch in eine andere wichtige 
Gestalt gebracht werden; die Coordinaten eines auf der unendlich 
fernen Geraden gelegenen Punktes sind nämlich von der Form 

wobei die i>; YÖllig willkürliche Zahlenwerthe besitzen, nur nicht den 
pi proportional sein dürfen. Daher kann das Kriterium Äf{y, ^) ^ 
auch ersetzt werden durch ö^A ( j ^ 0, was hier gleichbedeutend ist mit 

Man kann beispielsweise v^==Vj^='i), «2 = 1 setzen, wodurch sich 
-4 ( J verwandeln würde in A{a^^p^ -\- a^f^ — 2«jgßiPa), und eine 
weitere Vereinfachung würde eintreten, wenn statt der eigentlichen 
Dreieck sc oordinaten homogene Parallelcoordinaten zu Grunde liegen. 
Alsdann waren etwa, wie am Schlüsse von § 1 gezeigt wurde, die 
Coordinaten p, und p^ der unendlich fernen Geraden gleich Null, 
jPb ^ 1 , und der obige Ausdruck würde sieh reduciren auf A- a^^. 
Bei allgemeineu Dreiecks coordinaten dürfte die Rechnung am kürzesten 
sein bei Benutzung von Afi^^y), wobei j/j, y^j y^ Zahlen bedeuten, 
die lediglich der Bedingung p^y^ + J'aJ'a + PsVs =^ ^ genügen müssen, 
im übrigen aber völlig willkürlich gewählt sind. 

Man kann noch die Frage aufwerfen, ob z. B. in der als Hyperbel 
bezeichneten Curvengattung nicht noch andere Kegelschnitte enthalten 
sind, die zwar gleichfalls die unendlich ferne Gerade in zwei ver- 
schiedenen reellen Punkten treffen, aber von einander wesentlich ver- 
schiedene Eigenschaften und Gestalten besitzen; und die analoge Frage 
wäre aufzuwerfen bei den als Ellipse und Parabel bezeichneten Curven- 
gattungen. 

Zur Entscheidung dieser Frage fuhren wir ein specielles Coor- 



Bei der Hyperbel ist das Tangentenpaar T . T^ der Curve 
in ihren Schnittpunkten mit der unendlich fernen Geraden p,„ = 
(das sogenannte Asymptotenpaar) reell und hat nach (20) in § 5 die 
Gleichung 
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(8) F{^,p)-f{x, x)-A-pl-^T.T,^0; 

hieraus folgt, dass f{XfX) = in die Form gebracht werden ka,im 
T . T^ — C'^ = 0, wo c eine Constanfee darstellt, auf die ea im 
Folgenden nicht weiter ankommt. Durch die Substitution: T%fg = x, 
y : jDj = 2/ 1) führen wir nun ein System schiefwinkliger Parallelcoor- 
dinateii ein und erhalten dann für die Hyperbel die Gleichung 

(9) X -y ^ const,, = c , 
deren geometrische Deutung aussagt: 

(lOj Zieht man durch einen beliebigen Punkt der Hyperbel 
Paralleler zu den zwei Asymptoten, so hat das so entstehende 
Parallelogramm denselben Inhalt, wo der Punkt auch auf 
der Hyperbel liegen mag. 

Durch diese Eigenschaft y = c:x wird also eine ganz bestimmte 
Curvengestalt (und nicht mehrere) charakterisirt. 

In analoger Weise zeigt man, dass auch die als Ellipse bezeich- 
nete Cnrvengattung nur eine Form enthüll. Das Tangentenpaar in 
den unendlich fernen Punkten der Curve ist jetzt imaginär, es wird 
daher TT^ von der Form 'X^ -\- X^*, und zwar kann TT^ auf unend- 
lich viele verschiedene Arten in diese Form gebracht werden, denn 
auch wenn Xj und 2a ersetzt werden durch Xj cos a — X.^ sin «, resp. 
Xi sin K -|- Xg eos a , wird die Summe der Quadrate dieser beiden 
Grössen gleich X^ + ^^■^) Wenn bei Herstellung der Normalform 
(vgl, S. 10) die Gleichungen der Geraden X, = und Xg = über- 
gehen in aXj = 0, resp. SX^ = und man setzt —^^xsmw, 
= X," + Xs^ ~ cpl = 

eine Gleichung von der Form (vgl, auch (51) und (52) in § 4, wenn 

p. - X,): 

(11) l.+li-h 

oder 

(IIa) S + S-~l' 

wenn man die noch auftretende Constante c in den Nenner der linken 
Seite eingehen lässt. Sehen wir von dem Fall der sogenannten ima- 

1) Wir denken uns die etwa hinzuaufügendeii constanten Factoten iu T und 
T, eingegangen. 

2) Eb sei noch darauf hingewiesen, dass man tg a ao bestimmen kann, das« 
die zwei Geraden X^ cos « - X^ ein k = und X, ein a -f X, cos « == zn ein- 
ander normal eind. 
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gini,ien £lli].se (IIa) ab, so Itann man durch passende Bestimmimg 
von tg ffi bewirken, daas (H) sogar in tiie Form gebracht werden 
kinn *." + V =" (^^> worin offenbar C die gemeinsame Länge der so- 
genannten gleichen conjugirtea Durchmesser bedeutet. Indem man 
also diese letzteren als Coordinateuaxen ku Grunde legt, zeigt sieh 
auch diH Ellipse (wie die Hyperbel) nur von der einen Constante C 
abhängig und uharakterisirt sieh (vgl. § 11) durch Auflösung nach y 
als ein in sich geschlossenes Oval, mit dem Coordinatenanfaug als 
Miitelprakt 

Im Falle der als Parabel bezeichneten Curvengattung fixiren 
vrir auf der Curve einen beliebigen Punkt und sieben in ihm die 
Tangente T'=0, welche die unendlich ferne Gerade in einem Punkte y 
schneiden möge, so dass das von y nach der Cnrve gezogene Tangenten- 
paar aus r = und aus y^. = besteht. Es gibt demnach zufolge 
(10) in § 4 eine Relation von der Form P(x,y)-~f{x,x)- f(y,y)^T-px 
d. h- f(x, x) ^0 wird identisch mit f^{x, y) — T ■ p^ = 0. Führt man 
auch hier schiefwinklige Parallelcoordinaten ein durch die Substitution 

f{y, X) T , ..,, 

— ^ = « -- ^= c ■ X, so erhalt mau 

(12) f~cx=^0, 

also wieder nur eine bestimmte Curvengestalt '), 

Betrachten wir nnu die zerfallenden Curven zweiLer Ord- 
iiiing(4 = 0). 

Zunächst werde der Fall berücksichtigt, dass nicht alle TJnter- 
determinanten An, verschwinden, dass also zwei verschiedene Ge- 
raden vorliegen und zwar möge vorla h^ nocl v a &ge etzt werlen 
dass keine derselbe m t de en II ch fe neu Goralen z sam ntallt 
Ferner kaiin die Forderung dass n cl t alle A ver h v nde soll u 
auf Grund der Fussnote zu S 2 Inrrh d e e nfacl ere e setzt werden 
dass nicht alle Hi ft nterl term nanten A 4.^ A g versclw le 
auch werde daran er nne t 3a & n F lle J ==■ 1 e n ht v 
schwindenden Ha ptunterd term naut gle cl es ^ o e cl n i t 
Man hat alsda w ede d e 1 e Mogh H e te 

F{p,p) < 0, F{p,p) > 0, F{p,p) = 0, 
denen resp. entsprechen: 

ein reelles Geradenpaar, ein imaginäres Geradenpaar 

(jedesmal mit einem im Endlichen gelegenen Bchuittpunkt), 

zwei Parallelen. 

1) Die nähere Diseuasion der drei Ctirvenspiioida; Hjpccbel, Ellipsi: und 
Parabel erfoigt in § 11. 
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Um zu entscheiden, ob die Parallelen reell oder imaginär sind, 
sehneidet man dieselben mit einer beliebigen im Endlichen gelegenen 
Geraden u^ ^0. Für F(u,u)>0 hat man aladann zwei imaginäre, 
für i^(M,w)<0 zwei reelle Parallelen, während F(%i,u) ^=0 noch 
keine Entscheidung liefert. Man nimmt, wenn F(ti.^u) =^0, noch 
die Seiten des Coordinatendreiecks zu Hilfe, die man überhaupt 
praktiaeher Weise am besten als sehneidende Geraden u,, = wählt. 
Schneidet man mit Xt^O, ao reducirt sich F(u,u) auf ÄnUi^, ea 
liefert daher jede nicht verschwindende Hauptunterdeterminante die 
Entscheidung. Das Parallelenpaar ist demnach reell oder imaginär, 
je nachdem irgend eine der drei Hauptn nterdeterm in anten ^4^; negativ 
oder positiv ist^). 

Verschwinden A und alle Hauptunterde terminanton An, so stellt 
f{x,x) = eine Doppelgerade dar. 

Bei den bisherigen Betrachtungen war angenommen, dass die 
unendlich ferne Gerade keinen Theil des Kegelschnitts f{x, ir) = 
bilde. Sollte eine Gerade des Ger adenpaar es, fix, a:) = mit der un- 
endlich fernen Geraden zusammenfallen, ao besteht zufolge der Be- 
trachtungen am Schlüsse von § 4 bei völlig will Irfl rl ich en Werthen 
der Wi (i = 1, 2, 3) die Relation 



B) Curven zweiter Classe. 

Auch bei Curven zweiter Classe hat man zunächst zv/ei Haupt- 
arten zu unterscheiden: die eigentlichen, für welche die Determinante 
der Curven gleichung nicht verschwindet, und die in ein PuDktopa.ar 
ausartenden mit verschwindender Determinante. Ba sei 

(14) 9(.., ,.) =; „„../ + 2.„«,«, + »,,< + 2«,,«,.,, 

die Gleichung Piner Ourve zweiter Classe, deren Determinante 

(15) Aeee'»„ »„ „„ 

vorläufig als von Null verachieden vorausgesetzt werden möge. 



2) Bei gewöhnlichen homop;enen Coordinateii ßUU die eine Seite des Ci 
dinatendreieelrs (etwa x^ = 0) mit der uneiidlvolj fernen Geraden 
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Wir erhalten dann die Kriterien für die einzelnen nicht aua- 
arteoden Curvenarten dadurch, dass wir die Gleichung der Curve (14) 
in Punkteoordinaten aufstellen und auf sie die oben abgeleiteten Kri- 
terien für Curven zweiter Ordnung anwenden; diese Gleichung ist: 

(16) <f {x, x) ^E A^V + ^A^aX^Xg + A^^x^^ + 2Aj^a^x^ -\- 2A^gX.^x^ 
+ Aas 1^3* = 0. 

Die Function F(^,p), gebildet für (16), wird hier einfach ^tpip,p), 
wie man luiter Berflcksichtigung der bekannten Relationen wie 



u. H. w, leicht findet. 

Für /\ip{p,p)>0 stellt (U) eine Ellipse dar, 
für A(p{p,p) <0 eine Hyperbel, 
für <p{P!p) = eine Parabel. 
Besondere Beachtung verdient wieder der Fall, dass die Ellipse 
imaginär iet Offenbar tritt dies ein, wenn sich aus einem beliebigen 
im Unendlichen gelegenen Punkte y keine reellen Tangenten an die 
Curve ziehen lassen; überhaupt wird im Falle Aq:i(j),^)>0 die 
Gleichung (p{u,u) = eine reelle oder imaginäre Elhpse darstellen, 
je nachdem die aus einem unendlich fernen Punkte y an die Curve 
gezogenen Tangenten reell oder imaginär sind. Wie nun bei einer 
Curve zweiter Ordnung f{x, x) = die Bedingung für die Realität 
der Schnittpunkte mit einer Geraden m^ = ausgedrückt war durch 
F(u, u) <iO, so ist jetzt dualistisch die Bedingung für die Realität 
der von dem unendlich fernen Punkte y an die Curve (p{u,tf) = 
gezogenen Tangenten gegeben durch <l>(jf,j/)<0, während im Falle 
c|)(?/, j/)>0 diese Tangenten und damit die Curve (p(u,u) = über- 
haupt imaginär werden. Auch hier ist ähnlich wie oben (S. 47} zu 
bemerken, dass die Ungleichung (f (y, J/) > für jeden anderen Punkt 
der unendlich fernen Geraden erfüllt wird, sobald sie nur für einen 
Punkt y dieser Geraden erfüllt ist. 

Dass die zerfallende Curve zweiter Olasse (A = 0) ein Punkte- 
paar darstellt, ist bereits in § 5 erwähnt worden. In dualistisch 
analoger Weise, wie oben die Kriterien für ein reelles oder imaginäres 
Parallelenpaar gefunden wurden, lassen sich auch die Kriterien für 
ein reelles oder imaginäres Punktepaar entwickeln. Man hat zu 

(pi=2Jä = 0, Pa~i-); ausserdem ist alsdann im Falle der Parallelen stets .4,3 — 
(wegen F{p, p) •= 0); die Bntscheidimg der Raalililt hängt daher hei solchen 
Coordinaten von A^^ oder J.jj ah. 
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pfüft?n, ob die Tungeuten, welche von boliebigeii Punktuu x der 
Ebene, am zweckm aasigsten von den Ecken des Coordinatendreiecks, 
nach dem Punktepaar gezogen werdün kBünen, reell oder imaginär 
aind; wäHt man eWa die Ecke m,- = 0, so redueirt: sich <P{x,x) auf 
AiiXi^, und da die drei Hauptunterdeterminanten A^ im Falle A ^ 
gleiches Vorzeichen haben, auch nicht gleichzeitig Null sind, falls 
^{u,ii) '=■ zwei verschiedene Punkte darstellt, ist das Piinktepaar 
reell oder imaginär, je nachdem irgend eine der drei Hauptunter- 
determinanten An negativ oder positiv ist. 

Liegt einer der beiden Punkte im Unendlichen, so ist 'p{p,p)'=0; 
liegen jedoch beide Punkte im Unendlichen, so stellt die Gleichung (16), 
wie wir früher sahen, doppelt zählend die Verbindnngsiinie der Punkte 
des Paares dar und (16) muss daher durch die Coordinaten 

2/1 : J/a : «/b = (Pi'^s — ft^a) ■ ilh'^i ~ JPi^'a) = (jPi^a — p2^i) 
eines beliebigen unendlich weiten Punktes erfüllt werden, d. h. es muss 
der Ausdruck <i>{$,y) verschwinden für völlig willkürliche Wertlie 
der V. Es ist aber O (y, y)~z^Q gleichbedeutend mit 

q> (s, P) ■ 9} (-") ^) — 9'(.P, 1') = 0, 
wofür auch tp^p^v) = gesetzt werden kann, da 

fiPiP) = 0. 
Die willkürliche Wahl der v hat dann zur Polgc, dass im gegen- 
wärtigen Falle 

(17) ?.'(a)-o, fX»)-», <p'(ä)-o.') 

Es bleibt endlich noch der Fall zu erledigen, dass (14) einen 
einzigen doppelt zu zählenden Punkt darstellt. In § 5 wurde 
gezeigt, dass alsdann alle Unterdeterminanten Aü verschwinden; tritt 
iiierzü noch g> {p,p) = 0, so liegt der Doppelpunkt auf der unendlich 
fernen Geraden. 

Wir wollen nun die erhaltenen Resultate Über die Classification 
der Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe übersichtlich zu- 
sammen stellen. 



1) Iv ^2 ^Fu süotf. u S 14) nnidc beie ts von einei diicl ('1) m g 1 
defliiii'ten FuDcticu e>(i «) lewiSHen dasu ^le den Uleicliiiügeii (17) genügt 
diese Function stellt alao gleich Null geset/t em im TJuendhcheii liegeudee 
Punktepaai dar, welohea uberdius imaginär lat denn dif Hiuptuiiterdctermmi iten 
ßji, ßjj , Pjj «ind mcL (6) m § 3 positiif Im näeliitan Par^i^phen wud dieses 
Punktepaii enf,el]euiei btlailclt wrl^n 
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öurven aweiter Orduuüg'. 
Es sei im Folgendou 
fix, x) E^ cij^a^i^ + 2ai.iX^x^ + ösa^2^ + ^<hs^A + ^Chi'^^'^» + ''bb^s^ '^ "^ 
die Gleichung der Ourve, J.^^^ i ('*ii''aü%s) i^^s Determittante; 
ferner sei 

die Gleichung der Curve f(x, x) = in Lioiencooidinaten, und 2/1 , j/a , j/3 
aeien die Coordiuaten eines beliebig fixirten Punktes aiif der unend- 
lieli fernen Geraden p^a^^ +Ä*-i 'i' Ps^s '^ ^■ 

1) A ^ : nicht ausartender KegelsuliiLitt. 

1) Fip,p)<0, Ellipse. 

a) imaginär, wenn ^/(j/, y)>0/) 

b) reell, wenn Af{^;y) <0.^) 

2) F{'g,p)<0, Hyperbel. 

3) .F(ß,2)) = 0, Parabel. 

11) ^ = 0, nicht aber alle Au gleich Null: swei vurscbiodene Geraden. 

1) F(p,j}) > 0, imaginäres Geradenpaar mit reeller Spitze im 

Endlichen. 

2) F(p,p) <.0, reelles Geradenpaar mit reeller Spitze im 

Endlichen. 

3) F(p,p) = 0, Parallelenpaar, imd awar 

a) imaginär, wenn unter den drei Grössen J.,-,- eine 
willkürlich ansgewäUte positiv ist^), 

b) reell, wenn unter den drei Grössen An eine will- 
Itürlich auagewähite negativ ist^). 

111) J. = nnd alle An gleich Null*): eine Doppelgerade. 



Bildet die unendlich ferne Gerade eineu Thei! des B^egelaclmitts, 
so ist fiii- völlig willkürliche Wcrthe iv^, w^, w;^: f ):;^0. 

1) Wenn diese Ungleichnng fni iigend einen liestiminten Punkt y iiul' 
j)^ .= stattfindet, findet si« ftnoh füi jpden andeitu Punkt von p^. -- statt 

2) Es ist dann für jedes Weithsystem Uj m, w, , welflies F(ii,m)='0 
nicht erfüllt, FC«, m)>0 

3) Eb ist dami für jedet W^itbijatiiai m, h 11 , wolclies Fiit, u) -■=^ (i 
nicht erfüllt, J'(m, «)< 

4) Man könnte auch sagen F{u, m) = 0. 
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Curven zweiter Ciasso. 
Es sei iüi Folgenden 

die Gleichung der Curve, ^^^^+{«1,1022^8) ^^^^ Determinante; 
ferner sei 

lue Gleichung der Ourve q>{u,u) = in Punkteoordiiiaten, und y^y^, 2/3 
seiea die Coordinateii eines beliebig fixirten Punktes auf der vmcmdlicli 
fernen Geraden p^x^ -\- p^x^ -\- p^Xg = 0. 

I) A^O: nicht ausartender Kegelsohaitt. 

1) A<p{p,p)>0, Ellipse. 

a) imaginär, wenn <l>(y, y)>0/) 

b) reell, wenn * (f/, ^) < 0/) 

2) A<p{p,p)<0, Hyperbel. 

3) 'P(P>P) = 0, Parabel. 

1]) A = 0, nicht aber alle A^ gleich Nnll: zwei vcrsehiedeisö Punkte. 
'Jp(PiP)^Oi beide Punkte liegen im Eadlichcn, «nd zwar sind 
dieselben 

a) imaginär, wenn unter den drei Grössen An eine 
willkürlich a.usgewählte positiv ist^), 

b) reell, wenn unter den drei Grössen A^ eine will- 
kürlich ausgewählte negativ ist^), 

2) 'p{pfP)'^0, nicht aber alle (p'(pi) gleich Niill: ein Punkt des 

Punktepaarea im Endlichen, der andere im Un- 
endlichen. 

3) ip{p,p) -■=■'- imd alle (p'(pi} = 0: beide Punkte im Unondücheu, 

aud zwar sind dieselben 

,i ,, [unter öleicheu Bodino-unsen wie bei 1). 

d) reell J -^ n , 

III) A =. und alle A;,- gleich Niill*}: ein Doppelpuukt. 

1) ¥'(i'ii')^Oj 'äer Doppelpunkt liegt im Endliehen. 

2) 9'(i'fi')=0j "lei^ Doppelpunkt liegt im Unendlichen. 

1) Wenn diese Ungleichang für irgend einen beBtiiiimten Punkt y iiuf 
p^ == Ü stattfindet, findet sie auch für jeden anderen Punkt von p,, — statt. 

2) Es ist dann für jedes Werthsystem a:, : a^ ; a^j, weldies 0(3^, ic) =--= 
nicht erfaUt, <l>Ca:,3:)>0. 

3) Es ist dann für jedes Wertlisyatem (x^ -, .t, : x^, welches 0(rt:, «) = 
nicht erfüllt, *(fl!, x) < 0. 

4) Mb.h könnte auch sagen ^{,^j, «) ^ 0. 
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Liegen iasbesoüdere schiefwinklige Parallelcoordinaten ku 
Grunde, so werden die Kriterien für Curven zweiter Ordnung und 
Ciasse äusserst einfach; man hat nur zn seteen p^ ■=• p^ = 0, p^ = 1. 

Die Gleiehung f(x, x)==0 stellt daher im Falle J. ^ eine Ellipse, 
Hyperbel oder Parabel dai-, je nachdem 4gj>0, <0, =0, und zwar 



oder Aa^i positiv, reell, wenn 
rd im Falle ^ ^ das sich im 
maginär oder reell, je nachdem 



ist die Ellipse imaginär, wenn Äa^^ 

Aa^ oder Aa^^ negativ^). Femer wir 

Endhcheii schneidende Geradeupaii 

■^33 > "'^61' < 0, man erlmlt ein Parallelenpaar für A^^ = 0, und 

zwur eiu imaginäres, wenn Ä^^ oder Ä^^ positiv ist, ein reelles, wenn 

J.11 oder A^3 negativ ist. 

Die Gleichung g)(M, m) = einer Ourve zweiter Classe stellt bei 
schiefwinkligen Parallelcoordinaten (j>i='Pa = 0, 2)9=1) im Falle 
A $ eine Ellipse oder Hyperbel dar, je nachdem AcCgg > 0, oder 
< 0, eine Parabel, wenn «jg = 0, und zwar ist die Ellipse imaginär, 
wenn A^j oder A^g positiv , reell , wenn A^^ oder Ag^ negativ ^). 
Ferner liegt im Falle A^O das Punktepaar im Endlichen, wenn 
Kgg^O; eiu Punkt des Paares liegt im Unendlichen, wenn «88 = 0, 
ohne dass noch «^ und cc^^ gleichzeitig verschwind eii; beide Punkte 
hegen im Unendlichen, wenn «j^ = a^g = «33 = 0. 



§ ^■ 

Der Kreis, die imaginären Kj'esspmnkt« und ihre Beziehang zu dem 
Wiakel zweier Geraden. 

Die in § 2 abgeleitete Formel 

für den Abstand eines Punktes y von einer Geraden u enthält bei 
Constanten q und j/^, 3/2? Vs '^''^ Bedingung, der die Coordinaten Ui 
von geraden Linien genügen müssen, wenn diese Geraden von einem 
festen Punkte i) gleichen Abstand haben, d. h. einen Kreis umhüllen 
sollen. Bezeichnet man diesen Abstand, also die Länge des Kreisradius, 
mit r, so ergibt sich 

1) Da jIjj = «ji tts, — Ojt^ > 0, ist das Pioduct a„a^^ positiv, d. li. Kj, 
und ii^j haben im Fall der Ellipse gluiche Voraeiclien. 

2) Da Abj3 = AiiAg, — A^' > 0, ist Asm Product A^Aj, positiv, d. h, A,i 
und Ajj haben im Fall der EUlipse gleiche Votzeiohen. 
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(2) f^ Oi»/i + f^y^ + p^Vafm {u, u) - (n,y, + «32/3 + v^y^^y = 
als GleJchuiig in Linieneoordinateu des Kreises mit dem 
Mittelpunkte y und dem Radius r. 
Hierbei ist nach (21) in § 1: 

(;S) m{n,u)^.'^_ H- J + |V + —^ cos (n, , a^) + ^'-^ cos (o^ , a.,) 

Speciell für r = redueirt aicli der Kreis auf den doppelt zu 
zählenden Mittelpunkt y, für r =^ 00 erhält man (»(m, j[) = 0, eine 
Ourve zweiter Classe, die in ein Punktepaai- zerfällt, da die Deter- 
minante dieses Ausdrucks nach § 2 verschwindet. Unter Anwendung 
der in I 6 abgeleiteten Kriterien*) erkennt man, dass <a{ti,ti) = 
ein im Unendlichen gelegenes imaginäres Punktepaar darstellt, das 
sogenannte Paar der „imaginären Kreispunkte"; bevor wir das- 
selbe näher betrachten, möge noch die Gleichung des Kreises in 
Punktcoordinaten abgeleitet worden. Man erhält dieselbe leicht 
aus (2) mit Hilfe des in § 2 definirten Normalencentruma einer 
Geraden. 

Ein Punkt x^^ x^, x^ des Kreises liegt zugleich auf einer Tangente 
der Curve, erfüllt also die Gleiehung Uj^x^ -\- ti^x^ -\- ti^Xg = 0, wobei 
die Ui Werthe sind, welche die Gleichung (2) befriedigen. Verbindet 
man den Funkt x mit dem Mittelpunkte y des Kreises, so steht diese 
Verbindungslinie bekanntlich auf der Tangente senkrecht, geht daher 
auch durch deren Normalencentrum, so dass dieses mit dem Mittel- 
punkte y und dem Punkte x der Kreisperipherie auf einer und der- 
selben Geraden liegt. Hieraus folgt, dass für die Coordinaten des 
Punktes x die Gleichungen bestehen 

(4) (,!,-!/, + -(»•(»,) (i = l, 2, 3), 

in denen q und X irgend welche Zahlenfactoren bedeuten, üebrigens 
erweist es sich als zweckmässig, die Gleichungen (4) durch l zu 
dividiren, so dass man erhält 

(4a) 61, --[„+1 »'(■'.). 

wobei ö== — ■ Hierfür kann man, da ■— c)'(M,) = io;i«fi "|- co-afh + »(3%, 

auch setzen; 

(5) SXi = Y ?/i -1- iu,-i«i + (0,-aMa -|" (OisttB (( = !, 2, 3). 

1) Vgl. iLuch die Fuäsiiütö 1) ia S. 53. 
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Durch Multiplication dieser drei Gleiclmngen mit m,, %, ruap. «(^ 
und darauf folgende Addition folgt ferner 

ßUx '= ~r- Uy -\- ia(u, li), 

und ila die Xi die Gleichung u^ = erfüllen, hat umii 

(6) .l<,,+ o,{«,«)-0. 

Der hieraus hervorgehende Wertb von o (w, u) möge in die 
Gleichung (2) des Kreis ea in Liniencoordinaten aubstitiiirt werden, 
die sich alsdann nach Ausscheidung des Factors Uy verwandelt in 

Für die fünf Grössen %, u^, a^, -r-, s hahen wir nun fünl' 
homogene lineare Gleichungen, nämlich die drei Gleichungen (5), 
ferner' (7) und u^c = 0; das Resultat der Elimination dieser Grössen 
stellt sich als folgende Determinante dar: 



(8) 



»11 


»u 


»o 


9i 


^x 


"11 


"a 


"JS 
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I, 


">.l 


"m 


"u 
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!/i 
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</. 


'V 






= 0. 





Durch Auflösung nach r^ erhält -man 

r'p,^ (Qn^i' + ■ - + 2Q5s^,^ + ..).-= [,«], 
wobei [ra] aus ra {u, v) dadurch hervorgeht, dass man % , Mg , *% resp. 
ersetzt durch x^y^~x^y^, x^yi^x^y^, x^y^ -— x^pj^. Hier ist nun 
^n^/ + • ■ + 2Qg33;sfl;g + ■ ■ nach (22) in § 5 proportional dem 
Quadrat des Ausdrucks für die unendlich ferne Gej-ade, etwa gleich 
rp/, wobei mit Hilfe der Formeln (6) in § 2 nebst zugehöriger Fuss- 
note für t gefunden wird'-) -, ,t7 ^: daher ergibt sich 



9) 



und wenn man statt [ra] unter Anwendung einer in der Fussnoti; 
S. 34 erklärten Schreibweise einsetzt ^Z) j ^0^%'^ 



1) Weiter unten (Gl. (17)— (341) werden nocb andci'o h 
etante t abgeleitet. 



.adiüuki; für dio Cur 
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Daa imagiaili:f3 Kruispiinktepaai: iu(a, lij --- 0, 5!) 

oder 

(10.) (»^)^^~r'rp.V = 0- 

Diese Gleiehiiüg stellt in Punktcoordinaten dar den Kreis mit dem 
Mittelpunkte y und mit dem Radios r. Zugleich ist (10) die Formel 
für das Quadrat der Entfernung zweier Punkte, die durch ihre Coor- 
dinaten Xi, resp, yi (i= 1, 2, 3) gegeben aind, 

Speciell für r = cso reducirt sich der Kreis auf die doppelt ku 
zähleüde uneudlieh ferne Gerade; für r = erliillt man 

und diese Gleichung repräsentirt zufolge einer Bemerkung am Schlüsse 
voa § 5 das Tangentenpaar, welches vom Mittelpunkte y an die Curve 
zweiter Classe (a(tt,u) = gezogen werden kann, d. h. (11) ist die 
Gleichung des imaginären Tangentenpaares, das vom Mittelpunkte y 
der für variahele r in (10a) enthaltenen concentrischen Kreise an die 
imaginären Kreiapunkte gelegt ist^). 

Wir wollen nun das Paar der imaginären Kreispunkte naher 
untersuchen. Von ihm gilt der Satz: 

(12) Das imaginäre Kreispunktopaar la (-m, m) = gehört 
allen Kreisen der Ebene an. 

Haben nämlich die beiden Punkte des Paares die Coordinateu 
«^, «2, Cg, resp. /3^, ß^, ßg, so ist: 

(13) » («, ») ES («,.., + «,is + .,«,) (A«, + ß,Jl,, + ß,«,), 
und aus der Gleichung eines Kreises in Linien coordi Daten 

(14) ^ (u, m) = r« . p/ . (0 {u, u) ~ (WjJ/j + ii^y^ + n^y.y = 
erltennt mau, dass die Gerade, welche etwa durch den Punkt a und 
den Mittelpunkt y des Kreises (14) geht, eine Tangente von. (14) ist, 
denn ihre Ooordinaten d^, v^^ v^ bringen die beiden linearen Auiä- 
drücke tc^ii^ -\- a^u^ -\- a^tu und 2/i«i +*/3% + ?/3% zum Verschwinden. 

1) Es gil t noik Pine audeioÄusartniig <leE Kieise=, die nicht mdei loiiu (JOi) 
daigeatellt weiden L^nn und einpn aicht im Endlu-hen gelegenen Mittelpunkt 
Ijesitüt Ana der elementiien Planimetiie ist namlieh bekannt, d'iss m eintm 
bjatcm Ton Eieisea, dio sAmmtlich durch dieselhön /nei (leelleii odei imiginäitii) 
Puntte gehen, sich atets ein ausaitendei Eieis hefcnlLt liPbtLlitnd aus dei 1 nti 117 
lirae und dei unendlich fernen GieiaJen 
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Gleiches gilt von der YerbiEclnngsliiiie des Punktes ß mit dem Mittel- 
punkte y. 

Aber « und ß sind auch geradezu die Beriilii'unga punkte der vom 
Mittelpunkte y aus an den Kreis gelegten (natürlich imaginären) 
Tangenten. Für Vi, v^, v^ als Coordinaten derjenigen Tangente der 
Curve (14) ^(m,«()^0, welche etwa die Punkte y und a verbindet, 
hat nämlich der BerOhmogspunkt nach (17) in § 5 die Gleichung 
^(u,v) = 0, uüd hierfür würde man aus (14) findeu: 

r' -P/ {{«,th + «3«3 + Vh) {ßi^i + ß,v, + ß,v,) 

+ i^,v, + ^,v, + a,v,) {ß,u, + ß,u, + ß,u,)} 
— 2 (j/, % + y^tta + ^3%) (yi«! + ijs^v^ + ij^vs) = 0. 
Da nun unsere Tangente sowohl durch den Punkt y, als auch 
durch a geht, verschwinden ^i"^ -j'^a^'a "1" J/s^ ^^^ ''i*'i 'H'^a^'g'i' "s^'si 
es reducirt sich also die Gleichung des Berührungspunktes auf 

»■' ■i>/(«i% + %i'. + «8W3) (ßt^i + (53 »Ja + ß,v,) = 0, 
und dieser Ausdruck ist gleichbedeutend mit a-^ti^ -\- a^u^ + a^u^ == 0, 
ä. h. a ist der Berührungspunkt. Analoges gilt von ß. 

Hiermit ist zugleich bewiesen, dass das Punktepaar co(u,u) = 
allen Kreisen der Ebene angehört, denn die Function «(m,«) ist 
unabhängig vom Mittelpunkt und Radius des Kreises, und auf Grund 
dieser Eigenschaft hat mau den zwei Punkten co(it,u)'=0 den Namen 
der „imaginären Kceispunkte" gegeben. 

Auch erkennt man nunmehr, weshalb ein Kreis schon durch drei 
Punkte vollständig bestimmt ist, während bei einem beliebigen Kegel- 
schnitt im allgemeinen fünf Punkte zur eindeutigen Bestimmung er- 
forderlich sind: es treten eben zu jenen drei Punkten noch die beiden, 
allen Kreisen der Ebene gemeinsamen imaginären Kreispunkte. 

In § 5 war gezeigt worden, dass die Verbindungslinie der beiden 
Punkte einer in ein Punktepaar ausgearteten Curve zweiter Classe 
doppelt zählend durch die Gleichung dieser Curve in Punktcoordinaten 
dargestellt wird. Unter Anwendung dieses Satzes auf das Paar der 
imaginären Kreispunkte a(u,u) = muss daher 

(15) Q {x, x) ^ Qu^j^ + Sß^j^a^ä + ^^^x^ + 2Qi3«iÄig 

+ 2%^x^x^ + Q^^x^^ = 
die zugehörige Verbindungslinie, also die unendlich ferne Gerade, 
doppelt zählend darstellen, oder es muse sein 

(16) Q{x,x) = i:is^x^+P^s;^+lh'»iT, &.^i. %^ = tp-,p„, 
wobei t einen Proportionalitätsfactor bedeutet. 
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Wir wollen uun untersuchen, welchen Wecth diese Constante r 
besitzt. Durch Vergleichen der CoefEcienten von x^, x^, x^ ergibt 
sich, wenn man für die Q^ und pi aus (6) in § 9 und (5) in § 1 die 
Werthe einsetzt: 

Der Inhalt des Co ordinalen drei ecks ist ferner gegeben durch 
A = -~ , und beaeichnet man mit r den Radius des dem Dreieck 
umschriebenen Kreises, so ist 03 = 2»' 8in(ß£,aa), daher A=rfe3 sin(cS(,ag) 
und \ sin (»1 , ß^) = — ■ Durch Substitution dieses Werthes in die 
Gleichung i = ■-— — Mi— ^ ergibt sieh für die Proportionalitätscon ■ 
stante t der Ausdraek 

(18) '-p(,fi.;?- 

Unter Anwendung der bekannten Formeln 

A =' 2r^ sin(fla, %) ■ sia(«B, «1) ■ sin(ßj, a^) und r == "^rjr^ 
Isann man r aus (18) eliminiren und erhält dann 
,-,0-, ^ 3A .Hm(aa.aa)-Bm(g 3, a,)-3in(ai,« a) 

eine Grösse, die auch bereits in der Gleichung (9) eines Kreises in 
Punktco ordinalen auftrat. 

Darch Elimination vi 
ergibt sich aus (18): 

(21) ^-MiiS" 

oder auch 

Eine weitere Bestimmung von t besteht ebenfalls in der "Ver- 
gleichung der Goefficienten von x \rj~ + j^ + 4-^) iiid Q (x, x) 
und Addition der so entstehenden sechs Gleichungen. Man erhält 
nämlich zunächst: 

(23) #-«". S'-Ö». 
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und hieraus 

aacli (3) in § 1 ist aber j*'-- + |i -f ^5. ^ j^ folglich 

(24) T = «1, + %^ + Qgs + 2Q,3 + 2«i3 + 2^33. 

Man kann dia Function ta (w, li) auch als Summe aweiev Quailuat« 
darstellen, denn es ist beispielsweise 

(25) »(.,,0-1 



>s (»,.%) 



woraus folgt: 

(26) Die Function a{u,u) kann für reelle Werthe der 
Variabein Uy, u^, m^ nur Zahlenwerthe you gleichem Vor- 
zeichen annehmen, es ist ia{u,ti) eine sogenannte definifce 
Form'). 

Nach (12b) in § 2 ist der Winkel zweier Geraden mit den Coor- 
dinaten Ui, resp, «/ (j = 1, 2, 3) gegeben durch 

(27) cos (u, v) = —^^M^^L=^ ■ 

Für (o (Mj v) = sind die beiden Geraden zu einander normal; andrer- 
seits ist nach S. 44 (»(it, 'ü)^0 die Bedingung dafür, dase awei 
gerade Linien m und v harmonische Polaren seien in Bezug auf das 
Paar der imaginären Kreispuukte, d. h.; 

(28) Zwei Geraden, die zu einander normal sind, können 
stets betrachtet werden ais harmonische Polaren in Bezug 
auf das Paar der imaginären Ereisjiunkte, und umgekehrt: 
Wenn zwei gerade Linien harmonische Polaren sind in Bezug 
auf das Punktepaar (ij(i(,H) = 0, sind sie z.u einander normal. 

Ans (27) folgt noch 



andrerseits ist nach (13) in §5 (a{ii,i<)- oj{v,v) — ta^{u,v) = 9.{x,x), 

x^ = u^v^ ~ iigUg , (Tg = %%v^ — M.^% , Xg = 11-1% — -Wall, 
gesetzt wird, daher nach (16) in vorliegendem Paragraphen 

1) Näheres iibev solobo Formen folgt in g 8. 
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,»)- 


-«a 


■,») 


■fb,!/)' 
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•.•)+)/»■(< 


«, ") 


— <P 


{M,( 


»)'9.(l>,l') 



Id noch ganz anderer Weise ist das Paar der imagiDären Kreis- 
punkte Ton Wichtigkeit bei Bestimmung der Grösse des Winkels 
zweier Geraden. 

Das Doppelverhältuiss a zwischen zwei Punkten x and y und 
dem Schnittpunktepaar des Kegelschnitts /(cc, a:) = mit der Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte iat nämlich nach (13) in § 4 ge- 
geben durch 

(31) 

dualistisch stellt 

(32) a' ^ 

das Doppelverhältniss zweier Geraden mit den Coordinateu Ui^ reap. 
Vi zu dem von ihrem Schnittpunkte an ii^end eine Curve zweitei" 
Classe (p{ti,u) =0 gelegten Tangentenpaare dar. 

Der Winkel Ö'q zweier Geraden u und v ist nun nach (27) ge- 
geben durch 

cos ^. = ^ ^". ^) _^. . 

Nehmen wir im Nenner der rechten Seite nur den absoluten Werth 
|'|/c3(ii, m) 1/0(1), «) I, so hängt das Vorzeichen von eos 9-q ab von 
m(u,v)-. ie nachdem ,-- - ' — , positiv oder nej^ativ ist, liegt 

d'g zwischen und ^ oder zwischen --■ und st. Zugleich folgt 

(33) ». = arc cos ^-—^hS=^=-, ■ 

Es handle sieh nun darum einen zwischen und üt gelegenen 
Werth &Q zu bestimmen der Art, dass e*»'™^ + ?')/l — 0^; hierzu 
ist nothig cos i\ = 0, sin ö'n = -j- "j/l — s^, und hieraus ergibt sich, 
dass der Bogen &g == arc cos ^ im vorliegenden Falle zwischen und 
ji liegt. Hätte man noch einen anderen Worth & gefunden, fftr den 
cos S-p = cos 9', so müsste ö' + ö'^ = -+■ 2xit sein, wo x irgend eine 
ganze Zahl bedeutet, denn alle Wertbe «w, für die e"" = 1, sind 
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von der Form w= + 2%«. Man hat dalier ^^i = lu (a + * ]/l — r) , 
wobei nun *„ identisch ist mit dem zwischeu und % gelegenen Werthe 
von arc cos s. Femer ist auch S'^i = In - 

2^, = -Vln^ + ^J Ode.- *, ^ i.]n^+-^-L^. 

Durch Substitution des Werthes s = cos ^n = v - ; ■ —- —- —, 

diese Gleichung erhält man: 



(154) »„ ^- 






und hieraus folgt mit Rücksicht auf (32): 

(35) Der Winkel zweier Geraden ist gleich dem durch 2i 
dividirten natürlichen Logarithmus des Doppelirerhältnisses, 
welches die beiden Geraden mit dem von ihrem Schnitt- 
punkte nach dem imaginären Kreißpunktepaar gezogenen 
Geradenpaare bilden. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch den Winkel a bestimmen, 
welchen zwei durch fix, a;) = gegebene Geraden mit einander bilden. 

Wären m^ ■= und Dj, = die Gleichungen der beiden Geraden, 
s s 
daber ^^ ^^ aaXiXu'^^u^v^, so hätte man nach (27) und (2Ö): 

cos « — y--=^==-^™= , 



wobei iCj = u^Vg — u^v^, x^ ^ UgV\ — tiiV^, x^^ = u^v^ — u^v^ die Oo- 
ordinaten des Schnittpunktes der zwei Geraden bedeuten; andrerseits 
ist aher nach (34) in § 4 das Product XiCCk proportional zu Ait, und 
zwar findet man leicht XiXk ^ — '^Am daher tp^^ = — itFißjp). 
Aus 2ß;i = UiVt + ViUt folgt 

(a(w, v) = (0^1 WiD, + mia(Mi«s + «ä^) H h ö^bs^s^ 

1) Die Vorzeichen der Wurzeln in (34) sind zu yei-tauaclieii, wenn S-,, zwischen 
und — ?t liegt. Für beide Fälle bat mau in (34) bei dem Logarithmus den 
Hauptwerth zu setzen, d. h. denjenigen, deBseii imiiginürec Theil zwischen + i« 
und — iii liegt. 
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wofür [a, (o] gesetzt werde; endlicli ist 

cj(m, m) ■ w(y, v) = cr'iii, v) ~ 4^tF{p,p) = [a, wf — irF{p,p), 
es ergibt sich also 



(36) cos^ « = 









§ B. 

Ueber einen fandameutalen Satz aus der Theorie der deüniten 

quadratischen Formen und über zwei Gattungen von Gleichungen 

mit nur reellen "Wurzeln. 

Im vorhergehenden Paragraphen wurde gezeigt, dass (o(m, it) eine 
sogenannte definite Form, d. h. eine ganze homogene Function ist, 
welche für reelle Wertlie der Variabelu nur Zahlenwerthe von gleichem 
Vorzeichen anzunehmen vermag. 

Man bezeichnet überhaupt als „Perm" eine ganze homogene 
Function mehrerer Yariabeln, um eine Ausdrucks weise för die Ge- 
sammtbeit aller Glieder zu haben, welche, in den Yariabeln aämmtlich 
von gleicher Dimension, die Function zusammensetzen. Nach ihrer 
Dimension in den Variabein heiast die Form von der 1., 2., 3,, . . . Ji"" 
Ordnung, oder auch linear, quadratisch, kubisch, ...; nach der An- 
zahl der Variabein heisst sie, von 2 beginnend, binär, ternar, .... 
So ist z. ß. aiiXj^-\- 2012^1^2 -\- 1233^/+ 2ai^XiXj^-\- 2a2sX.^Xg-\- a^iCC^^ 
eine ternäre quadratische Form. 

Ueber definite quadratische Formen gibt es nun einen für spätere 
Untersuchungen wichtigen Satz, den wir allgemein für den Fall von 
w Variabein beweisen wollen unter Anwendung eines von Kronecker 
bei ähnlicher Gelegenheit benutzten Raisonnements ^), Dieser Satz lautet: 

(1) Ist q['(M^,t!a,...M„)^=^i ^*qjit%Mi eine quadratische Form 

mit n Variabein %, «3, . . . «», welche für beliebige reelle 
Werthe der ti nur Zahlenwerthe mit demselben Vorzeichen 
annimmt (definit ist), und verschwindet diese Form für die 
Werthe Piji'a, - ■ -ß» der Variabein, unter denen mindestens 
einer von Null verschieden ist, so verschwinden aucli immer 
die Ausdrucke 9>'Cj'i)> ^''(i'a)' ■ ■ ■ Q^'Ci'")- 



') Vgl. Kroneclcei- in de 
WisaenBchafteii, Jahrgang 1868, ! 
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Zum Beweis dieses Satzes setze man: 

(2) u^ = v^+Xp„ u^:^v^ + lp,„---u^-i='>!,_,-\-i.p„-.,, M,=0 + Aß„, 
wobei etwa p„ ^0 sei. Alsdann wird 

(3) ^(.t,, u„ ■ . - M„_i, u.) = <p{v,, V,,--- v.-u 0) 

+ ^ i "p'te) ■ «1 + <pXp,) ■«', + ■■■ + <P '0^.-0 ■ »'.-il 

doch hat hierin der Factor toh l^ nach Voraus Setzung den Werth Null. 
Um nun zu zeigen, dass die Ausdrücke 'p'{pi),9'{p^, ■ ■ -fp'iP") 
verschwinden, nehme man an, es sei etwa ^'{pk) von Null Terschieden 
und setze v, = ü^ = ■ - - ■= Vt—i ■= v^+i = ■ ■ ■ = c„ = 0, «^ ^= 1; 
hierdurch verwandelt sich ^(Mj,Mjj..,|[„) in 

fp{0, 0, . ., 1, 0, . ., 0) + i.p'(j>i), 
und da hier A jeden beliebigen Werth annehmen kann, so ist dies 
auch, so lange <p'{Pk)^0, mit 9)(%, %, . . . -M«) der Fall, was aber 
der über das Wesen der Function gemachten Voraussetzung definit zu 
sein widerspricht. Mithin muss (p'(j>h) verschwinden, und zwar zu- 
nächst für /c =- 1, 2, ■ ■ ■ (« — 1), weil nur ^'(Pi), (p'iPi), ■ • • 'piPn—i) 
m dem Factor von A in (3) aultreten. Da aber 

9(PuPi>--P«)=^Pi<p'{Pi) + '{W{Pü)'\ \-p^-i<p'{P<i-i)+P-^'P'iP«) = ^, 

so muss auch noch 'p\Pa) verschwinden; denn p„ wurde als von Null 
verschieden angenommen. 

Für den Fall der durch ct(m, m) deflnirten und im vorhergehenden 
Paragraphen näher betrachteten Form, welche gleich Null gesetzt die 
zwei imaginären Kreispunkte darstellt, sind die Ooordinaten der un- 

endhch fernen Geraden i>i = y^ (i = l, 2, 3) solche Wcrthe, für welche 



(a(M, u) verschwindet; denn diese Gerade ist Trägerin des I 

Es ist danu zufolge des Satzes (1) stets a'{p!) ^0, (i = 1, 2, 3), wie 

übrigens auch schon in § 2 erwähnt wurde. 

Um den Nutzen des Pundamentaltheorems (1) darzulegen, wollen 
wir einige Sätze über zwei Gattungen von Gleichungen beweisen, die 
im Folgenden, wie überhaupt in vielen Theilen der reinen und ange- 
wandten Mathematik, eine wichtige Rolle spielen. Der erste Satz 
lautet: 

(4) Bezeichnet ipiii^jitf^,- ■ ■ u^)-^^ ^ aniii'ti: eine beliebige 

quadratische Form der n Variabein %,!%,■ --m«, ferner 
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eine definite quadratische Form derselben Veräßderlielien 
und setzt man — ^»ji + ro,* ^ 7;^, so besitzt die Gleichung 
jjten Grades in A: 

(4a) r --._2 ± (y^^y^^ • ■ ■ >'-') =-^ ^' (3',-. - n.) 

stets nur reelle Wurzeln. 

Ist nämlieli X eine von Null verschiedene Wurzel dieser Glei- 
chung, ao gibt es zufolge (4a) stets Werthe e^^, c^, . . . c„, die nicht 
sämmtlieh NuU sind und die n Gleichungen befriedigen: 

(5) ~ >.,p'(c.-) + o'(c,.) = (^ = 1, 2, ■ ■ . n). 

Ist allgemein c^ =^ c^" + c/]/— 1, so folgt durch Multip lication 
der n Gleichungen (5) mit Cj" — c,'Y~^^ '^^^ Addition derselben: 

(6) -H Vic,', c.r-- c-/) + V (€,', c;, ■ ■ ■ c,:) ] + ^{c,'>, c,", ■ ■ ■ cj') 

■-h ««,<, ■■■c„') = 0. 

Hier kann nun der Coefficient von k nicht verschwinden, denn 
sonst würde auch die Summe der beiden o verschwinden müssen, d. h. 
die Ci und c/ wären nach (1) solche Werthe, für die a>'{c^') ^ und 
(i)'(Ci')==0; dann wäre nach (5) neben o>'(C() = auch noch q)'(Cj) = 
(i = 1, 2, , . . «) , d. h. die Gleichung (5) wäre für beliebige Werthe 
von A giltig, somit die Determinante ^\ + (^nJ'aa ' ' ' 5'«") identisch 
Null, und dieser Fall war bisher eo ipso ausgeschlossen. Der Coeffi- 
cient von A io (6) ist demnach von Null verschieden, und in Folge 
dessen A gleich dem Quotienten zweier reellen Grössen, also in der 
That reell. 

Für die Gleichung (4a) bestehen noch zwei weitere Sätze, die 
später von Wichtigkeit sind und daher hier bewiesen werden sollen^), 
nämlich; 

(7) A) Jeder i-fache Factor (A — AJ von r=0, wobei A, > 0, 
ist mindeatena Q. — 1) mal in der Unterdeterminanto Tu eines 
beliebigen Elementes yi^ der Determinante f als Factor ent- 
halten. 

I) Das Princip der hiei- angewandten Beweismetliode ist eine üraformiing 
derjenigen, welche Herr Wciarstraea gegeheo. hat in den Monatsberichten der 
Ä-kademie der WisaenBchaften zu Berlin, Jahrgang 1858, S. H07— 220. 
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(8) B) Jede l-Uche YOrsehwindende Wnrzel A = der 

Gleichung r = ist mindestens (i — 2)faelie Wurzel tou 
Vit = 0. 

Zum Beweiss des Salaes A) gehen wir aus von dem Quotiontoji 

I Vn ]'i2 ■ ■ -ri,. 
Väi ras ■ ■ ■ T2« 



X(A)^ 



oder 



2* ± (*'u ''ss ■ 



■r«.) 



zW = 



^ ±(711 rss- ■ ■ Vn^) 

in welchem die y,- willkücüch fixirte Constanten, die Xi irgend ■welche 
variabele Grössen bedeuten. Die Anwendung einer Pavtialbruclizer- 
legung auf (9) möge alsdann, soweit sich die Brüche auf die 
Wurzel J. >= ij von f^O beziehen, eine Summe liefern von der 
Form: 



(10) z(^) '- 









ä+- 



K1 ' (i~i.)°~' ' (^- 
wobei die c, c, c", . . . abhängen von den wiilkürlich lixirten y und 
von den ya, und wir behaupten nun, dass hier, so lange A^ ^ 0, 
der Exponent e nicht grösser sein kann als 1. Da nämlich 
vorausgesetzt ist, dass T nicht identisch verschwindet, kann man in 
(9) und (10) setzen 

(11) x, = --\x^'ia)^ J «'(«,), 

wodurch sich der Zähler von (9) verwandelt in («;[«(i + »/aMa + --'+i/nM„)r, 
also x(A) nach Wegheben von f in y^ii^ ■\- y^ti^ _|_ . . . -|- y^u.^. Für 
A = ^j -f- Ä erhält man alsdann nach MultipHeation mit /** an Stelle 
von (10) die Gleichung 

(12) »,.;.-_|-(j, + /.>(«,.,) + »(£,«)! 

+ i|-Cl. + A)9(c» + ai(»',t.)l 

+ h'[- (A, + 4),f (»",.) + o(c",«)l + ■-•■ 

Für e > 1 müssten mindestens die Coeffieienten von A" und h^ der 
rechten Seite gleich Null sein, es wäre daher 



y Google 



System quadratischer formen, deäseii üeteiTJjiinanto nur roello li'acLoron hiit. 69 

(13) a{c,it) — l^<p{o,u) =--0 
und 

(14) «(»>.)- -i,9(»',»)~v(c,»)-0'). 

Setzt man nuü M; = c/ in (13), dagegen % = Cj in (14) uüd anb- 
trahirt man beide Gleichungen von einander, so folgt ^(c, c) = 0, 
somit nach (13) auch ß>(c, c) = 0; nach dem Pundamentaltheoreme 
(1) ist dann auch iö(c,m) = 0, denn ki(«,m) ist eine definite Form, 
und nach (13) nunmehr ^{c, u) = 0, da Ij ^ 0, d. h. für jeden Werth 
von X hätte man &(c,ii) — iq?(e, m) = 0, die Determinante f würde 
identisch verschwinden gegen die Voraussetzung, So lange A $ kann 
folglich e in (10) nicht grösser als 1 sein, d. h. in dem Quotienten 
x(^} mtiss sich die Z-fache Wurzel X^ ^ X Ton r = mindestens 
(l — l)mal in Zähler und Nenner wegheben lassen, oder es muss 
wegen der Willkürlichkeit der x, und yi in iW der Factor X — ?,, in 
jeder Unter deter min ante Vue von V mindestens (Z^l)mal ent- 
halten sein. 

Zum Beweis des Satzes B) in (S) verfahren wir zunächst gerade 
so wie bei A) und gelangen hierdurch zur Gleichung (12), in der je- 
doch nunmehr Aj = zu setzen ist. Alsdann behaupten wir, dass 
für A^ ^ der Exponent e in (12) nicht grösser sein kann 
als 2. Für e > 2 müsste nämlich neben den Ooefflcienten von h^ und 
J)} mindestens auch dei^enige von Ji' verschwinden; in Folge von Aj^O 
gehen aber die Gleichungen (13) und (14) über in 

(15) (o(c,m)=-0 
und 

(16) o(c»-,p(»,,.)-0, 

während das Verschwinden des Coefficienten von /i^ für 1, =0 liefert; 

(17) o(»",»)-y(c',») = 0. 

Setzt mau nun M; =■ d in (17), dagegen % = c," in (15) und sub- 
trahirt man beide Gleichungen von einander, so folgt g>(c',c) ■^=0, 

1) Es lassen sich die y^ stets so flsiren, dass nicht alle e^ {s ^ 1, 2, ■ - ■ n) Null 
sind, denn sonst wäre für beliebige x^ vind y. der Factor 1 — i, auch Z-fach in 

der Determinante ( j enthalten, d.h. Z-fach in ieder Unterdeterminante r... 

Dies ist aber unmöglich, da alsdann auf Grand von 

^ ^ ^ övii^ dl ~ ^ ^ '*"'* ~ 
auch \" ■^) dou Factor (i — l^{ cntlialteii wüfde. 
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daher ist alsdann für Ui = Ci in (16) i»(c', c') = und nach dem 
Fundaiuentaltheorein (1) (>}{c',u) = 0-^ Werdureh liefert (16) <p(c,ii) = 0, 
es wäre also mit Rücksicht auf (15) für jeden Werth von X aic, u) 
— lfp{G, u) = 0, d. h. die Determinante V würde identisch yeraehwin- 
den, was ausgeschlossen war. Für i.^ = Q kann folglich e in (10) 
nicht grösser als 2 sein, d. h, in dem Quotienten i{X) muss sich die 
etwa auftretende J-facho Wurzel A = von r = mindestens (l — 2)- 
mal in Zähler und Nenner wegheben lassen, oder es muss in jeder 
Ünterdeterniinantc Tik von f der Factor A mindestens (i — 2) mal 
enthalten sein. 

Wir wollen nun noch eine zweite Gattung von Gleichungen be- 
trachten, die ähnliche Eigenschaften haben wie die Gleichungen von 
der Form (4a). 

Es sei nämlich f-~^f^^^ik^i^h eine beliebige quadratische 
Form der »Variabein x^,X2,---Xa, lo^^^ y* eyneiHU,, eine qua- 
dratische Form der Variabeln %,%,.,. m„, welche für reelle Werthe 
der M nur Zahlenwerthe von demselben Vorzeichen annimmt^). Als- 
dann bilde man den Ausdruck 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist 

(18) aik = toiiflu + miC'ih + . - ■ -4- (Onia^k 

und im allgemeinen «,jt nicht gleich «*;; ferner setze man 

und definire Grossen ßik durch 

T(»,.)-A....E^j2ft.„,». 

Es besteht alsdann der Satz: 
(19) Unter den soeben gemachten Voraussetzungen hat 
die Gleichung n^" Grades in X: 



1) Es ist nickt nöthig, dass die Determio ante ^ 
Ander erseits ist voraasgesetut a,t ■■= «t; imd m.. = m., 
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(]9a) 
oder auch 



!r quadrat. Foimen mit coiitragrediente» Vot'andei'liolien. 7 1 
ll — Xa-ii ■ • ■ «In 



stets HUI' relle Wurzeln. 

Zum Beweis dieses Satzes werde zunächst bemerkt, ttass es zu- 
folge Vereehwindens der Determinante {19a) Werthe i^, t^, . . . t^ gibt, 
för welcbe 

[ («11 — X)h + ß,a(s + ■ • • + RiJn = 
«21^1 + («23 — A)(ä + • ■ ■ + Ks«f„ = 



(20) 



In.it. + «.!«! H Ko„ — J)(,. — 0. 

Zwei conjugirt complexen Wurzeln X von (19a) würden dann zwei 
eonjugirt eomplexe Werthaysteme der t zugehijren, sie seien etwa 



(21) (, — », + Y^^ w, nnd t, = 



-y=l», (i 



■1.2, 



■n). 



Wir multiplieiren nun die Gleichungen (20), nachdem in ihnen die mit 
dem Factor X behafteten Glieder auf die rechte Seite gebracht sind, 
rosp. mit —m'{ti) und summiren über i, wodurch man erhält: 



(22) 



iJ/^*."'*) ■ "'W - ' ■ J/y-'W 



bei Substitution der für ti und U angenommenen eonjugirt imaginären 
Werthe (21) verwandelt sich aber die rechte Seite dieser Gleichungen 
in X(<j}{v,v) -\- a>{WjW)), und hier können ra{v,v) und (o{ti-,tü) nach 
unseren Voraussetzungen über die Function to nie entgegengesetzte 
Vorzeichen besitzen^). Ferner ändert sich zufolge «,-* ^ au die Unke 
Seite Ton (22) nicht, wenn man die ii mit den ti vertauscht, also 
-j-l/ — 1 mit — ]/ — 1 vertauscht, es würde daher der den U ent- 

I) Wäre etwa iii{v, v) = qi(m', w) = 0, so müssteii die v^ und jOj den Glei- 
chungen genügen (o'{'c^) ^0, ra '(■»;)=; 0. (»= 1, 2, . . . w), so dass aucli co'(i;) = 0; 
auB (20) wtirdea also Gleioliungüu fuigen von der Form 

wüs nur möglidi , wenn J. ^ 0, ila (o'(*i:) ^ei'ach windet. 
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sprechemle Worth voa A deiBiillje sein, wie der dun tj OEtsp rechen de, 
d. h. der imagiuilre Theil TOii 1 muss Null, 1 muss reell sein, w. z. b. w. 
Aueli für die Gleichung (19 a) gelten die analogen Sätze wie (7) 
und (8) bei der Gleichung (4a), nämlich: 

(23) k) Jeder Z-fache Factor {X — X^), wobei A, ^ 0, von 
6=2* + 0^uÄa---/^««)'=O ist mindestens (i— l)mal in der 
Unterdeterminaute ßn^ eines beliebigen Elementes ßn, der 
Determinante B als Factor enthalten. 

(24) B) Jede i-facbe verschwindende Wurzel A = Ü der 
Gleichung B '^ ist mindestens (l — 2)facbe Wurzel von 
B,* = 0. 

Zum Beweis dieser Sätze gehen wir aus von dem Quotienten 



(25) 
oder 



x(*)--= 



2±(h,e..- f..) 



2;±(Pufe-'M 

in welchem die Wi willkürlich fisirte Oonstanten, die Vi irgend welche 
variabele Grössen bedeuten. Die Anwendung einer Partialbmchzer- 
legung möge alsdann, soweit sich die Brilche aiif die Wurzel 
A = A^ von B =^ beziehen, eine Summe liefern von der Form 



(26) X(l) 






(1 - i,r (1 ^- !,)•- 



(1-1,)"- 



wobei die c, c', c", . . . abhängen von den willkürlicb fixirten Wi und 
von den ßik, und wir beiiaupteu nun, dass bier, so lange A^^O, 
der Exponent e nicht grösser sein kann als 1. Denn setzt man 



(27) 



„«. + Cu«! + ■ ■ - + ßiA 



*™ia;i + ß«S^2 + ■ ■ ■ + ßnn3:n , 
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SO verwandelt eich X{A) in Wi^i ■^ w^x^ i- ■ ■ ■ -^ Wn^^''), und für 
A ^ A^ + /( erhält man nach Multiplication mit h" an Stelle vor (26) 
die Gleichung 

(28) tv^ - A« = {V((i, «) - (A, + h)c^.] 

Für e>l müssten mindestens die Coefficienten von /*•* und k^ 
der rechten Seite gleich Null seiiij man hätte daher 

(29) T(c,a:) — A,c^ = 
und 

(30) M'(c', x) — l^c: — C:. = 0. 

Ist nun ^ijjpa, ■ ■ -Pt, ein Werthaystem , für welches io(p,p) = 0, 
daher nach (1) auch (o'(j),)=0, so können jedenfalls die C; nicht 
proportional sein den pi, denn sonst wäre auch 



ffe«^) = T2;rw •»•(«.-) 



identiscli Null, daher nach (29) c^; ;^ 0, was nicht denkhar^). Man 
setze jetzt in (29) x; = -a- o'(c/), dagegen iu (30) ^; = y'^'C'^')) "-^ä- 

dann werden ^(c,x) und 'V(c',x) identisch mit -^ y^ anet'lc,) «'(ct') 

und wegen ani ^ a^ einander gleich. Zieht man daher nach diesen 
Substitutionen (29) und (30) von einander ab, so bleibt übrig (o{g,c) =0, 
was nicht möglich ist, wie soeben erwiesen. Im Falle A^ :5 kann 
folglich e nicht grösser als 1 sein, u. s. w, (wie oben beim Beweis 
des Satzes (7)). 

Zum Beweis des Satzes (24) verfahren wir zunächst gerade so 
wie bei (23) und gelangen hierdurch zur Gleichung (28), in der je- 
doch i, = zu setaea ist. Alsdann behaupten wir, dass für X^ = Q 
der Exponent e iu (28) und (26) nicht grösser sein kann als 2. 
Für e > 2 müsste nämlich neben den Coefficienten von li^ und h^ in 
(28) mindestens auch derjenige von h^ verschwinden; in Folge von 
/l[ = gehen aber die Gleichungen (29) und (30) über in 

(31) M'Cc,a^) = 
und 

(32) H'(c» — c^ = 0, 

1) Man hat wie Seite 68, Zoile 8^9 von untsn, die letzt« Vevticah'oihe des 
Ziihlei-s in (25) vermöge tlev TOrausgetenden Reiten zu tisinafbi'miren. 
a) Vgl. die Fussnote zu S, 69, 
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während das Versdi winden des Coefficienteu von A"^ für A^ = liefert: 

(33) V(c",«)-c.; = 0. 

Jetzt sind die c; in (31) proportional den jj, denn setzt man in (Bl) 

Xi = -^(o'(Ci'), in (32) Xi = —io'{ci) nnd zieht beide Gleiehnngen von 

einander ah, so hleibt e}(e, c) = 0. Dagegen sind die c^ in (32) nicht 

den ßi proportional, sonst wäre auch Y(c', a') = 0, somit wegen (32) 

Ifjr^O, was nicht denkbar. Wird nun in (32) gesetzt Xi = —(o'(Ci'), 

in (33) iCi ^ Yej'(e/), so erhält man durch Subtraetion cj(c',c') = 0, 

was nicht statthaben kann, denn die c/ sind den pi nicht proportional. 

Für (l^ = kann folglich e in (26) nicht grösser sein als 2, 
u. s. w. (wie heim Beweis des Satzes (8)). 

Wir wollen noch bemerken, dass die Sätze (4), (7) und (8) auch 
dann bestehen bleiben, wenn an Stelle der Formen (p(u^,ii^, . . .H,t) 
und ro(%, %, , . . ti.„) zwei bilineare Formen treten 

welche folgende Bedingungen erfolgen: «;i muss coniplex conjugirt 
sein zu au, analog üj;^ zu toj;, so dass also ata und etn reell sind; 
ferner müssen S; und £^ complex eoajugirte Werthe haben, z. B. 

St = iCs + Vk Y— 1 , £t = ä^s — y* ]/-— 1 ; 

endlieh darf die Form oj(s, £) (eventuell auch mit verschwindender 
Determinante) nur Zahlenwertlie von gleichem Vorzeichen annehmen. 
Der Beweis obiger Behauptung beruht auch hier auf dem Satze, dass, 
wenn die Form 0(5, ^) für zwei bestimmte Werthsysteme 

Pk = Pk' + Pk V~ 1 lind Kl = jSi" -- pt' Y— 1 

der Variabein 0^ und ^t (fc = 1, 2, . , , n) verschwindet, immer auch 
üj(jp, g) und a{s,jt) identisch verschwinden^). 

Es möge noch besonders der Fall hervorgehoben werden, dasa 
in der Form <p{0, g) die Coefficienfcen «^j, «g^, . . . «„„ sümmtlich Null, 
dagegen «;<; (*^'0 rein imaginär sind, so dass K;t = i/5,-i, aM== — ißit 

1) Für den Fall, dase ^ ± (m,, »aa ■ ■ - "„ J ^ l^at Herr CliciBtoffel 
einen bindenden algebraischen Beweis dei verallgemeinerten SS.tae (4) und (7) 
gegelien: „Verallgemeinorung einiger Tlieoreme des Herrn Weieratrass", Journal 
für die reine und angewandte Mathematik, I3d. GS, S. 255—272, 1864. 
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uud ifi{s, 9 ßii6 „alternirende bilineare Form" darstellt. In der nun 
analog zu (4a) gebildeten Determinante sind Wj^, a,^^, . . . ro«« die Dia- 
gonal elemente, die übrigen Elemente sind von der Form — ^i^« + ioa, 
bezw. + Aij3ij -|- w^.;. Es folgt daber der Satz; Wenn die oben de- 

finirte Form 0(2, t) definit ist und die bilineare Form ^ ^ ßik!Siti 
reelle Coefficienten hat der Art, dass ßa = 0, ßi/i = — ■ ßn ist, so er- 
gibt die Determinante von a(^, £) — ■ ji^ ^ ßa^iik gleich Null 



le Gleichung, welehe rein imuginUre Wurzeln i», = Xi hat 
und für welche die weiteren in (7) und (8) ausgedrückten Eigen- 
schaften bestehen^). 

Zum Schiusa dieses der Algebra gewidmeten Paragraphen sei 
noch ein Satz erwähnt, der zwar mit den vorhergehenden Theoremen 
in keinem Zusammenhang steht, aber hier Stelle finden soll, weil er 
bei späteren Betrachtungen ein wichtiges algebraisches Hilfsmittel 
bildet. Derselbe lautet: 

(34) Wenn zwei ganze homogene Functionen fc*™ Grades 
der n Variabein x^jX^, . , .a:^ für alle Werthe der z identisch 
sind, so sind die Coefficienten gleicher Potenzen der Va- 
riabein einander gleich. 

Zum Beweis dieses Satzes denkt man sich etwa x^, x^, . . . x„ be- 
liebig fixirt, Xi veränderlich; dann müssen nach einem bekannten 
Fundamentaltheorem die Coefficienten der gleichen Potenzen von a;, 
identisch sein; alsdann fixirt man nur x^, x^, . . . x„.mid lässt x.^ ver- 
änderlich u. 8. w. 



^ ^hkXiXk, 



sü muss a;i=^fc,t (i, /ü = 1, 2, B) sein. Daraus folgt nach Multipli- 
eation der gleichen Coefficienten «,j, und iij mit beliebigen Zahlen 

1) Vergleiche WeierstraBB! „Ueber ein die homogenen Functionen zweiten 
Gtiidea betreffendes Theorem", Monatsberichte der Akademie der Wisse nsehaften 
EU Berlin, Jahrgang 1879, S, 430—439, sowie Lipschitzi „Beiträge au der Theorie 
der gleichzeitigen Traneformation von awei quadratischen oder bilinearen Formen", 
Sitzungsberichte der Akademie der Wissen achaf ton zn Bei'lin, 1, Halbhand des 
Jahrsanga lb90, S, öOÖ f. 
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ß,i die Uleicliuiii; 

«11 «u + 2«is«ia + "2ü«Bä + ^öia^ia H 

= &n«n + 2i,aß,2 + 5aä«23 + 2&is«i8 H • 

Dieses specielle Verfahren zeigt, dass man den Sata (34) iillgemeiu 
auch in folgender Form anssprechea kann: 

(35) Wenn eine homogene Gleichung fc'™ Grades zwischen 
den n Variabein x^,x^,...x„ für alle Werthe der x besteht, 
so bleibt sie auch noch richtig, wenn man die Producte der 
Variabein durch die Coefficienten einer beliebigen Form 
fc*"" Grades von n Veränderücheii ersetzt. 

§ 9. 
Bin EscTirs über Invarianten, 
Um eine Erklärung des Begi'iffs der Invariante zo geben, knüpft 
man am besten an das Multiplikationstheorem der Determinanten an. 
Wenn n lineare Ausdrücke 

(1) u; ^ rti;a;i + a^iXs -\- ■ ■ ■ ~\- u,ax„ (* = 1, 2, . . . n), 
wobei im allgemeinen a-.k ^ o-u sei, durch die Substitution 

(2) ä, - »,I, + ftÄ + ■ ■ • + «X. (i _ 1, 2, . . . «) 
übergehen in 

(3) 1,,- = at;Xi + a.iX, + . . - + a,„X„ {_i = 1, 2, . . . n), 
so ist nach dem Multiplieationstheorem der Determinanten 

(4) 2' +(»..»----''")-'--2' + («..»»■■'«"). 

wobei 

(5) .■ = 2+(«.ft---«-) 
die Determinante der Substitutionen (2) bezeichnet. 

Wir bilden nun mit Hilfe eines neuen Systems von Veränder- 
lichen y^, «/a, . . . yn den linearen Ausdruck 

(6) UiJ/i + Ui^aH |-U«y« 

und transformiren denselben durch die Substitution 

(7) yy. = «; r, + ^.T, + ■ ■ ■ + %{ Y„ (h - 1., % . - ., «), 
so dass sieh (6) verwandelt in 



(8) JJ^'.^'K,, 
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(9) 



Definition der Inya,riHiitüD. 






Alsdanu ist nach (4) mit den entsprechenden Vertansclrnngen, 
resp. direet: 

(10) 2 ± tA. ^., ■ ■ ■ A.) - ^' 2 + («.. °» ■ ■ ■ »") 

wobei 

(11) •■■-2 + (".'">■■ ■■«.') 

die Determinante der Sabetitutionen (7) bezeicimet. 

Hierbei lassen sich die An auch dadurch definiren, dass man sagt, 
durch die Substitutionen (2) und (7) sei der Ausdruck 

(12) ..,!/, + ..,!,, + ■.. + «.!/. oa-J;2«<«»' 

übergeführt worden in 

Die Dcteruiinantö 

(14) ^ H-- («11 (hi- ■■ ««") 

ist nach ilem Vorausgehenden eine derartige Verbindung der Coeffi- 
cienten der gegebenen n Formen (1), dass bei Bildung des entsprechen- 
den Ausdrucks mit den Coefficienten der linear transformirten Formen 
(3) sich (14) zufolge (4) reproducirt bis auf die erste Potenz der Sub- 
stitutionsdeterminante (ö). 

Allgemein nennt man nun Invariante eine solche Function der 
Coefficienten einer oder mehrerer Formen, welche, gebildet für die 
Coefficienten der durch eine und dieselbe Substitution linear trans- 
formirten Formen, sich bis auf eine Potenz der Substitutiousdetermi- 
nante reproducirt. Eine Invariante ist daher eine Function q> jener 
Coefficienten an, resp. On,, welche die Gleichung erfüllt 
(15) 9)(a^i) = r^-9(%j). 

Den Exponenten A der Substitutionsdeterminante nennt man da.s 
Gewicht des betreffenden invarianten Ausdrucks. 



y Google 



78 I. ÄbBclmitt. S 9. 

Als absolute Invariante bezeichnet man eine solche Function 
der Coefßcienten, welche hei linearer Transformation völlig ungeändert 
bleibt, also daa Gewicht A = besitzt. 

Enthält eine Verbindung von der Form (15) ausser den Coeffi- 
cienten auch noch die Variabeln, so wird sie ala Oovariante be- 
zeichnet; letztere würde daher eine Gleichung erfüllen von der Gestalt 

(16) (p{iXik; ^1, X^, ■ ■ ■ X^) = i'' ■ 9>(«j*; Xy, x^- • ■ x^)- 

Setzt man in (12) specieil «u- = ciki, sowie Xi = j/,- und X; = Yi 
(i = 1, 2, . . .n), so verwandelt sich (1.2) in eine quadratische Form 
von n Vaiiabeln x^, x^, . ..x„: 

(17) /(a:, ^) = 2 2 «'*^*^* ' 
welche durch die Substitutionen (2) übergeführt wird in 

(18) F(X,X) = ^2^'-^'^'' 

die beiden Transformationen (2) und (7) werden dann einander gleich 
und daher r = r'. 

Die Gleichung f(x,x) = F{X, X) gilt nun, welche Werthe die 
X und in Folge davon auch die X haben mögen, sie gilt daher noch, 
wenn man Xi ersetzt durch Xi + J-j/j und X; durch Xi -{- l Y-,, es ist 

(19) /'(a^i + Xy^, x^ + Xy^, ■ ■ ■ x„ + ly«) 

= F{X^ -\- XYi,X^-\- lY^,- ■ ■ X^ -\- 1 7„), 

und da diese Gleichung fUr ganz beliebige Werthe des Parameters l 
stattfindet, müssen die Coefficienten gleicher Potenzen von A links 
und rechts einander gleich sein. Berücksichtigen wir nur die erste 
Potenz, so ist demnach 

, df BF ^ , BF T, : , dl'' 

durch Anwendung der Formel (10) folgt alsdann 

(21) 2" + (^.. ^« ■■■^••)=''-2± ("" ""■■' "">• 

Die hier auftretenden Determinanten der Aik resp. On nennt man 
die Diseriminante der Formen (18), resp. (17);'-) wie aas (21) er- 

1) Wir sind dieser DiscriminantB im Falle dreier Variabelji bereits in g 4 
begegnet; ea wurde dort gezeigt, dasa ihr Verächwinden die Ausartung des Kegel- 
schnitts Bur Folge hat. 



y Google 



Simultane Invarianten zweier qnadrati scher Formen, 79 

sichtlich, ist eine solche Discriminante zugleich eine Invariante, und 
zwar vom Gewicht 2, 

Man kann B.ueh, statt von einer einzigen Form f{x^ x) auszugehen, 
die Ijueare Oombination lg{x,x)— f(x,x} oder ausführlicher 

^ ^ ^ bik'-CiXk — ^ ^ aaXiWi: 

zu Grund legen; dieselbe werde kurz durch 

h{x, x) E^ ^ ^ CikXiXk 

bezeichnet, wobei c,i = ^6^^ — «ü. Würde jetzt h{x,x) durch die 
Substitution (2) transformirt in 

so wäre nach (21): 

Die awei hiei auttietenden Dieciimmanten enthalten nun die l 
bis zum «*=" Grade, und da (22) gilt, welche Werthe man auch dem 
Parameter A ertheilcn mag, müssen die Coethcienten gleicher Potenzen 
von X links und rechts einandei gleich sein Die auf solche Weise 
einander entsprechenden Coefhcienten sind überdies beiderseits gleich 
gebaut, nur besitzeu die lechts Btehtnden noi.h den Factor r^, die ge- 
nannten Coefficienten müssen diso In\aiianten sein; sie heisaen simul- 
tane Invarianten dt^ Systems dei beiden T ormen f(x, x) und g{x, x). 

In dem für das später Folgende wichtigen Falle dreier Variabein 
*ii ^ai % erhält man 

(23) 2 ± (Cn c,, C33) = PB - 3A^e + 3AH - Ä, 

wo Ä und B die Discriminanten von f(x, x) resp. g{x, x) bedeuten, 
während und H, wie die Ausrechnung zeigt, bestimmt sind durch 

(-241 P® = «uJ5n + «2.-B23 + %8Sä8 + 2%3-Bia+2%3-B,e + 2%:^ 
' \ BH = fc,i^„ + &äa-Äaa4-fc8sAs + 2fcia-<i,2 + 26i3A3+2!'a3As- 

Hierbei sind die Äij: und Bik die Untetdeterminanten der Ele- 
mente ffl« und iiie in den Determinanten A resp. B. 

Die Ausdrücke (24) geben somit Beispiele ab für simultane In- 
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Varianten der beiden Formen f(x,x") und g(x,£)-, das Gewicht ist 
jedes mal gleich 2. 

Auch für Covarianten möge noeli ein Beispiel gegeben werden, 
das überliaupt zeigt, wie man eine ganze Reihe solcher Functionen 
erhalten kann. Statt der quadratischen Formen (17) und (18) seien 
Formen beliebiger Ordnung gegeben; auf gleichem Wege wie oben 
gelangt man zu (19), und hieraus durch Vergleich der Coefficienten 
von X^ zu 

Denkt man sich hier den ic,,a^, . . . a;„ irgend welche bestimmte 
Werthe ertheilt und 5— ^-=ö,4 gesetzt, so würde (25) aussagen, dass 

eine quadratische Form 'j^ xf (^n^illt durch die Substitutionen (3)^) 

übergeführt sei in ^i ^^' ■^ncYi'^i:; dann ist auch 

''2+ ("" »» ■ ■ ■ '■•■) -2± (''.. ^>> ■ ■ • ^■■)' 

nach Wiedereinführung der /.weiten Differentialquotienten verwandelt 
sich aber diese Relation in 

(26) r -^ +(^^^..._J_2^ +(^__^^^...-_-^^. 

Die hierdurch defiüirte Covariante der Form n*^' Ordnung 
f{x^, x^. . . x„) ist also die aus den zweiten partiellen Differentialquo- 
tienten von f gebildete Determinante und wird die Hesse'sche Co- 
variante oder Determinante von f genannt; sie wird zur Discriminaute, 
wenn f von der zweiten Ordnung ist. 

Es möge noch erwähnt werden ein Beispiel für eine simnltane 
Invariante einer quadratischen und beliebig vieler linearer Formen 
von n Variabein, um zu zeigen, wie man noch zu einer anderen Art 
von invarianten Bildungen, zu den sogenannten Contravarianten 
gelangt. Der Einfachheit halber seien ausser der quadratischen Form 
(17) nur zwei lineare Formen gegeben, nämlich 

i) Es ist in (3) jedoch zu ersetzen a:^ durch y^ , Ji.^ durch Y^ {i *= 1, _', . . . n). 
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Es wird sieli dann zeigen, dass die Determinante 
«11 «12 . . . aia Vi Wi \ 
«äl «33 ■ • ■ «s« % i 

J= 



iWg ... tv„ 
eine simultane Invariante der Formen f{x,x), v^ und tv^ ist. 

Zum Beweis führen wir mit Hilfe der beiden weiteren Variabein 
Xn+i und 3:^+2 die Form ein: 

(29) (p{x, x) = f(x, x) -\- 2a:„-|-i4!j; -1- 2x„^2^i^x 
und transformiren dieselbe durch 

( xt = mX, -f /i,X, H !- %-,X„ {i^l,2,... n) 

(30) X.+1 = X„+i 

l iKn + 2 = X^-fa, 

wodurch (29) übergehen möge in 

(31) <^[X,X) = 

2 2 ^''^^'^^ + 2X„+i(7iXi + nXs H + 7„X,.) 

+ 2X„+ä(TT^iXt + IFaXa H [- T^„X,.). 

Die Determinante der n + 2 Substitutionen (30) ist hierbei, wie 
man leicht sieht, keine andere, als die früher mit r bezeichnete Deter- 
minante der n Substitutionen 

altein; ferner erkennt man, dass die Diseriminante von (29) idenfciscli 
ist mit dem durcli (28) defiuirten Auadruek J, während die Diserimi- 
nante von (31) gegeben ist ddreli 

' Ä„ A„ ... Au F, i-f; 

^,1 Ä,2 ... Ä,„ 7s W, 



1— ' 



A. ^.i . . . Ä„ r. w, 

Fl F, ... V. 

Wi w, ... w. 
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In Analogie zu (21) besteht aber die Rektion 

(33) I=rV, 

es ist daher J eine Invariante der Form (29) allein, oder aucli der 
Formen f(x,x), Vx und tVx, wenn wir die nur hilfsweise eingeführten 
Variabein a^i^-i-i und ar^+g wieder bei Seite lassen. 

Fügt man statt nur zweier linearer Formen v,, und w^ zn f(x, x) 
beliebig viele hinzu, so erkennt man aus dem Vorhergehenden nicht 
nur, in welcher Weise auch dann die zu (28) analoge Determinante 
angeordnet ist, sondern man sieht auch, dass diese Determinante eine 
simultane Invariante der Form f{x, x) und der beliebig vielen hinzu- 
gefügten linearen Formen ist. 

Beschränken wir uns auf den Fall einer quadratischen Form 
f{x,x) und einer linearen Form von je drei Variabehi x^yX^^x.^^, so 
ist die Determinante 



(34) 







jedenfalls eine Invariante vom Gewicht 2; dabei ist es ganz gleich- 
giltig, welche Werthe oder was für eine Bedeutung die u^, %, «g 
haben. Fassen wir nun die gleich Null gesetzte Form f{x, x) als 
Gleichung einer Curve zweiter Ordnung auf, ti^ = als Gleichung 
einer Geraden, so sind die W; variabele Liniencoordinaten , und (34) 
stellt gleich Null gesetzt nach § 4 die Gleichung des Kegelschnitts 
f(x, a:) = in Liniencoordinateu dar. 

Die Invariante (34) ist ein Beispiel aus einer grossen Gattung 
von Invarianten, zu denen mau in folgender Weise gelangt: Es seien 
mehrere Formen beliebiger Ordnung und mit beliebig vielen Veränder- 
lichen a:^,x^, . . .x„ gegeben, darunter mindestens eine lineare Form 
MjiCj 4" "a^s -]-... -|- u^x„] sie werden sämmtlich der Transformation 
(2) unterworfen, wodurch speciell u^ übergehe in 



(35) 






^ JElilj -f Tl-^n.^ _]_..._]- ;t„H„. 
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Irgend eine Invariante <3es gegebenen Formens jatems erfüllt naeli 
(15) eine Gleichung von der Gestalt 

(36) r'- ■ J(a,-^; «„ «ä, • ■ ■ %.) = J(a,i; Ui, U^, . . . U„), 

und man nennt eine Function der Coefßcienten an, einer oder mehrerer 
Formen f{x, x), u, s. w,, sowie eines Systems von Veräüderliclien 
Ml, «2, ...Mb (für n^3: Liniencoordinaten), welche durch die soge- 
nannte „transponirte Substitution" (35) mit den neuen Veränderlichen 
Uy, U^ . . . TJk zusammenhängen, eine Contravariante der Formen 
mit den Coeffleienten «a-j wenn jene Function einer Gleichung wie 
(36) genügt. 

Zwischenformen nennt man mit Invarianteneigenschaft ver- 
sehene Functionen der Coeffleienten aa, • ■ - nnd der Yeräuderlichen 
x^, 'X2, • ■ -Xn mehrerer simultaner Formen, unter denen wieder eine 
identisch ist mit u-^^x^'{-u^x.^-\ I-M„a;„; demnach sind die Zwischen- 
formen auch Functionen der ii^, 11^, . . .Ua- Geometrisch würde dies 
im Falle dreier Variabein bedeuten, dass eine Function J der Coeffl- 
eienten einer oder mehrerer Formen vorläge, welche überdies die 
Coordinaten eines veränderlichen Punktes und einer veränderlichen 
Geraden enthält und gleich Null gesetzt eine vom Goordinatendreieck 
nnabhäügige Eigenschaft der einem bestimmten Punkte x, resp. einer 
bestimmten Geraden ti zugehörigen Curve ausdrückt. 

Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir noch als eine An- 
wendung der Gleichung (21) zeigen, dass und auf welche Weise die 
Gleichung eines Kegelschnitts in Punktcoordinaten 

(37) f{x, X) :- _22 «'*^'*^ === ^ t^"^''- = «*'■) 

in die Form gebracht werden kann (vgl. (10), § A-. und (25), § 5): 

(38) X^Xg — c-X,^ = 0, 

in welcher c ein Zahlenfactor ist und K^ = 0, X^ =^ 0, Xg = die 
Gleichungen dreier Geraden bedeuten, von denen Xj =0 und X'^^O 
die Curve je in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden, die auf 
der Geraden X^ = gelegen sind, d. h. X^ = und Xj = sind 
Tangenten des Kegelschnitts, X^ = die zugehörige Berührungssehne. 
Dass eine Transformation der Gleichung f{x, a;) = in die Form 
X-iXj — X^ = möglich ist, unterliegt nach dieser Bemerkung 
keinem Zweifel mehr: man hat nur die beiden Tangeuten und die 
B er ilhrungs sehne als Seiten des neuen Coordinatendreieeks zu Grunde 
zu legen. Es bleibt daher nur noch zu zeigen, in welcher Weise die 
Transformation durchzuführen ist, wenn die Coordinaten der beiden 
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B erülirungspunkte, die offenbar auch zur Fisii 
Coorcünatendreiecks ausreichen, gegeben sind. 

Es seien y^, y^j y^ und 5j , %, 0^ die Coordinaten dieser beiden 
Punkte, ti, fg, fg drei zunächst ganz willkürliehe Grössen; alsciann 
denken wir uns die Gleichung f(x, x) = der Transformation unter- 
worfen 

ix, --= Ui + Vik -^ ^A, 

(39) U,'-=fA-[-yA + ^'A 

wodurch sich f(x, x) verwani3elt in: 

f ((, l) . S.' + 2f{t, 9) ■?,!,+ f{y, y) . y + 2«(, 2) • |J, 
+ 2/-(!/,«).|,|,+/'(«,«)-i.>-.0. 
Hier fallen nun sofort die Glieder f(y, y) ■ y und /(«, s) ■ |/ 
weg, da die Punkte y und auf fixjx'j^O gelegen sind. Ferner 
besteht zufolge (21) die Relation 

at,i) f(.t,s) fit,!)] 

(40) A-^ + (l,,,,,l'- f(t,,j) f{g,,)\, 

ff,!') f('J,') 1 

wobei ■^=^"1 i (''ii''s2''s3X ^'^^ ^^^ dieser Gleichung folgt 

f'd), ') • f(f, t) - 2«!(, «) • «2, i) ■ f(«, ») - 4 • 2 ± tt»^^')'- 
uud wenn wir statt der willkürlichen Grössen f; überall xi setzen, so 
hat man 

(41) r {y, z) ■ fix, x) = 2f{y, 0) ■ f{x, y) ■ f{x, s) - ^ ■ _2 + (^1 V^ %)'■ 
Hier ist nun f(y, s) ein reiner Zahleufactor, f{x, J/) = und 

fix, 5) = stellen nach § 4 die Tangenten des Kegelschnitts in den 
Funkten y und 3 dar, ^ + (*i?/a^3) = '^ die Berührungssehne. Setzen 
wir demnach 

f{x,i,-X„ f(,x,i)-X,, ^ + (x,,j,,,) = X,, 
SO verwandelt sich f(x, x) = in 

(42) 2f(y, s) • X, X, — AX.^ = 0, 

und dieser Ausdruck ist in der That von derselben Form wie (38). 

Analog folgt, dass die Gleichung einer Ctirve zweiter Classe 
tf[u,u) = in die Form gebracht werden kann 

(43) 2ip(v, iv) -UiUs — A U^^ =- 0, 

wobei Ui'== (p{u,v) = und U^^^ q>{u,w)=^0 die Berührungspunkte 
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zweier TaBgenten darstellen, deren Liniencoordinaten vi resp. ici (i = 1,2,3) 
gegeben sind, während C/g^^^ i O^i^a^f's) = die Gleichung des 
Schnittpunktes dieser hüiden Tangenten (des Pols der Beriihrungs- 
sehne) ist. 

§ 10, 
Transformation der Curvon zweiter Ordnung auf dio Hauptasen. 
Als Haupfcaxe einer Curye zweiter Ordnung 

(1) f{x, x) EE ci^^x^^ -\- 2ßi23-jXa + «asV + Sfl^gar^a;^ 

+ 2a^,,x^x^ -\- a,,^x^^ =- 
möge eine im Endliehen gelegene Gerade bezeichnet werden, die mit 
fler Polare ihres Normalencentrums zusammenfällt. Es sei 

(2) u^:x^ + «a^a + ih,x^ = 

die Gleichung einer Haupfcase; die Coordinaten ihres Normaienceiitruras 
sind dann nach § 2: y^^'^'i)' y '^'0'a)> y"*''"''^' ^'^^ *'''' Gloichmiy 

05) -;;- (m-(^o fix,) + o'(".) fix,) + p-(%)r (^.)1 = o 



|J<o'oo-r(xO-o 



stellt die Polare des Normalencentrums dar. Soll diese mit (2) zu- 
sammenfallen, so miiss die Identität stattfinden 

(4) - {«'^) ■ f (^0 + «'W ■ r(^.) + ^'w ■ n^,)] 

wobei J. ein passend zu bestimmender Proportionalitätsfactor ist^). 
Durch Vergleiehoii der Cocffieicnton von Xi, x^, x^ erhält man: 

wofür mit Hilfe der abkürzenden Bezeichnung 

(6) an = oiifiii 4- wgiflsi; + wci«ai 

1) Die 2wockmS,saiglieit der Beiaadlung des Hauptaxeni^roblerns mit Ililfo 
des NovmaleEcentrnmB ist voa Herrn Gundelfinger auch Ijctont worden in aeinei; 
Abhandlung „Note sur un article de M. Brisse", Nouvellcs Annales de Matbema- 
tiqaes, Bd. 3 (3. Seiiß), S. 18, 1883, 
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1. Aljschuitt, 



auch gesetzt werden kann 

(7) ffit«i -h KitUi 4- a^k^i = Xih') (ft = 1, 2, 3). 

Dabei ist im allgemeinen «ik'YOn cctd v er schieden, wie (6) zeigt. 
Aus den drei Gleichungen (7) folgt durch Elimination der «,-: 

eine Determinante, deren Elemente mitunter auch durch ßn; hezeichnet 
werden sollen, so dass (8) gleichhedeutFend ist mit: 



(8 a) B(}.)-\ß,, ß,. 



- ^■ 



Die Gleichung B(A) = ist in den l vom dritten Grad, reducirt 
sich aher sofort auf eine solche vom zweiten Grad, da sie eine Wurzel 
X'" = besitzt; ihre beiden anderen Wurzeln seien A' und A". Das 
absolute Glied in (8) besitzt nämlich den Werth 2 ± '^''i'"ää«üs)^ 
der nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten in das Product 



(9) 



3a) -^^iKßaäßas) 



zerfällt, dessen erster Factor nach (5) in § 2 verschwindet. In Folge 
hiervon ist ß(A) = gleichbedeutend mit der Gleichung zweiten Grades: 

(10) X' - («H + a,. + c/,^,)^ + («a%3 ~ «i.«:ii + %s''.i, - «ss-^as 

+ «3^ßii ~ %''i3) = 0. 

Mit Anwendung eines Satzes von Hesse^), demzufolge z. E. der 

Theil «iißää — «^laf^äi =^ ^3s ^^^ absoluten Gliedes in dieser Gleichung 



1) Beiläufig werde bemerkt, dsvsB mau durch Vergleichen der Coefficienten 
U,, «3, Mg erhält: UfjX-^ -\- a.^<e^ -j- a^^x^ = Ix^. 

2) Vgl. Hesse „Ueber Determiiiaiiten und ihre Anwendung io der Geometiie, 
auf Curven vierter OrdnuDg". Crelle's Journal, Bd. 49, 8. 243 f. 

(1853), oder auch die Broohüre; „Die Deteiminanten", 2. Aufl., S. 47 (1872), oder 
aueh Hesse's „Vorleaungen über analytische Geometrie des Eaumee", revidirt 
und mit Zusätzen versehen von Gundeltiuger, 3. Aufl., S. 98 f. (1876). — Nach 
diesem. Satze von Hesse ist überhaupt die Unterdetermiuante A^^ des Elementes 

c,.j der Determinante "^ ± {«n^n^n) S^«^'^'^ ^xi-^ii: + %i-^2k + %i-^3k' 
oder nach (16) in g 7 gleich 
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gleich ßis-4j5 -\- ^23-^^3 + ^3-^33 ist, erhält das absolute Glied die 
Gestalt 

oder nach (16) in § 7: 

T^iAiPi^ + ^A^Pdh + ^ssPs' + 2 A3ft2J3 + 2A.sP^ps + Ä^sp.,^), 
ä.h.%F{p,p), wenn ii'(M, it) = die Gleichung der Carve (1) in 
Liniencoordinaten ist. Ferner findet man «j, + «33 -|- K33 nach (6) 
gleich 

ffnCJ,, + 2ö,30Ji3 + ßjäOäs + 2%rai3 + 2«230^3 + ÖS3M33, 

wofiär wie in (36), | 7 gesetzt werden möge [0, cj], so dass sich (10) 

verwandelt in 

(11) X^ — [a, nJX + rF(p,p) = 0. 

Diese Gleichung hat stets reelle Wurzeln, denn sie ist mit (S) 
gleichbedeutend; von (8) wurde aber die Realität der Wurzeln in § S 
nachgewiesen. 

Der Fall zweier gleichen Wurzeln von (8), also auch der Fall, 
iJasa eine weitere Wurzel A = von (8) auftritt, werde vorerst aua- 
geschlosseUj und es seien tSj', Mg', ti^' resp, Wj", ti^", ti^" die Werthe der 
u, welche den zwei verschiedenen nicht verschwindenden Wurzeln A' 
und A" von (8a) oder (U) nach (7) entsprechen. Der Wurzel A"' = 
von (8a) würde entsprechen ih = pi (s = X, 2, 3), denn nach (5) wäre 

^Ü^'W-ou-O (i-1,2,3), 

und diese drei Gleichungen werden erfüllt durch das Werthsysteni 
% =3^! (* = 1, 2, 3). Andrerseits können die «/ «nd u", so lange X' 
und X" von Null verschieden sind, den p, nicht proportional sein, sonst 

wäre nach (5) y^ -^'^'{pi) ' ";* = ^Pk] nun ist aber co' (pi) =; 0, mit- 
hin müsste auch A = sein und (8 a) hätte ausser X'" eine weitere 
verschwindende Wurzel. 
Die Geraden 
V^i + "a'^ä + %'^s = ^"'^ iti'Xf + ^2'^i ~\~ ^'3" ^3 == ^ 
sind hiernach die Hauptaxen der Curve (1), ') während die unendlich 
inrne GeraAe p^x^ -]- p^^x.^ ~\- p.^x^ = als eine uueigentliclie Hauptasc 

1) Unter den obigen Voraussetauagen gibt es aucli iiur je ein Wevtlisysteni 
der tt- und eines der u", denn wären awei der Gleickungen (7) eine Folge der 
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.(der Wurzel i'" = entsprechend) angeseheii werden kann, du sie 
keine bestimmte Stellung in der Ebene hat. 

Ersetzt man in (5) ü durch X' , die Ui durch «/, multiplieirt man 
ferner (5) mit --fa{\xl") und summirt hierauf über ^, so entsteht 

nnd auf analoge Weise erhält man aucli 

>■" 2«'" ■ 2 "'(«'') ~22' I »'■(«.') ■ o,i ■ !«>'(».")• 

Zufolge «iit = «ti sin"! aber die rechten Seiten dieser beiden Glei- 
chungen identisch und durch Svibtraction folgt daher 

(12) (!■- i-) 2»;- i «.■(«;•) -0, 

oder, da A' ^ X", bleibt lediglich ro(M', u") = 0, d. h. die Geraden tij,' 
nnd Mj;" sind zu einander normal (nach (28) in § 7). 
Aus dem Vorhergehenden folgt: 

(13) Bei jedem Kegelschnitt, für den die Gleichung (8a) 
nur verschiedene Wurzeln hat, gibt es zwei Ilauptasen, die 
überdies zu einander normal sind. 

Wir wollen nun als Seiten eines neuen Coordinatendreiecbs die 
beiden Hauptasen und die unendlich ferne Gerade einführen; sind 
Xi = 0, Xg = 0, X3 = die Gleichungen der Seiten dieses Dreiecks, 
so ist daher 

X^ = u,"x, + n,"x,-\-v,"x, 

wobei die Verhältnisse der u so bestimmt seien, dass 
(16) o(m/, <, O = 1 und <a(«i", «,", «/') = 1, 

also Xi = und X^=0 Gleichungen gerader Linien in der Normal- 
form darstellen. Vgl. S. 10. 

Für M^, «g,«g, resp. U^, ü^, ü^ als Coordinaten einer Geraden, 

dritten, so müsaten allo Unterdeterminanteu B^^, \oa (8a) verschwinden. Kb ist 
aber B' {l) = ^ ^ ■;f-^- - '''- =- — (B„ + B^^ + B,„), daher -würde sich er- 
geben B'(J) = 0, was immöglich ist, da (8a) koine Doppelwurzel besitzen sollte. 
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bezogcu auf das ursprüngliche, resp. neue Dreieck, gilt nun die Itolatiou 
(16) Mia;, + i(,a;, + v.x^ = C7,Xj + U,X., + ü;X„ , 

und wenn man für die Xi (i = 1, 2, 3) ihre Werthe aas (14) einsetzt, 
entstellt Ijeim Vergleicbeu der Coefficienten von x^fX^/X^ links und 
rechts das System von Gleichungen: 

I i(, = «/ p-, 4- «'," Ei + Px %, 
(IT) ih = <U,^i,;'U, + x>,V, 

Um dieses System nach ü^^, vesp. U^ aufzulösen, aiJdiren wir die 
drei Gleielmngen, nachdem sie der Reihe nach mit 

Y"'«). yCj'K). ■^'^'{K)> i^esp. yra'CO, Y'"''^^'^")' Y'*'''^""") 
mnltiplieirt sind. Unter Berücksichtigung von (15) und (12), sowie 
des ümstandes, dass die p^ die Coordinaten der unendlich fernen Ge- 
raden sind, erhält man auf solche Weise 

c';-!"'«).', +i»'«3»> +-|o'(».')». 

If. - |o'(»,")«. + i»'«')«, + I» «•)«.• 
Die Auflösung des Systems (17) nach fS, wird vreiter unten (Gl. (31)) 
erfolgen. 

Aus den drei Gleichungen (17) entstehen, indem man sie resp. 
mit ra,i, tO/2, W/s multiplicirt und dann addirt, drei andere entspreehend 
den Werthen i = 1, 2, 3 bei dieser Operation, nämlich: 

(19) i «,-(»,) - i «,■«) U, + 4 »'(<') tf, 

U">'{«s) - |»W) o; + v»(".")D'>, 

und wenn man diese Gleichungen resp. mit y/"(^i)j T^'^-^'^'^' T'^'^^'s) 
multiplicirt und addirt, folgt unter Rücksicht auf (4) und (14): 

t-'^'' T^'^'O') f'{^)='^'U,X, + X"UX ') 

1) Die hier gescbent Metboilo liifto aucli ii sjutheti? litr Ueleitiigiug 
die iweckmibbigsti, Be&t miaiiig 1« Hj,iipt^3.en einei Cuve od i Fl chs zweitei 
Uidnung gewähren Man -vergleicle ibrigena fiu den ailgebiaiachen Tiieil lie 
Abhandlung von Olebech \md Gcrdiii Uebtr biternAie Foimen mit conha 
feiedienteu Yauabeln Math Annalen, Bd 1 S 386 if 1868 



y Google 



Ferner erhält mau durch Multip lication des Systems (19) mit 
tfi,«3, Ha und Addition unter Beriicksielitigung von (18): 

(21) a){ti„i!^,v^)= üi=4- ü,\ 

Es waren nun die Ausdrücke ■^-'^'("O (^ = 1. 2, 3) die Coordi- 
naten des Normalen centrums der Geraden u^, also die Coordinateu 
eines unendlich weit gelegenen Punktes; wir können für dieselben 
Werthe einführen von der Form Xi -\- pj/;, wobei p so zu bestimmen 
ist, dasa diese Werthe der Gleichung der unendlich fernen Geraden 

genügen, daas also px H" ^Pn = 0; nnd hieraus folgt q ^ — - ; man 
kann demnach stets setzen " 

C22) io.'(«,) = a:,-?j!/, (t= 1,2,3), 

WO für beliebige W; die Xi und ?/; ganz beliebige Zahlen sein dürfen, 
nur sei Pij^O. Diese Ausdrücke (22) führen wir in (20) ein und 
erhalten hierdurch mit Rücksicht auf (18), sowie auf (14) die Relation: 

(23) f(x,x)-f(x,y)f^ = >.-X,' + l"X,'^'^;^(l'X,Y, + l"X.Y,), 

wobei die Yt aus den X; hervorgehen, indem man in (14) die Coor- 
dinaten X; durch die »/,■ ersetzt. 

Gäbe es nun einen Pankt y, dessen Coordinaten die Ausdrücke 
Yi und Fg zum Verschwinden bringen, ohne dass Py gleich Null ist, 
50 würde sich (23) verwandeln in 

(24) fix, X) - f(x, !,)| = l'X,> + r-X,'. 
Zufolge (20) wäre für einen solchen Punkt jodenfalla 

(25) v2i°'W'''W = 0, 

woraus sich durch Einführung der Werthe (22) die für beliebige z; 
giltige Gleichung ergehen ivürde 

oder 

2 ¥/"(»')»•' -ry<!'' ")• 
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Durch Gleichsetzeu der beidfirseitigen Coeffieieüten vou Xi erhält 
man hieraus 

(26) y'^'Ö") ■■Pi - t/" te) •» - 4-f'W -a - A(!/, ?) :ft- 

Nun stimmen diese Gleichungen (26) genau übereiu mit den Glei- 
chungen (22) und (23) in § 4, denen die Coordinaten des Mittel- 
punktes eioer Curve zweiter Ordnung genügen. Man hat nur in (26) 
die Quotienten gleich (t zu setzen. Demnach sind die Coordinaten 
des Mittelpunktes solche Zahlenwerthe, welche die GleichuDgen Yj = 
und Yg ^ befriedigen. Ausserdem folgt aus (26) 

und wenn man diesen Ausdruck in (24) einführt, entsteht schliesslich 

(27) f^x,x)-l■Xf^r>.'■^i + '^'^•-■ 

Die Constaute ~ ist dabei durch (45) in § 4 bestimmt; der Kürze 
halber werde gesetzt 

(28) ,f;^«, 

ferner ist f^ nach (14) identisch mit X^, so dass sich (27) verwan- 
delt in: 

(29) fi^x, a;) = l'X^- + X" X^ + kX.^. 

Hiermit wäre die Transformation der allgemeinen Gleichung 
f(x,x) = einer Curve zweiter Ordnung auf die Hauptaxen durch- 
geführt, unter der Voraussetzung allerdings, dass die Gleichung (8a) 
nur verschiedene Wurzeln besitzt. 

Es möge nun noch die Auflösung des Systems (17) nach U^ voll- 
zogen werden. Jedenfalls stellt U^^O den Schnittpunkt der beiden 
Seiten Xj = 0, X^ = des Coordinatendreiecks dar und, wie aus 
dem Vorhergehenden folgt, ist dieser Punkt zugleich der Mittelpunkt 
unseres Kegelschnitts. Seine Coordinaten genügen nach (20) in | 5, 
sowie nach (44) in § 4 dun Relationen 

(30) !/,:>/,:!/.■= -F'di.) : i'^P,) ■ -f(!'.), 

wenn F(u, m) = die Gleichung der Curve f(x, x) = in Linien- 
coordinaten bedeutet. Multiplicirt man nun die Gleichungen (17) rosp. 
mit -^F'(p^), —F'(p^), Y-^'(Px) ^^"^ addirt dieselben, so ver- 
schwinden rechts in der Summe die Coefficienten von U^ und U2, 
denn die Coordinaten F'(pi) oder yi bringen die mit jenen Coefficienten 
identischen Ausdrücke Y^ und J^ zum Verschwinden, und es bleibt nur 
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|-f()'i) ■ ", + V F'b',) ■ «> + l-F'(a) ■ ", 

- ^ l|i'"(!'i)-ft + i -f"(R) -A + y*"'(A) -P.! 

man hat demnach 

(31) U, - {ii'"(a) • .. + -i-F'Cft) ■ «, + -2 I''(H,) • ",) ■ f (!',?)■ 

Auch die Auflösung der Gleichungen (1.4) nach a^i.iCgi^a ist nun 
in einfachster Weise möglieh. Wir machen zu dem Zweck lediglich 
Gebrauch von der Identität (16) 

ii,x, + v,x, + «3:^3 = UiX, + U^X^ + Ü^X„ 
sowie von den Gleichungen (18) und (31), indem wir, um z. B. x^ zu 
finden, in (16) setzen m, = 1, iig = «3^0 und die Wertlie, welche 
Ui, U^, V^ für diesen Fall erhalten, aus (18) und (31) entnehmen, 
Mlui findet auf solche Weise 

!x^^^m'{u^)X,-\-~c:,'{u,")X,+^f^,X.,, und analogr 
^=i»'(<)^i+4-«'K')x + ||J^,x, 
a^„ = i CO- (v.;) X, + ^ ra' («/') Z, + 4- ^S^ X . 
Die Bestimmung der Determinante 
(33) 

der Transformation (14) ist folgend ermassen zu erreichen. Gerade 
diese Determinante tritt auf bei den Gleichungen (17), vermöge deren, 
wie (21) zeigt, ca{n^,it2,v^ übergefßhrt wird in ?7,^ + U^^. Nach 
§ 9 (dualistisch zu (34) daselbst) besteht alsdann die Relation 
Ol, w,fl icj 11 X, ' 

0*82 «33 ^r^ '' ^ j X, 
«2 :c3 'i X, Z, Z3 I 

andrerseits ist der Factor von r^ nach (16) in § 7 gleich — tp/, 

daher — rjij,^ - r^ = ^ X^^ oder 

(34) r'-i 

denn es ist p^ =^ X^. Auch die Determinante der Transformation 
(32) lässt sich nun leicht berechnen. Dentt man sich nämlich das 



- - ^' 
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System (14) nach Xi,x^,x-^ aufgelbst imd setzt man etwa 

so wird 'y^ + («1 ß.^ yj) gleich der aus den UnterdeterniiHantcii von 
r gebildeten Determinante, dividirt durch r^, also gleich 

Für die Transformation (32) ist daher die Determinante gleich — 
oder gleich "J/t. 

Auch die Gleichungen für die beiden Hauptaxe», sowie für deren 
Schnittpunkte mit der unendlich fernen Geraden lassen sich leicht 
aufstellen. 

Nach (20) ist 

durch Subtraction der Identität 

l'\U,X^ + U.,X^ + ügZ,) = l"{u^x, + if.j:^ + «%^.() 
folgt hieraus 

(35) (A' - l") J\X, = ^^ C3'(if0 ■/■(^'■) + ^" f^i^:, 

-A"(«,:t, + «,a^3 + «,^3), 
und in ganz analoger Weise 

(35a) {X" — l') Ü,X, = ^ ^(o'(ui) ■ f'{xi) + ?.' U^X^ 

— X'(u^Xi + ii^x^ + "s^s)- 

Dabei ist auf der rechten Seite auf Grund von (14) und (3i) zu 
setzen 

U, = |{-F'(lO% + J-'"{P,>2 + F'(p,)u,] : F(p,py 
Da ferner die rechten Seiten in (35) von der Form sein müssen 
(«,«, + «,«, + «,«,)(/!,», + Aa:, + ftl,), 
so erhält man die Ausdrücke für die beiden Axen in einfachster Weise 
dadurch, dass man in den zwei Gleichungen (35) rechts irgend zwei 
der Grossen Wj,%,% gleich 0, dio dritte gleich 1 setzt oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, man erhält die Gleichungen der Axen da- 
durch, dass man in (35) rechts den Factor irgend einer der drei 
Grössen Mi,%,M3 gleich Null setzt. In entsprechender Weise wäre 
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mit den x zu verfahren, um clie G-leicliuageu der imeütUicli fernen 
Punkte der beiden Axen zu erhalten. 

Während bisher vorausgesetzt wurde, dass die beiden nicht ver- 
schwindenden Wurzeln X' und X" der Gleichung (8a) von einander 
verschieden seien, werde nun angenommen, dass A' = A" sei, aber 
Ton X'" = verschieden. Alsdann versch\dnden nach (23) in § 8 
auch sämmtliche Unterdeterminanten B,;;, wenn man in ihnen für X 
den Werth der Doppelwurzel einsetzt; diese Wurzel findet man. nach 
(11.) gleich -— \a, oj], da die Discriminante von (11) jetzt verschwindet. 

Von Wichtigkeit ist hier zunächst die aus (4) gebildete Form 

(36) i_2;°'('")-rw-i'(»iä:, + "."=. + «.»'.), 

welche nacli (7) nnd zufolge der Definition der /3,t identisch ist mit 
(36a) ^ ^'ß„mk- 

Wir behaupten, dass diese in den Xi und w,- lineare und deshalb 
als „bilinear" bezeichnete Form im gegenwärtigen Falle in ein Pro- 
duet zweier Factoren zerfällt, von denen der eine die Xt, der andere 
die tii separat enthält. In Folge von B;/; = ist nämlich 

ßn ■■ ft. ■ A, - ß.i ■■ fe : fe - ft, ■■ ft« : ft,., 
daher besteht u. a. die Proportion 

(37) (ß^n, + ß,,u, + ß,,ik) ■• {ßn^h + ß,,^^ + fe^s) 

: (/3m% + fe«, + ß,,u,) = ^„ : ß,, : ß,,. 

Hieraus geht hervor, dass die Coefficienten von Xj,x^,Xi, zu drei 

von den «; unabhängigen Grossen proportional sind, daher muss der 

Ausdruck (36) in zwei Factoren zerfallen, von denen der eine nur die 

)(,-, der andere nur die Xi enthält, d. h. man kann setzen 

(38) i^^'W -/"W - *■(».»:. + ».''> + •<",) -->■' ^A- 
Diese Gleichung gilt für alle Werthe der ui und Xi\ setzt man 

Ui=fi, ferner a:,- = —i^'(jpj) : F(p,jo) (■i = l,2,3), so verschwindet 

-j-^' to'(%) ■ /"(Xj), und man erkennt, dass U^ proportional 



-.7 U'"(ä)«i + '-1-^' '^ihj^h + -^'""(iV'O ■ J'\lhP), 
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Xj proportional zu p^x^ -\- p^a:^ -[- ft^aJ man bann <iie Proportionalitäta- 
constante auch K, zuschieben und X^ =^ Pi^^ -\- p^x^ -{- p^x^ setzen. 
Demnach ist wieder [^ = die Gleichung des Mittelpunkts der Curve, 
X^ = diejenige der unendlich fernen Geraden. Es seien nun U^, U^ 
lineare Ausdrücke in Liniencoordinaten, Xj, X^ solche in Punktcoor- 
(Jinaten, die mit U.j und Xj der Relation geniigen 

(39) ii,x, + ii,x^ + u^x^ ^U,X,-\- U,X^ + K,Xs 

und wobei X^, Xj, X^ in der Normalform vorliegen; ausserdem seien 
D^ = und 17^ = die Gleichungen von irgend zwei beliebigen har- 
monischen Polen des imaginären Kveispunktepaars oi(u,u) = 0, so 
dasB Xj = und X^ = zwei zu einander normale Geraden dar- 
stellen. Mau kann alsdann setzen 



(40) 



(41) 



^! — Y"'("i")''i + Y»'(''"i)"i + Y"'(''>")"> 
i X, - »."a;, + et"«, + «."a:., 



wobei (o(m', m") = 0. Durch Addition von (S8) zu der mit Ä' mul- 
tiplicirten Relation (39) folgt 

(*2) i2 ^'("O ■ r(*-) =^ ^\iJ\X, + tf,X,), 

und nun lassen sich dieselben Operationen anwenden, wie bei dem 
oben ausführlich behandelten Falle zweier verschiedener Wurzeln 1' 
und X". Man gelangt hierdurch ähnlieh wie bei (29) zu dem Resultat 

(43) f{x, x) = V(X,^ 4- X^) + xX^K 

Für diese Curve gibt es unendlich viele zu einander normale 
Hauptasen, denn die Äxen Xj ^ und X^ = haben lediglich der 
Forderung zu genügen, dass sie zu einander normal sind. 

Die Bedingung, dass die zwei Wurzeln l' und X" von (11) ein- 
ander gleich seien, wird dargestellt durch das Yerschwinden der Dis- 
criminante von (11), also durch 

(44) [a,a,f~4:TF{p,p)^0. 

In Folge des Umstandes, dass es immer zu einander normale 
Axen Xj^ =^ 0, Xg = gibt (im Falle A' = l" sogar unendlich viele), 
können wir auch ein ganzes System von Bedingungen ableiten, welche 
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die Coeffieienten von f{x, x) = eifülleu a 
einen Kreis darstelle. 

Der Kürze halber werde gesetzt 

(45) i^ »•(«()/'(«') = >i'(».'5); 

alsdann ist nach (20) 

{45a) ¥(«, i«) = g«, + g»^, + gl. ~ >■' IJ,X, + l" U,X,; 

ferner bestehen die Gleichungen 

u,x^ + u^x, + u,3k = Ü^X, + Ü^X^ + U^X„ 
PA + Pi^s + PA '^ ^i- 
Betrachtet man hier X^,X^,Xg als die ursprünglichen Veiimder- 
lichen, welche durch die Gleichungen (14) transformirt 
besteht nach (4) in § 9 die Beziehung 

] V U, h" ü, 



d'v av 



(46) Mj 1% Wg 

; pi p2 Ps 

Da die Curve f(x, x 
ist die Bedingung hierfü 



r I ü; E7g 

I 

= im Falle l' = t 
gleichbedeutend mit 
gV av 8¥ 
3% 8iCa SiCj 

= 0, 



wurden, 



= r(A' — i")rr,i7,. 



einen Kreis darstellt, 



(47) 

und zwar muss diese Gleichung erfüllt werden, welche Werthe auch 
die Ui haben mögen, d h. in (47) müssen die Coeffieienten von u^^, 
«/, Mg^, w^Mä, %Wj, «jiig einzeln veischwinden, womit das oben erwähnte 
System von Bedingungen nun gefunden ist. 
Man erkennt ubiigena auch aus (_46), dass 

) = 

das Product der Gleichungen für die unendlich fernen Punkte der 
beiden Axen ist. In ähnlicher Weise kann mau ein Product bilden 
für die Axen selbst; aus 

( f— % + l— «a + f— % = ^■' ^1 ö; H- l" Xg U^ 

= Xiüi + Xäf4 + Z3 03 



(48) \ XiUi-\-3i^u^-\-X3ti3 

|-f(!'.)«i + I -F'(P»)«. + 1 ^'(ft)"= 
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der Gleichungen füi- die Ijeiden Hauptasen. 


91 


folgt nämlich 








8^ 




et df ! 1 ,.-y ,-T 





(49) r x^ 




^a % ■ ^ 1 ^^ ''**^^ 


X, 


\l!' 


■(!>,) 


2^'(ft) |f'(a) 


J?(y,J.) 






-i.'(j>,y)-(i--"- 


1")J,X, 



wobei vorausgesetzt ist lf^{p,p) ^^■ 
Hierbei ist 



auälog 

Der Umstand, dass sich für den Fall eines Kreises aus (46) (und 
analog aus (49)) mehrere Bedingungen ergeben, obgleich doch schon 
die eine X' = A" ^ ausreichen würde, beruht darin, daaa nach (23) 
in § 8 für die Doppelwurzel eiu ganzes System von Werthen Ba ver- 
schwindet. Auf Grund eines Satzes von Kronecker^) müssen sich 
diese Bedinguiigeu nach Eümiuation von Ä schliesslich aber auf zwei 
reduciren. Man kann dies folge ndermassen einsehen: Bei nicht aus- 
artenden Kegelschnitten {A ^ 0) kann man nämlich die kubische 
Gleichung B(^) in die Gestalt einer symmetrischen Determinante 
bringen, indem man (8 a) mit 

I A< Ai -^n \ 

\ Ä,,, A^, A.^,, I 

I ^,3 Az Az I 

multiplicirt- unter Benutzung von 

folgt 

I Ata^^ — XA^^ ^(Oia — lA^^ Äca^^ -~ XA^^ I 
(50) ', Ä<a^^ — A^s, Ara^ä - lA^^ A(a^^ - kA^^ ! = 0, 

I Ao,, -- A^a, J.(a,a — XA^^ Aa^^ — XA^^ \ 

wofür auch eine Determinante gesetzt werden könnte, deren Elemente 

von der Form sind D},i — {lAit, wenn (* = -j ist. Diese kubische 

Gleichung (50) ersetzt also bei Ourven zweiter Ordnung die frühere 

1) Vgl. Baltaer „Theorie und Anwendung der Detefminanten", 5. Aoll, 
Leipzig 18S1, S. 53. 

Gundeltinger, VütlcsHiisDti. '1 
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kubische Gleichung (8) in allen Italien, in welelien der Kegelschnitt 
nicht ausartet. Man vergleiche hierzu auch die analoge Behandlung 
der confocalen Curven zweiter Classe in § 18. Nennen wir die Ele- 
mente von (50) yik, ihre Unterdeterminantcn Tu, so kann man drei 
Grössen Vm der Art wählen, daas ihr Verschwinden auch das Ver~ 
sehvrinden aller übrigen Unterdeterminanten zur Folge hat; solche drei 
Grössen wären z. B. V^^, V^^, r,^, falls ^ss^O. Durch Elimination 
von A redueiren sich die drei Bedingungen schliesslich auf zwei. 

Darauf beruht auch die Thatsache, dass die Discriminante der 
quadratischen Gleichung (II) als Summe zweier Quadrate dargestellt 
werden kann. Bei Anwendung schiefwinkliger Parallelcoordinaten mit 
dem Axenwinkel w ergibt sich zufolge der Bemerkungen zu (2) in § 2 
an Stelle der quadratischen Gleichung (11) die folgende: 



(51) A^ sin^ w - A(fl,j + 0^, - 2öj^ co 
deren Diacriminante 

4(aij(i33 — «15^) sin^ tv — («,i - 
in die Form gebracht werden kann: 






■0, 



(52) («,, - 



^^f sin^ w 4- [((»11 + «Sä) cos w — 2«,^]^ = 0. 



Um zu sehen, wie sich diese Bedingung im aligemeinen Falle 
gestaltet, wollen wir statt der Dreieck seoordinaten in f{x, x) = 
g schiefwinklige Parallelcoordinaten einfüh- 

ren, bei welchen x, y die schiefwinkligen 
Coordinaten eines Punktes P, q^ nnd q^ 
seine senkrechten Abstände von der a:-Äxe, 
resp. j/-Axe bedeuten mögen. Diese Äxen 
sollen mit den Seiten x^ = 0, resp. iK^ = 
des Coordinatendreiecks zusammenfallen. 
Alsdann hat man nach nebenstehender 
Figur und nach (1) in § 2 die Gleichungen 




ffi = 



3b — 



y»: 



■ Px 



y = 



Setzt man noch p^.^ = 1, so folgt hieraus 

{ pXj ^ y sin wi ■ ]/on , pa^g = x sin w ■ )/rä^ , 

(^3) _ 1 - g ( p, a^, + p, X,) _ 1 - s iü w (y y^,7p. + X Y^ih) 
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Mit Hiife dieser Trans form ationa form eb, welche aatürlieli p^^O 
voraussetzen, wird nun die Gleicliung der Cnrve zweiter Ordnung 

f{x, X) ^ ^ ^ a-iiXiXj: == 

triiiisäformirt iu eine Gleichung von der Form 

b,,x^ + 2b,^xy + \^y^ + 26^« + 21%y + h^^ == <*. 

für welche sieh die Bedingung des Kreisea aua (52) ergibt durch Vei*- 
tauschung von öii,fl2ä,0jä resp. mit &ii, ?»S2, ^,s. Die Wertbe dieser 
drei Grössen bui sind leicht zu berechnen; durch Einführung derselben 
in (52) verwandelt sich diese Gleichung in: 

(54) { o,a(«äaft' + «3323/ — ^<^23P2Ps) 

. — '^ni'^iiPs' + «ssä' "" SttisÄft)}^ ain^ w 

_^jf »iiCoiiPs^ + "382'.^ - SöisJ'iPa}] cos W 
— 2yD)n(i)s2(ai2p/ + a3iil),i'8 — «laPäPa — «S3AP3))^ = 0. 
Ausser dieser Darstellung der Diseriminante von (11) als Summe 
zweier Quadrate sind noch unendlich viele andere möglich; man darf 
nämlich in (54) nicht nur die Indiees 1, 2, 3 cyklisch vertanschenf 
sondern kann auch von dem Umstände Gebrauch machen, dass die 
Summe zweier Quadrate M'^ + ^^ wieder erhalten wird, wenn man 
M ersetzt durch Jlf cos k — iVsiu a, 1{ durch Jli" sin a + -^ ^^oa a, wo- 
bei sin a und cos k Werthe sind, welche die Brüche 
2£ ] — (^ 

bei beliebigem t annohmeii. 

Wir wollen diese Üntersucliungen über den Kreis nicht abschliessen, 
ohne Boch einen Ausdruck fär die Potenz eines Punktes in Bezug 
auf einen Kreis abzuleiten. 

Nach (43) ist f{x,x) für den Pal! eines Kreises fcransformirbar in 

r(z,'i + AV) -^nx;'^o, 

wobei V Doppelwurzel ist der quadratischen Gleichung 

l^— [», (a]A-|-rF(i),f))=-=0, 
daher den Werlh besitzt ^' = -^ [»,(»]■ Setzen wir 

x,-!.., i; = z, f;-!". 

so ist die GleJchmig des Kreisea bezogen auf rechtwinklige Cooi'dinaten; 
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diviciirt man noch darcli 1' und set7.t — - gleich dem Quadi'al des 
Kadius r^, so lautet die Gleiclmng des Kreises 'S} -|~ ^" — '^ = '^■ 
Die Potenz P eines Punfetea mit den rechtwinkligen Coordiiiateo x, y 
in Bezug auf diesea Kreis ist nun x^ -{- y'^ — r^, geht also aus 

r(z,' + z,') + .fc" 

hervor durch Division mit l'px^ oder mit -^[p, (^]px^ und Substitution 
der Coordinatea des boiareffenden Punktes. Allgemein stellt dahtn- 

die Potenz des Punktes y^y^il/a dar in Bezug ^uf den Kreis 

Kehren wir nun wieder zur Untersuchung det kubischen Gleichung 
(8a) zurück! 

Der Fall, dasa diese Gleichung eine von Null verschiedcuo Dojuiei- 
wurzel >t' =^ 1" besitzt, für welche nicht nur alle 8,j, sondern auch 

-- B"{X) == tüjj — J. -|- «äs "~ ^ + %8 — ''- 

verschwindet, kann nicht eintreten. Denn es wäre nun 1' = l" eiue 
dreifache Wurzel der kubischen Gleichung (8a), also wegen X'" = 
auch l' = X" == 0. Wie weiter unten gezeigt wird, besteht die Curve 
alsdann, so lange nicht auch alle ß;«; verschwinden, aus einer im End- 
lichen und der im Unendlichen gelegenen Geraden (vgl. auch die Fusa- 
note zu S. 59). 

Es möge nunmehr angenommen werden, dass die kubische Glei- 
chung (8a) als Doppelwurzei k" = X'" = besitzt, dagegen sei die 
Wurzel X' von Null verschieden; hier ist J. = einfache Wurzel von 
(11), also nothwendig -F(li,ii)^0 und A' = [«,oj]. Für il = können 
jetzt nach (24) in § 8 die Ü Uterdeterminanten Bit von Null verschieden 
sein, müssen es aber nicht; nehmen wir zuerst an die 8;^ oder, was 
nun wegen A" = X'" = auf dasselbe hinauskommt, die A,^ seien 
nicht alle gleich Null. 

In diesem Falle ist die Determinante A der Curve f{s;, x) = 
von Null verschieden. Wie in der Determinantentheorie gezeigt wird, 
besteht nämlich die ßelation') 

w ^C) =(:)©"(;)'; 

1) Vgl. über die Bezeichiiuiigs weise die Fusanote ku S. 34, 
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nach Voraussetzung iat aber ( ) -^^ "- F^PtP) '^ Oj lür ^—-0 müsate 
daber auch ( ] verschwinden, d. h. es wäre 

F'(p,)ui + ^'(P.)% + F'{p,)u, = 
bei allen Wevthen der u^, folglich F'{px) = (/s = l, 3, 3), oder nach 
der FussnotB ku S. 86 A;t = {i, l = 1, 2, 3), was vorläulig ausge- 
schlossen wurde. 

Der Kegelschnitt ist daher jedenfaÜK nicht ausartend und nach 
§ 6 eine Parabel. Hier wird durch passende Bestimmung linearer 
Ausdrücke Xi,X^,Xs die Gleichung der Curve f{x,x) = in die 
form gebracht werden können 
(57) f(x, x) = A'Xi^ + 29X3X3 = 0, 

wobei 

^3 == Pi ^1 + Ps^i 4- Ih^s = 
die unendlich ferne Gerade darstellt, wa.lirend X^ '== Ü und X^ =-- 
die in der Normalfürm gegebenen Gleichuogen zweier ^^u einander 
senkrechten Geraden sind. 

Man könnte diese Transformation aimlog wie bisher erledigen, 
indem mau zwei Gleichungen herstellen würde von der Form 

u^x, + u,a'^ + ti.^x.^ = OiXi + ETaXg + U^X^. 
Nimmt man einen Punkt y (den Scheit«! der Ourve /"(?/, y) = 0) zu 
Hilfe, dessen Tangente als Normalencentrum den Berührungspunkt der 
Parabel mit der unendlich fernen Geraden hat, so wäre; für diesen 
Punkt 

oder kürzer fi^i +/aiK2 -{-/a^a^O die Gleichnug der Tanj'-eiite, daher 
sind --CO '(/",), -— «'(/j), y-ra'(/j) die Coordinaten des Normalen cen- 
trums der Tangente; andrerseits stellt nach (17) in § 5 

i-i?-(p,).,. + i r(a)», + iF'ta)». = 

den BeriihrungspunlEt der Parabel mit der unendlich fernen Geradeii 
dar, wenn F(u, u) ^= die Gleichung der Curve in Liniencoordinateu 
ist. Man hat daher die Gleichungen 

• ' if'ipu J''(pJ ^"(1;=) 

mid würde imii tlurcli eiue TraEsformatiou analog derjenii^-au auf den 
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Mittelpunkt, wie sie oben für /'{a;,a:)=0 diircligefälirt wurde, die 

Form erhalten 

(60) X'X,^-\- 29^2X3 = 0. 

Diesen umständlich en und nur schwer zu den* letzten Ergebnissen 
führenden Weg kann man auf folgende Art umgehen. 

Die Gleichung des Berührungspunktes der Parahel f(x, x) ==0 
mit der unendlich fernen Geraden ist nach (53 a) in § 4 doppelt zählend 
ge gehen durch 

(«) (?:,)= 0- 

Ist nun U, = die Gleichung des Punktes, der ;iuf der imondlitih 
fernen Geraden zusammen mit dem unendlich fernen Berührungspunkt 
der Parahel ein aum imaginären Kreispunktepaar harmonisch gelegenes 
Punktepaar bildet, so wird 17,^ von der Form aeiu 

(62) O-,'=;o,(„,.0-J + (»;j~O. 

Hier ist k so zu bestimmen, dass die Coeffleienten der zu (62) 
gehörigen Gleichung in Punktcoordinaten verschwinden, denn nur dann 
repräsentirt (62) nach (7) in § 5 einen Doppelpunkt. Als Punkt- 
co ord inaton gl ei clinng für (62) ßndet man 

1) DaBB dCfiit l dGlhg PU dt ml, 

fi(a:, 9i) Gberei fmt dd iCffl t Idtiah liwdt 

(dennf^") ist 11 ta d g Q ad t) t klai wä 1 h 

Beigen, dass d C ffl t X gl h { '\p t Z 1 Z k i 

für den Ängei bl k f, t t (' ) = ( + + « ) t Ut m t 

lta{tt,w) + S^^ = h Q\ h g P tt dnt f tw C t It 

Determinante wi (IS) m 8 5 k t m d d C fflci t :i 1 

tisch iat mit ( *j D g li, w 1 h t?1 tli 1 m hab mö d k 

auch noch, wnnm dGb co tt dw k P d te 1/ w l 1 

oder aus f^'*) h -7 1 1 d 8 1) 1 1 t 

AüdrerBeits erhält hierdurch, wie aus einer am Sehluase von § 4 durchgeführten 
Eethniing hervorgokt, I 1 den Wertk 
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Axe der Pavaliel. ].OIä 

es miiss demnach, Ja Q(af,x) = zp^^, die Gleichung erl'üUt werden 

und dies ist der Fall für A = — \^h^J . In Folge von A' = \n, o] 

kann mau auch setzen A = '- ^ daher wird C7j " =^ gleichbedeuteud 

mit — k' m(iij,it^,u.j) -{- r[ 1; es sei 

(63) ~ r n,' - -- r ■ <»(-., , »„ «,) + . (| ;) . 

Ala Puokt )7a = wählen wir den Berührungspunkt der Parabel mit 
der unendlich fernen Geraden, und zwar sei (vgl. (61)) 

so dass in Folge der beiden letzten Gleiehangen: 
(6Ö) m(u,u)^ l\^-\- V^\ 

Die Äse der Parabel ist die Polare des Punktes Ü\\ für yi,yt, y^ 
als Coordiuaten dieses Punktes sei 

die Gleichung der Polare wird 

2/, ■ /" (%) + y. ■ /"(^a) + «/3 ■ r(^.) - 0, 

oder auch für beliebige Werthe der ttii 

(66) {y^ ■ f'ix^) + y, ■ f'{x^) + y^ ■ f'{x,)){u,y^ + u^y, + v,i/,) ^ 0. 

Dies ist aber derselbe Ausdruck, den man erhält, wenn in (63) 
auf der linken Seite an Stelle von % gesetzt wird M, + ^ " "ä" f (^0 
und nun der Coefficient von X^ berechnet wird; auf der rechten Seit« 
von (63) ergibt dagegen der Coefficient von A^ nach dieser Substitution 
die Formel: 

(6') -ii'^»'W'rW + '(^;) = -»"3:,Jf, (vgl. 58),') 

dies ist richtig, welche Werthe auch die Produote j/^j/j haben mögen, gilt daher 
nach (35) in § 8 auch dana noch, Tvenii man wieder i-Sckwärt« y^y^ ersetat durch 
ojjj,. Alsdann Terschwindet »her ^ , wdhread f(y '/) übergeht in [a, oi], es 

bleibt daher statt des CoeEBeienten i 1 von i ledighch [a, «i]pj'. 

1) Der Factor — ü'M.at hinzugefügt weiden ä&mii X, = itj^ ci:,-^u^' x^ -\- u^' at^ 
in der Novuialform dargestellt werde: dun,h die Substitution u^ = u^' in (67) folgt 



i2 "''•'•' ■ '"<'"'' ~ "'"'^" >^"'-<'' 
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wo fi zur Abkürzung gesetzt ist für -^('(x;). Hiermit ist die Äxe 
der Parabel bestimmt, wir ■wählen sie als Seite Jf j = des Coordi- 
natendreiecks. Doppelt zählend ergibt sieb die Äxe, wenn in (63) iii 
ersetzt wird durch -^/^'(^Oi ^^^ Ansdruelc, welcher hierdurch aus-f; 
hervorgeht, ist nach (4) gleich it'X^, man hat daher nach (63): 

(68) - r . m{fM,) + t(f p - - v'x;'. 

Durch Multipücation der drei ersten Verticalreiheu der Determi- 
nante y f) oiit ^i, x-i resp. x^ und Subti'action von der fünften Keihe 
und durch analoges Verfahren bei den Horiaontalreihen verwandelt 
sieh nun P'] in f(x,x)-F(p,p} — Ap:^^ oder in — Ap^^, d,&F{p,p) = 0, 
so dass an Stelle von (68) die Gleichung tritt 
(68a) l'mitl, /;, Q -f rAp^' =- A'"X,^ 

Das Tangenten paar, welches vom Punkte E/^ = mit den Coor- 
dinaten j/uJ/aj^s *^ ^^^ Parabel gezogen werden kann, besteht ans 
der unendlich fernen Geraden und der Scheiteltangente; die Glei- 
chung dieses Geradenpaares ist 

Nun geht f{y, j/) aus der linken Seite — - 1' U^ von (63) hervor, wenn 
man die Producte «ittt ersetzt durch an, es wird daher 

ti.y, y) = ~ ^'\a, »] + ^■^np,p) = - ^'[«, H, 

da F{p,p) = 0; ferner geht f'^{x, y) oder 

[y, ■ -[/"(^i) + y^ -i/'Q^d + y, - i /'(^s) )' 

aus (63) hervor, wenn man u, ersetzt durch -^/"Wj wodurch sieh, 
wie oben gezeigt wurde, der Ausdruck (68 a) ergibt. An Stelle der 
Gleichung des Tangentenpaares f(jj,y) ■ f{x, x) — f^{x,y) = erhält 
man somit: 
(69) - i'L«, alf(x, x) + >.'o,IJ\,f„ a + «Ij»;' - 0, 

mit Rückaiclit auf (GS), und durcli die Bedingung ya{uj', Uj', Uj') = 1 ist iu der 
That X' der richtige Factor von X,, in UebeTOinstimmung mit der Fundamonta!- 
gleichuag (4). Aus (67) folgt für x^ = — (o'(«/), wieder mit Biicksiciit auf (i), 

V, - l <.•(•,■)». + '--'(».')•, + i «■(•,■)«.■ 
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Scheiteltangente der Paia.bel. 105 

oiJer aucli in Folge von X' = \a-, ra]: 
C69a) [a, ^Jfix, a;) -- [«, «] ■ m{U, f,J,) -- rli>.,^ = 0. 

Diese Gleicluiiig stellb das Product aiis der Scheiteltangente in 
läie unendlich ferne Gerade dar; will man die Scheiteltangente 
einzeln haben, so ist nach der am Schlüsse von § 4 gegebenen Me- 
thode zu vei-fahren. Jedenfalls kann man setzen: 

(70) [a, wff{x, X) — [a, ro] ■ tx>(f„ f.^,Q ~ tAp^^ -= 2qI''X._X^, 
wobei der Factor g so bestimmt sei, dass X^ = in der NormaJform 
vorliegt; X^ sei identisch mit p^x^ -\- Ih^^ +^3^8- -^^^ C^O) folgt 

(71) [«, taffix, X) = ia, w} ■ to{f„f,, Q + xÄpJ + 2qV^X^X^, 
dtiher mit Benutzung von (68a) 

[a, aff(x, x) = X'=X,' + 2qI'^X.,X,, 
und nach Wegfall des gemeinsamen Factors X' ■= [a, m]; 

(72) fix, x) = A'Xi^ 4- 2qX,X,. 

Für X^, Xj, Xg, iJj und U^ sind im Vorhergehenden Ausdrücke 
angegeben; ZJg ist vorläufig nnr insofern bestimmt, als f^^ =■■= den 
Schnittpunkt von X;^ = und X^ = repr'äsentii-t; der in TJg ent- 
haltene Factor werde so fixirt, dass 

tt^x, + u^x^ + «(^^Cg = U^X, + U^X, + UsX,,.') 

Für die Determinante r der analogen Transformation wie in dem 
oben behandelten Falle zweier nicht verschwindenden Wurzeln l' nnd 
l" findet man auch hier analog der Ableitung von (34) den Werth 

(73) ,■' - i ■ 
Ferner ist A. = - y- A'/^ oder 

(74) s"-.--4'; 

wenn über d s Votzeicl en \on q verfügt ist, so ist damit auch Ober 
dasjenige von X ^erfflgt weil 9X^X3 ein rationaler Ausdruck ist. 

1) Da a in di^aei UloictTing der Factor von U, X, wirklicli gleioh 1 ist, er- 
weist die hu.\ etitution a: = ^ a (t ),((.=; u-; man erhalt durch, sie 

i , , =1/ )"^";7V7«3'~) ■ ">(.<' %'• "/) 
(u>it Hilfe \ n (6j) ode (tB)l also ia Uebereinatimnning mit der obigen l'ovde- 
i-ung oi(Mi', «,', «3')=^!. Analog erhalt mau durch die Substitution x^ = -g- m' {v,."), 
lt. = Mj," links (d(Mi", M^", Mj"), rechts nach (66) yw(iii", «,", ifg")- 
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106 '■ Abacliiiik. § 10, 

Es sßi noch erwälint, dass liie Grosse 2j3=--iJ| ^, Parameter fies 
Parabel genaBnt wird; iiälieres hierzu in § 11, 

Uebrigens läast sich auch noch das Product aus dem Ausdruck 
für den Scheitel E/,, =■ und demjenigen für den unendlicli fei-neu 
Punkt der Axe elegant berectmen. Für die Gleichung der Parabel in 
Linien CO ordinaten findet man nämlich nach (34), @. 82: 

(76) ir(«,») ~ - ((.' U,' + 21> !7,!7,)r' 
oder also 

■tF(u, it) -f &' U,' = ■- 2X'qV, K, 
und mit Beuut«ung von (74): 

(TG) rF{u,u)-^U,^^.~ Sl'pf^i/,; 

durch Substitution des für Uj^ m (6ä) gefandencu Wei'thes folgt 

(77) 1--IXU, u) + ä[, (0 ~ !'»(», «)] ~ - ^^ fl, P, , 
SO dase hiernach 

(78) X'U<'{u,u)-^ A[r[^'^'^ - A'. «(«, m)] =-0, wobei l'^[a,al, 

das oben verlangte Product darstellt. Da der Becührangapnnkt [^ = 
der Parabel mit der unendlich fernen Geraden bekannt ist, kann mit 
Hilfe von (78) die Gleichung des Scheitels Ü3 = gefunden werden; 
man hat nur die am Schlüsse von § 4 gegebene Methode anzuwenden. 
Während bisher vorausgesetzt wurde, dass für die Doppelwurzel 
i." = X'" = der kubischen Gleichung (8a) die ünt^rdeterminanteu 
Bii nicht alle verschwinden, wollen wir nun untersuchen, was eintritt, 
wenn alle B;j: und daher auch die Grössen A;i, nicht aVier «„ + '^n + "js 
verschwinden. Ans (20) folgt für diesen Fall 

für jeden Punkt y der Geraden X; = ist daher 

iJ »•(«,)•/■■(!/,) -0, 

d. h. es muss f'(yi) proportional sein zu pi, weichen Punkt y von 
X, = man auch wählen mag; es gibt zufolge § 4 nicht einen ein- 
zigen Mittelpunkt, sondern eine Mittelpunktslinie X^ =■ 0. Die Curve 
f(a;, «) = stellt in diesem Falle zwei parallele Geraden dar. 
Dass die Determinante A von f(x,x) verschwindet, geht auch aus 
dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen Aj* = hervor, welche 
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nach der Fiissnote zu S. 86 —^'(p^) = (£ = 1,2, 3) zur Folge 
Siabei]. Diese bestehen nur dann neben einander, wenn ihre Determi- 
nante, dl i. Ä^, verschwindet. Da ausserdem F(^p,p) = 0, liegt in 
der That auch, zufolge der in § 6 abgeleiteten Kriterien ein Parallelen- 
paar vor. Durch Coordinatentranaformation kann jetat f(x, x) über- 
geführt werden in 

(80) f{x,x)^l'X,'-\-xX,/, 

wo K = — durch eine der Gleichungen (46) oder (47) in § 4 be- 
stimmt ist. 

Der Fall endlich, dass für l" = X'" =-- auch ß,^ -]■■ ß^^ -f ß^^ 
verschwindet, also auch «n -{- o^ä H" <^33 ^uU ist, hat zur Folge, 
wie übrigens bereits S. 100 bemerkt wurde, dass Überhaupt eine drei- 
fache Wurzel (1 = der Gleichung (8 a) vorliegt. Jetzt verschwindet 
nach (11) neben F{p,p) auch [a, ro], und dass ^ = ist, wurde so- 
eben gezeigt. Jedenfalls liegt also ein Geradenpaar vor, etwa 
f{x, x) =Ux -v^; 

zufolge F^), i>) = 

nach (13) in § 5 die Relation 

»(,., ..) . »(., .) - »■'(.., ») - « 2" + (»M,)'; 

da die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet und co(u,v) mit 
[a, ü)] identisch ist, mithin gleichfalls den Werth Nnll hat, bleibt 
(o(m, !i) ■ ijj(v, d) = 0, d.h. für eine der beiden Geraden, etwa für 
Mj, = 0, mnss sein ta' {u,) = 0, die M; müssen den j); proportional sein: 
eine Gerade des Paares f(x,x)^=0 liegt im Unendlichen. 

Wären schliesslich alle Grossen «jj Null, so hätte man für irgend 
einen bestimmten, aber willkürlich gewählten Index h (/(; = 1,2,3) 
die drei Gleichungen: 

(81) öJiißjs. + Oaiiia* + «8i«;ii ^^ (i = j, 2, 3), 
aus denen folgt 

(82) aif.a^i-.üsk ~Pi •■Ps'-Ps; 

mithin wäre jetzt f(x, x) = gleichbedeutend mit pr^ = 0, es wurde 
f(x-,x)^^0 doppelt zählend die unendlich ferne Gerade dar- 
stellen. 

Wir wollen nun untersuchen, welche speciellen Fälle in der Glei- 
chung (29) enthalten sind;«wir schreiben (20) zu dem Zweck in der 
Form: 
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(83) 



^x, Y_x, 



wobei X = V , Y=^ gesetzt wurde. Zufolge (11) bestellen hier- 
bei für A' imcl X" tue Rektionen 
(84) l' + l" = [a, wj , l'l" = tF(j>,p); 



der Gleichungen (46) oder (47) in § 4 bestimmt. 
Es sei nun zuuäebst F(p, j?) ^ uod 

Im Falle 1) F{i},p) <0 haben A' und l" nach (84) verscbiedsue 
Vorzeicbeii , und umgekehrt ist bei ungleichen Vorzeichen von ?. der 
Ausdrnclc F{p,p) negativ, i3er Kegelschnitt eine Hyperbel. 

Im Falle 2) F{p,p)>0 haben X' und A" gleiche Voraeichen 
und dasselbe Vorzeichen bat alsdann auch l' -}- i." ^= [a, m]; die Cuive 
(83) ist daher reell, wenn dieses Zeichen mit demjenigen Yon — % 
übereinstimmt, d.h. für — x(i' + A")>0, oder avich für F(p,p)>0 
und A\_a, m] <0 ist die Curve (83) eine reelle Ellipse, während 
F{p,p)> und J.[ft, D)]>0 eine imaginÜre Gui-ve (imaginiiru 
Ellipse) ergibt^). 

Es sei 

II) ^ = 0. 

Da immer noch F(j),;)) ^ voraus gosotKt werden möge, ist hier 
)f. = und (29) verwandelt sich in 
(85) ?i'X"--\-r'Y''=^Ü. 

Diese Gleichung ist in zwei lineare Kactoreu zerlegbar, stellt 
also ein imaginäres oder reelles Geradenpaar dar, je nachdem 
A' und k" gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben, d. h. je na,ch- 
dem F(p,p)> oder <0 ist. Die Spitze des Geradenpaares 
liegt im Endlichen, weil nur im Falle F(p,p) '=0 die unendlich 
feine Gerade zwei zus im menf dllende Punkte mit /'(j,, <) = gt, 
1 bat 



1) Um üacli?uwri<.en, di^s diese Kiitencn ±ui di" iplHp iml imijm ii> 
Blliptt mit den in fe 6 aufgestauten Kritent,ii ul ti einstimmen wiie iu i. igen, 
daas [a, ro] nnd f(y, y) 80 lange F{p, p) >■ stets ^leiolie VotieioliBn habpn, 
wobei Vii i/2> Vi <hü Ooordinafccn ugend eines auf dei unendhch feinen Geidden 
gelegeneti Punktes da,ratelltn Dieser Nnchweis wird m dem au yorhegeudtm 
Paragraphen geLöiigen Iheile des Antinga geheieit auch miid gezeigt, daes die 
eben lutgeattllte Behauptung noch im Falle .F(iJ, ji — iichtig ist 



y Google 



Nähere Bestimmung der Dimension nnd öeatalt von Ellipse und Hyperbel. 109 

Während bislier stets F(p,p)^0 angenommen wuvtie, sei nun 
F{p,p) = und 

I) J. ^ 0. Jetzt stellt f(x, x) = 0, wie wir sahen, eine Parabel 
dar, X wird unendlich gross und in Folge dessen musste f(x, x) auf 
eine von (29) verschiedene Form transformirt werden. Wenn hingegen 

II) 4 = 0, so ist X durch einen der Werthe (46) oder (47) in 
§ 4 bestimmt; eine Wurzel der Gleichung (U) ist Null (etwa V), so 
dass an Stelle von (2S)) die Gleichung tritt 

(86) ;i'Z= + K = 0, 

welche ein Parallelenpaar darstellt. Dasselbe ist imaginär oder reell, 
je nachdem X und x gleiche oder verschiedene Vorzeichen besitzen, 
d, h. je nachdem das Product l'x, welches nach (47) in | 4 durch 
den Ausdruck 

(87) ll^FJ^'l 

ersetzt werden kann, positiv oder negativ ist; hierbei sind u^, w^, w,. 
irgend welche Zahlen, die nur den Pi,p^,Ps nicht proportional sein 
sollen. Durch Einführung der Coordinaten 

i'i=i>ä%-"ft"ä! S'a=A»i~Pi%! y^ ^ P,ik -- Ih^h 
eines unendlich fernen Punktes verwandelt sich (^"1 in f{y,y); ferner 
haben nach der Fussnote zu S, 108 nunmehr [es, ro] und f{y,y) gleiche 
Vorzeichen, so dass bei (87) nur noch das Vorzeichen von F{u,iC) 
in Betracht kommt. Hier darf etwa %= 1, % = 1(3 = angenommen 
werden, wonach nur A^^ übrig bleibt; zufolge des Unjstandes, dass 
im Falle J. = die Hauptunterdeterminanten ^j^, A^,.^, A^^ gleiche Vor- 
zeichen besitzen und nicht gleichzeitig verschwinden können^), so lange 
f{x,x) = Q zwei verschiedene Geraden darstellt, erhält man in 
Uebereinstimmung mit § 6 das Resultat, dass die beiden Parallelen 
imaginär oder reell sind, je nachdem unter den drei Gr&ssen An 
(i = 1, 2, 3) eine willkürlich ausgewählte nicht verscliwiudende positiv, 
oder negativ ist. 

§ 11. 
Nähere Uutereachiing der nicht ausartenäon Kegelschnitte. 
Wie im vorhergehenden Paragraphen gezeigt wurde, stellt die 
Gleichung 

(1) i'X'^ + i"r^ + % = o 

1) Vgl. die l'uasnote zu S, 27. 
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eine reelle Ellipae dar, wenn X und k" dasselbe Vorzeichen haben 
wie — %; man kann in diesem Falle setzen 

(2) -^-«■. ~i'-i'. 

WO c? und W- positiv sind, und erhält hierdurch an Stelle von (1) die 
G-leichuug 

(3) 5+f,'-l-0. 

Hierbei fallen die rechtwinkligen Coordinafcenaxen^) mit den beiden 
Hanptaxen der Cur?e zusammen , der Coovdinatenaiifang mit dem 
Mittelpunkt der Ellipse; die Stücke von der Länge a, resp. ö, welche 
durch die Cnrve auf den Coordinatenaxen abgeschnitten werden, be- 
zeichnet man als die halben Axen der Ellipse, und zwar je nach 
ihrer Grösse als halbe grosse und halbe kleine Axe. Die Curve 
liegt überhaupt symmetrisch zur X- und y-Äxe, wie nicht nur aus 
der Gleichung (3) hervorgeht, in der die Glieder mit ungeraden Expo- 
nenten der Variabein fehlen, sondern auch aus der Definition der 
Hauptaxen als zweier zu einander seuferechten conjugirten Durchmesser 
folgt. Bei Uatereuchung der Gestalt kann man sieh daher auf den 
Verlauf der Curve in einem, etwa im ersten Quadranten beschränken; 
alsdann folgt aus (3) T = + ~yW^^'l}\ für X = wird T = + &, 
mit wachsendem Werthe von X nimmt Y ah und verschwindet für 
X = a. Die Ellipse hat demnach eine Gestalt, wie sie etwa in Fig. 3, 
S. 117 zum Ausdruck kommt. Für « = ?> geht die Ellipse in einen 
Kreis über. 

Die Gleichung (1) repräsentirt eine Hyperbel, wenn A' und Ä" 
ungleiche Vorzeichen haben; es sei nun etwa — ^, positiv, gleich a^, 
so wird — „ negativ, gleich — Iß', und (1) verwandelt sieh nach Ein- 
führung dieser Grössen in 

Man erkennt aus dieser Gleichung, dass nur die eine der beiden 
Coordinatenaxen (in (4) die X-Axe) die Curve in reellen Punkten 
trifft; die Länge dieser Axenab schnitte {in (4) von der Grösse a) be- 
zeichnet man als Länge der halben reellen Axe. Die andere Coor- 
dinatenaxe (in (4) die Z"-Axe) schneidet die Curve nicht reell, sie 
wird die Nebenaxe genannt. Die Grösse "6 in (4) ist für die zu (4) 



1) Vgl. auch S, 49 T, 
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„eonjugirte Hyperbel" - ^ 5—1 = die analoge Grösse (lialbe 

reelle Äxe) wie a bei (3). 

Zur DiscuBsion der Gleichung (4) wollen wir Polarcoordinaten 
einführen durch die Substitution X=---qcos&, Y=Qsi}i&\ alsdann 
ergibt sieh 

.f., __ ab , ab 

^~ yP cos^>"— ~ä='~s{ü^ y'b^ ~ (a' + &=) siü"^"«' 

Auch hier genügt es den Verlauf der CuiTe im ersteo Quadranten 
zu untersuchen; die Winkel $■ werden von der positiven X-Axe aus 
gerechnet und nehmen zu in dem der Bewegung eines Uhrzeigers ent- 
gegengesetzten Sinne. Für = wird ^ = a, mit wachsendem Werthe 
von ■& wächst auch q und erreicht einen unendlich grossen Werth für 
tg ^ = — I dieser unendlich grosse lladiusvector trifft die Curve iu 
zwei zusammenfallenden Punkten im Unendlichen, er ist eine Asymp- 
tote der Curve (die /.weite Asymptote, welche den zweiten und vierten 
Quadranten durchschneidet, entspricht einem "Winkel 0, für den tg & 
== — )"') Wächst der Winkel O noch weiter, so dass tg ^ > — , 
so sind die Schnittpunkte des zugehörigen Radiusvectors imaginär. Die 
Hyperbel hat demnach eine Gestalt, wie sie etwa in Fig. 4, S. 118 zum 
Ausdruck kommt. Im Falle ös = 6 heiaat die Curve gleichseitige 
Hyperbel: bei ihr ist -& = 45", bezw. 135*', die Asymptoten sind als 
dann zu einander normal und halbiren die Winkel der Hauptasen, wie 
überhaupt zweier conjugirten Durchmesser. Das letztere folgt daraus, 
dass nach (24) in § 5 bei einem beliebigen Kegelschnitt jedes Paar 
solcher Durchmesser harmonisch liegt zu dem Asymptoten paar; stehen 
die Asymptoten apecieil auf einander senkrecht, so halbiren sie daher 
die Winkel zweier conjugirten Durchmesser. 

Das Asymptotenpaar eines beliebigen Kegelschnitts {{x, x) ^0 
ist nach (26) in § 5 gegeben durch F(p,p) ■ f(x,x) — Ap^^ = 0] 
wendet man auf dieses, im Fall der Ellipse natürlich imaginäre, bei 
der Hyperbel reelle Geradenpaar eine der Formeln (36) in § 7 für 
den Winkel a zweier Geraden an, so verschwinden zufolge der ßela- 
tjonen ra'(i>,-) = (i ^ 1, 2, 3) die durch ÄpJ auftretenden Glieder, 
mau hat daher z. B. 

tt>) tg « - - --^^-^ - - ^.^rpy, , 

woraus hervorgeht, dass dieser Winkel nur abhängig ist von dem Vei- 



1) VgL auch die Bemerkungen über Asymptoten in § 5. 
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bältuiss X' : X", oder was dasselbe aussagt, nur abhängig ist von dem 
Verhältniss der Äxen 6 : a. 

Im Falle der Hyperbel — ^ — -^5- 1=0 ist — „ ^ -\' \; setzt 

man diesen Quotieuten gieieli ft, so wird 



-ft)" 



und unter Riicli: sieht auf die Formel tg « = — — — — erliennt man 
1 — tg^ -| 

sofort, daas "j/ft = + — gleieli ist der Tangente des halben Äsymp- 

totenwinkels in Uebe rein Stimmung mit der oben gefundenen Formel 

tg * = + V 

Man nennt übrigens solche Kegelschnitte, für welche das Ver- 
hältniss X' : X" oder aucli der Winkel der beiden Asymptoten gleich 
gross ist, ähnliche Kegelschnitte. 

Betrachten wir nun noch die Parabel. Die Gleichung dieser 
Curve wurde in die Korm gebracht 

(7) rX^^ -\-2^X^X.,^Q, 

wofür nach Einführung von V^ = ^j ~x °^ ^ ^'^'^ J^ä-oü- Einführung 
des Parameters 2p = — -rr gesetzt werden kann 

(8) i^-2j)X=0. 

Man erkennt aus dieser Gleichung sofort, dass die Curve ztir 
X-Äse symmetrisch liegt und dass bei positivem p nur zu positiven 
Abseissen X reelle Ordinaten Y gehören, während bei negativem j» 
nur zu negativen Abseissen reelle Ordinaten gehören, d. h. die Curve 
liegt nur auf einer Seite der JT-A^e; letztere ist zugleich Taugente 
im Ooordinatenanfang (Scheitel). Aus Y =''\f2pX folgt noch, dasa 
die absoluten Längen der Ordinaten Y mit wachsenden X gleichfalls 
zunehmen, doch ist das Wachsthum von Y, wie (8) zeigt, im allge- 
meinen geringer als dasjenige von X. Dass die Parabel die unendlich 
ferne Gerade zur Tangente hat, ist bereits früher erwähnt worden. 

Gehen wir nun wieder zurück zu den durch die Gleichung 

(9) A'Xi^ + A"X/ + «Xg^ = 

dargestellten Kegelschnitten, und zwar werde vorläufig stets ange- 
nommen, dass die Curve nicht ausarte, also eine Ellipse oder Hyperbel 
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vorliege. Die Gleichung in Liniencoordinaten wird alsdann 

(10) Fiii, u) = {i."xJj;- + l'icU^^ + l'K"TJ^^y, 

wo r die im vor!" ergehenden Pa.ragraphen deünirte Transformati o/is- 
determinante bedeutet; ferner ist 

(11) A = 1'1"m^, 

so dass man mit Benutzung von (11) aus (10) erhält: 



(12) 



Flu, .) _ 0-,- 



.+ ■ 



. 0. 



Diese CiiiTe wollen wir nun mit dem imagiuiiren Kreiapuujrfepaar 
{12a) o(»,«)e3D,>+ !7,'-.0 

zusammenatellen zu dem Aasdruck 

(13) -^^^„(.,„)s,{5j!+o^ + Sj„(o_.+ cr,')-.o, 

welcher fiic alle möglichen Werthe des Parameters fi ein ganzes System 
von Gurveu zweiter Classe darstellt. In diesem System sind gewisse 
ausartencie Curven enthalten, die für das Folgende grosse Bedeutung 
haben'); deü ihnen zugehörigen Parameterwerth erhält raan dadurch, 
dass die Determinante von (13) gleich Null gesetzt wird, woraus sich 
ergibt {|. — l) (|?^ — l) ■ -^ = 0. Diese Gleichung hat die drei Wurzeln 

jt = 0, fi = Jt', (t == A' , 
deren erste das Kveispuuktepaar liefert, während den Werthen ft ^^ 1' 
und (i = X" die zwei Punktepaare entsprechen : 

^"^ _ „(„, „) ^ 1. |(r _ r-) u,' + q^ üf] 

j U,VT'-'r — Eiy^l — und 

rF^,_n) _ ___j^_ ^^^ ^ 1^ jjj„ _ j,j ^, ^ i;,; ^_,^ 

Hierbei ist ü^ aus (31), S. 92 zu entnehmen, während alsdann 

1) Der wahre Grund hiervon erhellt aus späteren Betrachtungen fiher aoge- 
nannte eonfocale Kegelschnitte (§ 18 and 19). 



(14) 
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tf^^ und E7/ aus (12) mid (12a) berechnet werden können (vgl. auch 
den' Anhang), 

Das eine dieser beiden Punttepaare ist immer reell, das andere 
imaginär, denn an Stelle von (A' — ■ A") U^^ in der einen Gleichung 
steht das mit entgegengesetztem Vorzeichen versehene Glied {l" — ^')?7,^ 

in der anderen, während U^^ jedesmal auftritt. Man nennt diese 

Punktepaare das reelle und das imaginäre Brennpunktepaar. 

Ihi'e Gleieliungen zeigen ferner, dass sie auf den /.wei Äsen der 
Curve liegen, und zwar harmonisch zum Mittelpunkt üg ^ und zum 
unendlich fernen Punkt (C^ = oder (7i = 0) der einen oder anderen 
Hauptaxe, d. h.: 

(15) Der Mittelpunkt einer Ellipse oder Hyperbel liegt 
sowohl zwischen den beiden reellen, als auch zwischen den 
imaginären Brennpunkten in der Mitte. 

Werden die Gleichungen der Brcmipunktepaare in der Form ge- 
schrieben 

'^—^ ü^^ -\-~ü,'= 0, resp. ^—^ U;' + ^ C^^ = 

und beachtet man im Falle einer Ellipse die Relationen (2), so folgt 

(16) - (i -T.) f." + i ^." - ». '--P- (.-■ - Y^ "'' + i '^'' - '>■ 

woraus hervorgeht, dass für a';>h das reelle Brennpunktepaar auf 
.Xg = 0, für & > ß auf X, = 0, in jedem Falle also auf der grösseren 
der beiden Axen liegt. Man hat daher den Satz: 

(17) Bei einer Ellipse liegt das reelle Brennpunktepaar 
immer auf der grossen, das imaginäre Brennpunktepaar auf 
der kleinen Axe. 

Wenn die Ellipse in einen Kreis übergeht, rücken alle Brenn- 
punkte, wie die Ausdrücke (14) im Falle A' = X" ergeben, in den 
Mittelpunkt. 

Auf analoge Weise wie bei (17) beweist man den Satz: 

(18) Bei einer Hyperhei liegt das reelle Brennpunktepaar 
immer auf der reellen Axe, das imaginäre Brennpunktepaar 
auf der Nebenaxe. 

Durch Anwendung genau der entsprechenden Operationen, welche 
bei Ellipse und Hyperbel zu den Gleichungen (14) führten, gelangt 
man im Falle der Parabel, ausgehend von der im vorhergehenden 
Paragraphen gegebenen Darstellung 
(1.9) f{x, x) = l'X^ + '^tiX,K^ .= 0, 
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zu dem Brennpunlitepaar der Parabel: 

(20) --i--- - "(«, ») - (^ If. - tf,) U. - 0. 
Hieraus folgt, da X, =0 die Äse der Parabel ist: 

(21) Bei einer Parabel gibt es nur ein reelles, kein ima- 
ginäres Breniipuuktepaar; der eine Punkt des Paares liegt 
auf der Axe der Parabel im Endlichen, der andere auf der- 
selben Geraden im Unendlichen. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dasa das reelle Brenopunlttepaar 
eines Kegelschnitts f(x, x) = gegeben ist durch eine Gleichung von 
der Form 

(22) ^:i^-a,{u,u) = i^,u, + ^,u, + y,u,)is,u, + B,u, + 0,u;j==(), 

wenn iji und Sj (i = 1, 2, 3) die Coordinaten der zwei Brennpunkte 
bezeichnen. 

Wir führen nun in diese Gleichung für die Mi speciell die Coor- 
dinaten der Verbindungslinie eines reellen Brennpunktes, etwa y, mit 
einem beliebigen Punkte x der Ebene ein, setzen also 

nach (31) und (32) in § 4 verwandelt sieh hierdurch F{u, u) in 

f(x,x)-f{y,y) —P{x,tj), 
so dass an Stelle von (22) die Gleichung tritt 

(23) ^[flx,x)-f(,,y)-f'{x,,)} -Cp.^^sO, 
oder auch 

(24) xft«,^)'«S,!/):-.-i-f'(«,!;) + C^).^^^ 

Für einen auf dem Kegelschnitt gelegenen Punkt x verschwindet f(x,x) 
und mau hat alsdann 

(26) x'-'(-.s')=-(:p.,.- 

Diese Gleichung gestattet eine ebenso einfache als wichtige geome- 
trische Deutung. Mit Rücksicht auf die Formel (1) in § 2 für den 
Abstand eines Punktes x von einer Geraden und auf die Formel (10) 
in § 7 für das Quadrat der Entfernung zweier Punkte folgt nämlich 
aus (25) der Sata: 

(26) Für jeden auf einem Kegelschnitt gelegenen Punkt 
ist das Verhältnias seiner Abstände von einem Brennpunkt 
und dessen zugehöriger Polare (der sogenannten Directrix 
dieses Brennpunktes) constant. 
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Aus der symmetrischen Gestalt der Kegelschnitte und der sym- 
nietrisehea Lage <Jer Brennpunkte folgt, dass dieses Verhältniss das- 
selbe ist, welchen der beiden Brennpunkte man auch wühlen mag. 

Ausserdem gilt der Satz: 

(27) Jede Directrix steht senkrecht auf der Verbiudiiugs- 
linie der beiden Brennpunkte. 

Für VijV^jV^ als Coordinaten der einen Direetrix hat man nämlich 
für den zugehörigen Pol die Gleichung F(vjii) = 0; andrerseits folgt 
aus (22): 

(28) ^.^-Lp^l -^ y^,^ + y„,,, ^2ay(v, u) . 

Für die Coordinateu Mj ■= w;; ( i = 1, 2, 3) der Verbindungslinie der 
beiden Brennpunkte verschwindet aber nicht nur y^ und s^, sondern 
auch F{v, w), denn die Gerade w geht durch den Pol von v, oder 
mit anderen Worten: die Geraden v und tv sind conjugirte Polaren in 
Bezug auf den Kegelschnitt, ihre Coordinaten erfüllen daher nach § 5 
die Relation i^(v, «p) = 0, Hierdurch reducirt sich (28) auf fi)(«,«y) = 0, 
eine Bedingung, die bekanntlich aussagt, daas die Geraden v und w 
zu einander normal sind. 

Aus der Gleichung (24) geht hervor, dass die Directrix f(x,y)^0 
des Brennpunktes y den Kegelschnitt im allgemeinen nicht in reellen 
Punkten trifft; denn für einen solchen Schnittpunkt wäre f(x, a:) =^ 
und f{x,y) = 0, (24) würde sich verwandeln in P^l =0, und dieser 
Ausdruck versehwindet nur, wenn 

d. h. wenn der Brennpunkt y auf der unendlich fernen Geraden liegt, 
was nur bei dem im Unendlichen gelegenen Brennpunkt der Parabel 
der Fall ist. Im allgemeinen können daher von einem Brennpunkt 
keine reellen Taugenten an den Kegelschnitt gelegt werden^), nur bei 
dem unendlich fernen Brennpunkt der Parabel fällt diese Tangente 
mit der unendlich fernen Geraden, die zugleich Directrix und Parabel- 
tangente ist, zusammen. 

Für die nähere Untersuchung der Lage von Directrix und Brenn- 
punkt ist vor Allem von Wichtigkeit die Bemerkung, dass die zwei 
Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der die Brennpunkte verbindenden 
Axe harmonisch liegen zu einem Brennpunkt und dem Schnittpunkt 

1) Es folgt daraus (Üe S. llOff. stillach weigend angenommene Tliatsache, ilaas 
jedei Kegelsctnitt den Brenn punkten die tioncave Seite autehrt. 
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der zugehörigen Directris mit der Axe, tlenii tlie Dirnctris isi; die Po- 
lare dea Brennpunktes '), 

Hieraus folgt: 
(29) Dio Entfernung des Scheitels der Parabel vom Brenn- 
punkt ist so gross wie die Entfernung dea Seheitöls von der 
Direetrix. 

Wie S. 106 erwähnt, bezeichnet man bei der Parabel 
A'Z/ + 29X2X3 = 
die GfrÜsse 2 j: als Parameter, Wählt man das Voraeichen der Quadrat- 
wurzel p demjenigen von X' entgegengesetzt, wodurch -p negativ, etwa 
gleich —p, wird, so verwandelt sich (19) in "S.^ — 2jjXgXg = 0, 
oder unter Anwendung der gleichen Bezeichnungsweise wie bei (8) 
verw.andelfc sich (19) in r^--2pX = 0. Die Gleichung (20) zeigt 
ferner, dass der im Endlichen gelegene Brennpunkt der Parabel die 
Ooordinaten hat X = -^ , Y = 0; andrerseits hat die Ordinate des der 
Abscisse X = ^ zugehörigen Curvenpunktes den Werth Y ■■= -j^ p , 
wie aus 1'^ — 2j>X = folgt; der Parameter 2%' ist demnach ao 
gross, wie die Lange derjenigen Sehne der Parabel, welche durch den 
Brennpunkt senkrecht zur Axe gezogen ist. 




Ueberliaupt nennt man bei jedem Kegelschnitt die halbe Länge 
der duich erneu Biennpnnkt noimal zur Aze gezogenen Sehne deu 
Semiparameter Wiid das toustdute Yerhältnias, von welchem in 
(26) die Rede ist, duith e heicichnet, so hat mau für den Semipara- 

1) Wenn im lolgenden von Bienupuntt und Direetrix die Rede ist, memeii 
wir immei die dem betrefEeudeu itrpnnpankt als Polare zagehöiige Direotiis. 
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I. Abachuitt. 



meter den Werth p =^ e • BD, wobei SD den Abstand des Brenn- 
punktes von seiner Directrix bedeutet. Es folgt dies sofort mit Hilfe 
von (26), wenn man den betreffenden Punkt des Kegelschnitts in den 
Endpunkt einer Sehne der eben gonannteu Art verlegt. 

' Bezeichnen wir bei Ellipse und Hyperbel mit c den absoluten 
Werth des Abstandes MB = MB^ der beiden Brennpunkte B und 
Uj vom Mittelpunkt (die sogenannte lineare Excentricität) , mit a die 
halbe Länge MA = MAi der die Brennpunkte verbindenden Axe 
AÄ,, so ist bei der Ellipse jedenfalls ö>c, bei der Hyperbel a < c. 
Denn für eine Ellipse (3), bei welcher «> ö, ist das reelle Brenn- 
punktepaar nach (16) gegeben durch (a^ — h^)jh — ' = 0, d. li. die 
reellen Brennpunkte haben die Coordinaten 

X = + y^^^^ = ±c, r -= 0. 

Für die Hyperbel (4) erhalt man hingegen (a/' -\- V) J-^ -■ 1 = 0, diu 
Brennpunkte dieser Curve haben somit die Coordinaten 
X = ±_Va''+T^ —'±c, y = 0. 

den ab- 




Nennen wir i 
aolut genommenen Abstand DM 
-■= D^M des Mittelpunktes von der 
Directrix, so folgt aus der oben er- 
wäbnteu harmonischen Lage sowohl 
für die Ellipse als für die Hyperbel 
die Proportion 

(30) '^l-V^i 



oder ä: a = a: c 



d. h.: 



(31) Die halbe Axe isb die 
mittle reProportionaie zwischen 
der linearen Escentrieitüt und 
dem Abstände des Mittelpunktes 
von der Directrix. 
Zufolge des Satzes (26) ist für jeden Punkt eines Eegelschnitts 
das Verhältniss seiner Abstände FB, resp. PQ von einem Brennpunkt, 
resp. der zugehörigen Directrix constant. Für den Fall der Parabel 
ist die Bestimmung dieser Constanten bereits durch (39) erledigt, sie 
hat den Werth 1, man hat daher den Satz: 
(32) Die Parabel ist geometrischer Ort aller Punkte, für 
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welche die Abstände von einem festen Punkte (Brennpunkt) 
und einer festen Geraden (Direetrix) einander gleich sind. 
Um das zuvor erwähnte eorstante Veihältiiiss e = FB : PQ aucli 
bei Ellipse und Hyperbel zu bestimmei], wählen wir als Punkt P den 
Scheitel der Brennpunktaxe und finden sofort für beide Curvenarten 
e= J-— — , woraus mit Hilfe der Relation de —^ a' in (30) folgt 

(33) ^ = T' 

Dieses Verbältniss wird als numerische Escentricität be- 
zeichnet und ist < 1 im Fall der Ellipse, > 1 im Fall der Hyperbel, 
gleich 1 im Fall der Parabel. Man hat somit für die nicht ausartenden 
Kegelschnitte die folgende gemeinsame Definition gefunden: 

(34) Ein Kegelschnitt ist geometrischer Ort aller Punkte, 
für welche das Verbältniss der Abstände von einem festen 
Punkte (Brennpunkte) und einer festen Geraden (Directris) 
constant ist; diese Constante ist < 1, > 1, =1, je nachdem 
der Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
darstellt. 

(35) Umgekehrt, wenn ein Punkt B und eine Gerade G- in 
der Ebene fest gegeben sind, so ist der geometrische Ort 
aller Punkte, für die das Verbältniss der Abstände von dem 
festen Punkt und der festen Geraden einen gegebenen Worth 
e= -p-^ (vgl. K, B. Fig. 3) besitzt, ein Kegelschnitt, und zwar 
eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem e<l, > 1, 
= 1 ist. Der gegebene Punkt ist ein Brennpunkt des Kegel- 
schnitts, die Gerade die zugehörige Direetrix. 

Ist Vx = die Gleichung der Geraden, y der feste Punkt, so ist 
nämlich nach (1) in § 2 und (10) in § 7 die Ourve, welche die in 
(35) gestellten Bedingungen erfüllt, gegeben durch 



f{x,x) = <.{v,v).(;fX^~te^-p./- 



-0: 



um die zugehörige Gleichung in Liniencoordinaten abzuleiten, setzen 
wir in (36) zunächst — t^p,/ : o>(v,v) = l und erhalten hierdurch 
y) -i- ^v^i = 0' Der Ooeffieient von 1^ in der gesuchten Gleichung 

verschwindet nun identisch, denn v/ ist das Quadrat eines linearen 
Auedrucks; hinsichtlich des Coeffieieuten von X^ findet mau, ähnlich 
wie in der Fussnote zu S. 102 angedeutet, dass derselbe aus ( ) 
hervorgeht, wenn man setzt 
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Man erhält Merdurcli den Ausdruck 

(x>{v, v) ■ %\„f 4" ''^•f ■ w(m, »i) — ^"Vptty eo(v, u). 
Der Ooefticieiit von A" stimmt überein mit dem Ausdruck in Liuieii- 
coordinafcen für ( ) : Kiir Ableitung desselben benut'/.cn wir die 

Eelatiüü (32) in § 4, d. b. wir bilden (^'^) ■ (^') ~ (^^V und 

^ ■' " ' y^''^ik ^y^'^-ik ^y^''"ik 

setzen darin an Stelle von x^0.^ — Xg0^ , x^s^ — Xi^^j «^ßj — x^e^ resp, 
M|, «21 *'3- I^i'^ ^i*^^ angegebene Differenz ist aber nach (5Ö) in § 4 
auch gleich {^) ■ ('' ) oder also gleich vpJ-uJ, daher erhält 
man als Gleichung von (36) in Linieueooriäinaten die folgende: 

und nach Einführung des Wertlies von l ergibt sich nach Wegheben 
von rpy^: 

(38) eW o(«, «) + „,{{-:' - 1) "(", •)". - a«'", "(«, «) I = o- ') 

Dieser Ausdruck ist von derselben Form, wie aus (22) für die Glei- 
chung eines Kegelschnitts in Linie neoord in aten folgen würde, und man 
erkennt daraus, dass der festgegebene Punkt y den einen Brennpunkt 
der Curve darstellt, während der andere Brennpunkt gegeben ist durch 

(39) (e^ — 1) - w (v, v)-u,_,'- '2e^v,j ■ m (v, u) = 0. 

Für den Fall der Parabel (e = 1) erhalt man einfach c}(v,!() = 0, 
also die Gleichung des Norm aleneentr ums der Geraden Vx = 0, wie 
zu erwarten war, denn der zweite Brennpunkt der Parabel liegt auf 
der Ase im Uneaiilichen. 

Nachdem wir nunmehr wissen, dass der in (35) fest gegebene 
Punkt y ein Brennpunkt des Kegelschnitts (36) ist, folgt aus (34) 
weiter, dass die gegebene Gerade G die zugehörige Directrix sein muss, 
womit nun (35) vollständig bewiesen ist. Dass die Gerade v^. = 
Polare von y ist, folgt übrigens auch aus (36); da nämlich II =0 

ein vom Punkte y aus gezogenes imaginäres Geradenpaar TT^ darstellt, 
ist die Gleichung (36) von der Form TT^ — c ■ »/ = 0, wobei c eine 
Constaute bedeuten möge. Man erkennt ferner , dass T^=0 und 
Tj = Tangenten sind, welche die Curve in ihren imaginären Öchnitt- 



1) Vgl. l'ür eine allgemeinere Aufgabe dieser Art die Tiansl'orraation i 
Hauptasen im Anhaage zu vorliegendem Paragraphen. 
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punkten mit v^ = berühren, d. h. n^ = ist die Polare des Punktes y, 
von welchem aus die beiden Tangenten gezogen sind. 

Ist P ein beliebiger Punkt eines Kegelschnitts, PB der Abstand 
des Punktes vom einen Brennpunkt B, PQ der Abstand von der zu- 
gehörigen Directrix (vgl. Fig. 3 und 4), so besteht nach (34) die Relation 

führt man noch den Kweiten Brennpunkt B^ ein, sowie den Abstand 
PQ^ des Punktes P von der zu B, gehörigen Directrix, so ist auch 
,.,, FD, c , , FB ±PB, c 

(^1) F-g, = a ' '^^^'' FÖ±-PQ; = ä ■ 

Wenn wir uns nunmehr auf Ellipse und Hjperhel beaehränken, kiinii 
nach (30) für — gesetzt werden -=- oder ^, somit folgt 

^ ' PQ ± FQi -ad 

Bei d«r Ellipse ist PQ, + PQ^ gleich dem Abstand 2d der beiden 
Direetricen, bei der Hyperbel gilt dasselbe von PQ ^ PQ^, woraus 
hervorgeht, dass im Falle der Ellipse PB + PB^ constant, nämheh 
gleich 2a ist, während für die Hyperbel die Differenz PB — PB^ 
den Werth 2ffl hat. Wir können daher sagen; 

(43) Für jeden Punkt einer Elliptie ist die Summe seiner 
Entfernungen von den beiden Brennpunkten (Summe der 
Brennstrahlen) constunt, und zwar gleich der grossen Axe^). 

Ferner: 

(44) Für jeden Punkt einer Hyperbel ist die Differenz 
seiner Entfernungen von den beiden Brennpunkten (Differenz 
der Brennstrahlen) constant, und zwar gleich der reellen Axe^). 

§ 12. 

Erzeugung der Kegelschnitte diirch projective Stralilenbüschel und. 

Punktreihen. SS.tze von Pascal und Brianchon. 

Bereits in § 4 wurde erwähnt, dass die Gleichung eines Kegel- 
schnitts, der durch fünf gegebene Punkte geht, in Form einer Deter- 
minante sechsten Grades dargestellt werden kann; sind ö,-, h, d, di, e^ 
(i == 1, 2, 3) die Coordinaten der gegebenen Punkte , wobei voraus- 

1) Die wahre Quelle der Ewci Sätae (43) und (44) wird erst iu § 19 an- 
gegeten werden. 
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gesetzt werden möge, dass höchsteES drei der Punkte i 
liegen, so ist diese Determinante die folgende: 



(1) 



W hh h^s hh 



<?/ 



(7,(/. 






dt<h 

Man kann die Gleichung desselben Kegelschnitts auch nocli 
anderer Form erhalten. Stellt nämlich 



= 0. 



«3 



(2) 



{aix) ':= b^ h^ 



= 



die Verbindungslinie der beiden Punkte a und 6 dar, analog (bex) ~~ 
diejenige Yon b und e, u, a. w., so ist 

(3) ;t(a&a:) {cdx) — - (ffida^) {(-ca:) = 

für beliebige Wertlie des Parameters X die Gfleichung eines Kegel- 
schnitts, der durch die vier Punkte a, h, c, d hindurchgeht, denn (3) 
wird erfüllt, wenn man für x^, x^, x^ die Coordinaten eines der vier 
genannten Punkte einsetzt. Damit (3) auch noch durch die Coordi- 
naten des fünften Punktes e erfüllt wird, ist X entsprechend zu be- 
stimmen: man findet sofort X = -, . : , , ■ { , wo beispielsweise 

\ h h 

(4) {bce)=^ I c^ C2 

I e, Cg 

und erhält somit als Gleichung des durch die fünf Punkte a, 6, c, d, e 
bestimmten Kegelschnitts: 

(5) (ade) (bce) {ahx) (cdx) — (ahe) {cde) (adx) (bex) = 0. 
Dieser Ausdruck ist in den Coordinaten der flinf Punkte a, b, c, d, e 

und in den x vom zweiten Grad; gleiches gilt von der oben erwähnten 
Determinante sechsten Grades, die demnach von (5) nur um einen 
Zahlenfactor verschieden sein kann, und man findet in der That diesen 
Factor gleich 1.^) 

1) Die Gleichung (i) zeigt, dasä die linke Seite von (6) bis auf das Vor- 
aeiolieii uugeäudei't bleibt, wenn man irgend eine Perrautation der fünf Buoh- 
atabeu a, b, c, d, e vornimmt. Anch ist leiclit einzusehen, daas es för den 
betreffenden Kegelschnitt im ganzen 5 ■ 3 =^ 15 verschiedene DarateiluHgen gibt, 
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Dualistisch folgt aus (3), dass ffir «,-, /5,, y„ ä, {i = 1, 2, 3) als 
Ooordinaton von Tier Geraden die Gleichung 
(6) A{»/!..) frj«) - («ä«) (/!,») - 

eine Curve zweiter Olasse darstellt, welche die vier Geraden zu Tan- 
genten hat; man kann dies auch in folgender Weise ausdrücken; Sind 
P = uud Q = 0, P; == und ^1 = die Gleichungen der Gegen- 
ecken irgend eines der Curve zweiter Claaae umschriebenen Vierseits, 
Bo ist die Gleichung der Curve von der Form 
(T) APg — Pift = 0. 

Die Gleichung (5) kann mau auch durch Elimination von ft aus 
\{ade) {cdx) — fi{cde) (bcx) = «ud 
^ ' \(ahe) (aäx) — ft(Jce) (ahx) = 

erhalten, woraus folgt: 

(9) Die Punkte einer Curve zweiter Ordnung können be- 
trachtet werden als die Schnittpunkte zweier entsprochendor 
Strahlen in den beiden Bttacheln (8)^); auch die Mittelpunkte 
dieser Büschel gehören der Curve an. 

Setzt mau 

{ade) (cdx) ^^ U, (cde) (bcx) tef^ V, 
(ahe) (adx) = U„ (f>cc) (aix) ™ V,, 
so verwandelt sich (8) in 

(10) Z7_pF=0, U, — iiV,-^0, 
und die Gleichung des Kegelschnitts wird 

Durch Multiijlicati"ii dieser Dptermiuante mii; 1 wobei 
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eine Glüicliung, die sieli auch tlm'cli Elimination des variabelen Para- 
meters X ergibt aus 

es sind also nun irgend zwei andere Strahtenbiiscliel, deren Ceutren 
der Gleichung der Curve (11) genügen, der Betrachtuug zu Grunde 
gelegt. Irgend vier den Werthen Aj, L^, X^, A^ des Parameters X ent- 
sprechende Strahlen schneiden sieh anf der Ourve, und da diese beiden 
Strahlenquadrupel nach (IS) dasselbe Doppel verhältniss besitzen, so 
folgt der Satz: 

(14) Verbindet man vier beliebige Punkte einer Curve 
zweiter Ordnung mit irgend einem fünften Curvenpunkt, so 
ist das Doppelverhältnias dieser vier Strahlen, constant, wo 
auch der fünfte Punkt auf dem Kegelschnitte liegen mag. 

Auch die Coordinaten des Schnittpunktes zweier entsprechenden 
Strahlen der Strahl enbuschel (10) lassen sich leicht berechnen, Ist 
nämlich 

so treten an Stelle von (10) die Ausdrücke 

Ax^ + Bx^ + Cxg — tt{^x^ + Bx^ + Vxg) = und 
'• ' A,x, + B^x^-\-C^a;^-t<'(Kx,-^B^Xs-i^V,x^) = 0, 
aus denen als Gleichnng des gesuchten Schnittpunktes folgt: 
A — n^ B ~ (iB C — fiT I 
A,~!iA, B,-fiBy C-iivA^O. 

th «3 % 1 

Natürlich könnte man auch diejenigen Betrachtungen anstellen, 
die den bisherigen dualistisch entsprechen; wir wollen dies hier unter- 
lassen und nur den dem Satze (9) entsprechenden hervorheben: 
(18) Die Tangenten einer Curve zweiter Classe können 
betrachtet werden als die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte zweier bestimmten „projeetiven" Punktreihen; auch 
die Träger dieser Punktreihen sind Tangenten der Curve. 

Um zu fünf gegebenen Punkten ein es^' Kegelschnitts einen beliebigen 
sechsten zu construiren, hat man nach (9) zwei von den fünf Punkten 
mit den drei übrigen zu verbinden; hierdurch sind zwei projective 



(17) 



y Google 



Conati", eiitsptechenAoi" Elem. in pvojectiven St.i'atLleiibfigclieln, resp. Piinkti'eihtii. 125 

Strahlenbosch el festgelegt, Oonstruivt mau alsdann zu einem beliebigen 
Strahl des einen Büschels den entsprechenden dea zweiten, so schneiden 
sich beide Strahlen in einem sechsten Punkte des Kegelschnitts. Analog 
ist nach (18) zu verfahren bei Construction irgend einer sechsten Tan- 
gente zn fünf gegebeneu. Jedenfalls erfordern aber diese zwei Con- 
atructionen resp. die LBsung der Aufgaben: Wenn bei zwei projectiven 
Strablenbiischela je drei entsprechende Strahlen gegeben sind, zn einem 
beliebigen vierten Strahl des einen Büschels den entsprechenden des 
anderen zu construiren, bezw.: Wenn bei zwei projectiven Puuhtreihen 
je drei entsprechende Punkte gegeben sind, zu einem beliebigen vierten 
Punkte der einen Punktreibe den entsprechenden der anderen au con- 
struiren. Diese zwei Aufgaben werden resp, mit Hilfe der folgenden 
zwei Sätze gelöst: 

(19) Sind S(,,Si, s^ irgend drei Strahlen des einen Büschels, 
fffl, <5i, 02 die entsprechenden des zweiten und verbindet man 
den Schnittpunkt von s,, und 6^ mit demjenigen von s^ und 
Aq, den Schnittpunkt von s^ und ff^ mit demjenigen von s^ 
und 6^ (analog, wenn noch mehr entsprechende Strahlen 
gegeben wären), so gehen alle diese Verbindungslinien durch 
einen und denselben Puiikt, 

(20) Sind p^, p^, p^ irgend drei Punkte einer Punktreihe, 
3to, 31,, :Ta die entsprechenden einer zur ersten projectiven 
Punktreihe und verbindet man „kreuzweise" ^^ mit re^, p^ mit 
jTq, ferner p^^ mit Kg, p^ mit z^, p^ mit %, ft mit jTj (analog, 
wenn noch mehr entsprechende Punkte gegeben wären), so 
liegen die Schnittpunkte je zweier kreuzweise gezogenen 
Verbindungslinien in einer und derselben Geraden. 

Wir beschränken uns hier auf den Beweis des Satzes (20), da 
der Beweis von (19) dualistisch entsprechend zu führen ist. 

Es seien Y^—XY^ = und r„ — Ai; =» für variahele Werthe 
des Parameters k die Gleichungen der beiden Punktreihen p und x. 
Der Schnittpunkt V der beiden Träger hat dann als Punkt der einen 
Reihe eine Gleichung von der Form V^Y^ — qY^ = 0, als Punkt 
der zweiten Reihe y=T^~ 6Ti = 0. Betrachtet man F als Punkt 
der Reihe p, so entspricht ihm auf der Reibe re: T^^ Tf, — qTi = 0; 
wird V als Punkt der Reihe jt angesehen, so ist sein entsprechender 
auf der Reihe p: Y^ Y^ — ff Ti = 0. Aus dieser Gleichung, sowie 
aus V^ Y^ — qY^ lassen sieh nun Yg und y, ausdrücken durch Y 
und V; an Stelle von Y^ ^ / Y^ = tritt alsdann die Gleichung 
V~-~-—Y=0, analog lässt sich 7',, -- ■ il T^ = ersetzen durch 
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Y T = 0. Zwei Punkte p,- und pi, der einen Reihe sind nun 

gegeben durch 

F— ^-j-r=0, resp. V~-—^Y=0, 
die entsprechenden id und m, der anderen lEeihe durch 

y-^-^r^ü, resp. F— ''l/-?'=0; 
hieraus folgt für einen beliebigen auf jp^^tj gelegeneu Punkt die Gleichung 

für einen auf ji^ti; gelegenen Punkt: 

Für den Schnittpunkt von jj^jea- mit 'pb%i müssen beide Gleichungen 
übereinstimmen, d.h. es muss sein ((, = v = l, wodurch V heraus- 
fällt und nur — (9 — l^ {q — a,) Z + (ff — X,) (ö - ^t) T = übrig 
bleibt. Dieser Ausdruck ist linear aus Y und T zusanimengesetat, 
die Schnittpunkte aller kreuzweise genogenen Verbindungslinien p!^k 
und ptTti liegen daher auf einer und derselben Geraden, und zwar auf 
derjenigen, welche die oben definirteu Punkte Y und T verbindet; 
hiermit ist Satz (20) bewiesen. 

Es ist wohl unnöthig zu zeigen, in welcher Weise dieser Satz 
benutzt wird, um bei zwei projectiven Punktreiheu, von denen je drei 
entsprechende Punkte gegeben sind, zu einem beliebigen vierten Punkt 
der einen ßeihe den zugehörigen der anderen zu construiren und hier- 
durch mit Hilfe von (18) eine Tangente der durch die beiden Punkt- 
reihen bestimmten Curve zweiter Classe zu erhalten. Mit Hilfe der 
dualistisch entsprechenden Construction kann man nach (19) und (9) 
zu fünf Punkten einer Ourve zweiter Ordnung weitere Punkte erhalten, 
wie übrigens schon oben erwähnt wurde. 

Eine andere Gonstructionsmethode eines beliebigen sechsten Punktes 
liefert der Pascal'sche Satz. Derselbe lautet: 

(21) Bei jedem einer Curve zweiter Ordnung einbe- 
schriebenen Sechseck schneiden sich die gegenüberliegenden 
Seiten in drei Punkten einer Geraden, der sogenannten 
Paseal'schen Geraden, 

Zum Beweis dieses Satzes führen wir ein die Coordinaten at, ö,-, 
Ci, di, d, fi (j=l,2,3) der sechs auf dem Kegelschnitt gelegenen 
Ecken und nennen Uu,,, v,,,,, Wab die (sonst mit %, u^, «3) bezeichneten 
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Liniencoordinaten der Verbiadungslinie ah; analog iicf, Vcf, «Cc/ die 
Liniencoordinateii der Geraden cf u. a. w., so daas z. B.: 

«=/ = c^fs— Cj /s, % = C3 /l — Ci 4, if,/ = Cj fa — C^ /i u- s- -w. 
Gregeuüberliegende Seiten des Sechsecks sind nun z, B. ah und (Ze, 
i&c und ef, cd und fa; die Coordinaten des Schnittpunktes von ab mit 
de seien yj, y^, y^, hc und e/" mögen sich schneiden im Punkte 
Kj, «2, «3, c^ und fa in ft, /3a, /ig. Kann man alsdann nachweisen, 
dass ^^ + {'^ißsVs) verschwindet, falls die sechs Punkte a, 6, c, d, e, f 
auf einem Kegelschnitt liegen, so ist damit der Pascal'ache Satz 



% «./ I Ui n rs I i(e/"^) (e/"y}r 

wenn man mit (bcß) die Determinante ^^ + {b^c^ßg) bezeichnet und 

{bcy) xt. s. w. analoge Bedeutung haben. Ferner ist 

„ ^, U, &2 ''all «=■! ".='1 «'ort I I (P<^^') (PM I ^i t\ / ^ \ 

I c^ Ca Cg I I M/u D/n W/tt [ I (cörf) (c/«J I 
und analog findet man: 

(her) - - ("6) Q>d'), ('fß) - - W«) tf<»i), («fr) - ("6) (/■<!<!)■ 
Durch Substitution dieserWerthe in (23) verwandelt sich ^+{cc^ß^'y^'j'm: 
(24) (6cd) (c/'a) (ea&) {fde) - (caV) (hde) {efa) (fcd), 

und dieser Ausdruck geht aus (5) oder (1) hervor, wenn man daselbst 
die Buchstaben a, h, c, d, e, x ersetzt resp. durch c, a, e, d, 6, f. Da 
aber (5) die Bedingung darstellt, unter der die Punkte a, h, c, d, e, x 
auf einem und demselben Kegelschnitt liegen, und da (1) bei irgend 
einer Permatation der Buchstaben a, h, c, d, e, a; nur sein Vorzeichen 
ändert, so ist auch (23) gleich Null gesetzt, die Bedingung dafür, 
dass die Punkte a, b, c, d, e, f auf einem und demselben Kegelschnitt 
liegen. Es existirt daher eine PascaVsche Gerade, in welcher Reihen- 
folge man auch die sechs Punkte a, b, c, d, e, f zu einem Sechseck 
verbunden hätte. 

Es sei bemerkt, dass man sechs Punkte a, i, c, d, e, f eines 
Kegelschnitts auf 60 verschiedene Arten zu Sechsecken verbinden 
kann. Von den 6! Permutationen der Buchstaben a, h, c, d, e, f 
liefern nämlich je 12 dasselbe Sechseck, denn es ist z. ß. das 
(ibcdcf identisch mit jedem anderen, das durch cyklische 
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Vertan scliung der sechs Buclistaben (z. B. hcdefa), oder auch durch 
Umkehrung dieser Vertauschungen (z. B. afedch) bestimmt ist. Die 
Anzahl der wirklieh verschiedenen Sechsecke beträgt daher 6!: 12 = 60, 
und zu jedem dieser Sechsecke gehört eine Paseal'sche Gerade. 

Dem Paseal'schen Satze entspricht dualistisch der Brianchoii'sche 
Satz: 

(25) Bei jedem einer Curve zweiter Classe nmschriebeueu 
Sechsseit gehen die drei Yerbiudungslinieii der gegenüber- 
liegenden Ecken durch einen Punkt. 

Auch der Paseal'sche und der Briancbon'sche Satz lassen sieh 
verwenden, um zu fünf gegebenen Paukten, resp. fünf gegebenen Tan- 
genten eines Kegelschnitts beliebig viele weitere Punkte, resp. Tan- 
genten zu finden. Sind z. B. die fünf Punkte a, h, c, d, e eines 
Kegelschnitts gegeben und will man denjenigen Punkt x finden, in 
welchem eine durch a beliebig gezogene Gerade G den Kegelschnitt 
nochmals sehneidet, so wäre folgende rma säen zu verfahren: Man sucht 
den Schnittpunkt y tler zwei Geraden ab und de, ebenso denjenigen 
von G mit cd, er sei ß; die Gerade bc treffe die Paseal'sche Gerade 
ßy in a, alsdann ist der Schnittpunkt von G mit ae der gesuchte 
Punkt X. 
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II. Absehnitt. 

Ktigelscliniitliüselicl und Kegclsclmittiietze, sowie die diialistisdi 
entspreclienrten Gelülde. 

§ 13. 
Einleitende Bemerkungeo. 
Bevor wir zur eigeutliclien Theorie der Kegelschnittbiischel über- 
gehen, wollen wir noch einige Bemerkungen über abkürzende Bezeicb- 
iiungen vorausschicken, die im Folgenden angewandt werden. 

Es seien /■= und ^ = die Gleichungen zweier Curven zweiter 
Ordnung, und zwar 



(1) 



f=^2""":'-'>- !i^22"'<-'"^'-°' 



die Gleichung li/~f^=0 stellt alsdann entsprechend den unendlich 
vielen Werthen dea Parameters A eine einfach unendliche Anzahl von 
Kegel aehüitien dar, deren Gesammtheit man das dureh f^ und 
(y = bestimmte Kegelschnittbüschel nennt. Der Kürze halber 
werde gesetzt; 

wo Ca = Xiit — an. 
Es sei ferner 

(ß) ^'„{}i) = ^ ± (C,i C,, C33) = c^, C^ä Ca. = CJ, 



(1) 



-V,(A) = 
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(ö) 



'l'.(i) = 



Führt man noch eleu Aiisdruek em 



(6) 



ro 



1 der Determiaanteiithoorie gezeigii wird, die lielat.ioi 

o{::)-(:)(:)-(:r- 



Die Entwickiiiug von '^^(A) und V^{X) nach PotenKen von i er- 
gibt Ausdrückt! vün der Form 



(8) 
(9) 



'l'„(J) =:= l'B — 31'8 + 31H - 



■^, 



Hierbei sind A niid J? die Determinanten der beiden Kegelsciinitto 
f und ff, wälirend i*' = und G = ihre Gleichungen in Linieneoor- 
dinaten bedeuten: 



(10) 



IF=Ä^,ti,'+2A„it,tt, + A„ 



,' + 2A„n^ti, + 2A„n,ti, + A„ 



lG = B„ii,»+ 2-B„«,«,H- i'„ 
Ferner ist 

[ 39 55 o„B„ + o„B„ + o„B„ + 2o„Bs, + 2o„B„ + 2a„B„ , 

(12) 2-H 55 («, S)„!.,> + 2(0, S)„«,ii, + (o, i)^«," + 3(o, i)„ii,iis 

+ 2(«, 6)j,iij«, + (o, S)„Us', 
wobei zur Abliürzung gesetzt ist 

i (a, 6)ja =^ %i^32 4* Og^Jgj — «33?'i2 — «la^'aai 
wälirend die übrigen («, &);j; ans den hier angegebenen durch cykiische 
Vertauselinng der Indices hervorgehen. 

Ks möge nocli bemerlit werden, dass zufolge (3) die Olcieliuiig 
besteht 



(11) 



(13) 
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deun GS ist -^^ nach (2) gleich öjj, während :t-~ die üiitei'deteraii- 
naüte 6*;i von c^t iu C davatellt; zufolge (8) hat man ausserdem 
(t4a) ^p = ^X'B -- 2A0 + H). 

Aus (8) folgt für den zweiten Differentialquoti eilten 
(15) '"^\^ = 6AJ;-60, 

oder zufolge der Definition von B und 0: 

§ U. 

Eestimmnng der Solinittpnnkte und gememsam.eu Tangenten 

zweier Kegel solinitte. 

Es seien gegeben die awei Kegelschnitte 

Ist die Gleichung eines dritten Kegelschnitts ¥on der Form 

(2) Ag — f^E ^ ^CiiXiXk = 0, wo Ca == Ihk — a-ik, 

so geht derselbe, welche Wertbe auch der willldiriiche Parameter l 
haben möge, atets durch die Schnittpunkte von f und g hindurch, denn 
für jeden dieser Schnittpunkte wird sowohl f=0, als ^ = erfüllt, 
daher auch A^ — /'=0. Wir können daher sagen: 

(3) Sind f=0 und i? = die Gleichungen zweier Kegel- 
schnitte, so stellt Xg~f=-0 für alle möglichen Werthe des 
willkürliehen Parameters l ein ganaes System von Kegel- 
schnitten dar, die sämmtlich durch die Schnittpunkte von 
/■= und ^ = hindurchgehen. 

Man bezeichnet dieses Sjateui als Kegelsclinittbüschel und 
die gemeinsamen Schnittpunkte als Grundpunkte des Büschels. 

Es liegt nun umgekehrt die Frage nahe, ob die Gleichung eines 
jeden Kegelschnitts, der durch alle Schnittpunkte von /=0 und ^ = 
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geht, in die Form gebracht werden kana lg — f = 0. Tjoi dies zu 
untersuchen, wenden wir uns zu der Bestimmung der Schnittpunkte 
von f^O und £f = und bemerken zunächst, dasa man zu diesem 
Zweck irgend zwei Curven des Büschels (2) wählen kann. Denn jeder 
auf Xg — /■ = und auf jig — /■ = gelegene Punkt liegt auch auf 
Xg — f — {(^g — /3 = 0, d. h. auf ^ = 0, somit erfüllen seine Cooi'- 
dinaten auch f == 0. 

Fragen wir nun, wie viele zerfallende Kegelschnitte, also Geraden- 
paare in dem Büschel enthalten sind. Dabei werde angenommen, dass 
die Determinante C nicht identisch verschwindet und, da es sich im 
Folgenden zunächst nur um die Schnittpunkte von f=0 und (/ = 
handelt, dass mindestens der eine der beiden Kegelschnitte, etwa g = 0, 
nicht in ein Geradenpaar ausarte, dass also stets Zf $ sei. 

Die Bedingung für das Zerfallen des Kegelschnitts kg — f=0 

ist nach § 4 gegeben durch ^ 4:('^u%0 '^ '^' ^^'^ ^^ ^''^^^' *^'"'" 
chung in X vom dritten Grade, also von der Form ist 

(4) M'„(A) F^ l^'B - 5i.'Q + SAH ■ -- ^ = 0, ') 
hat man den Satz: 

(5) In einem K eg eis chnittbü sehe! sind im allgemeinen 
drei Geradenpaare vorhanden. 

Sind ^i, ^2' ^a ^^^ '^^° Geradenpaaren entsprechenden Werthe des 
Parameters X, so erhält man die Gleichungen der Spitzen dieser Paare 
nach § 5 doppelt zählend, wenn mau in kig — /'= («=1,2,3) 
Linieneoordinaten einführt. Nun ist aber die Gleichung von Xg — /"= 
in Linieneoordinaten von der Form 



(6) -T.W-I " 







und wenn dieser Ausdruck nach Potenzen von l entwickelt wird, er- 
gibt sich 
(Y) ¥i(>l) = ^ - 2A.H"+ X^G = 0. ') 

Sind daher f,«, 4«, ig® (i = 1, 2, 3) die Coordinaten der Spitzen 
der drei Geradenpaare Xtg — - /' = 0, also 

1) Uelier die Bildung der Ausdrücke luid H vgl. (11) in § 13; Ä uud B 
sind die DatermiDanten von f = 0, reap. g = 0. 

3) F^O uud G = Bind die Gleichungen von /=0 und g^O in Liiiien- 
coordinsiten; über die Bildung des Auadcucks Tl. vgl. (13) in g la. 
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(8) ;,<'>«, + ^«i(a + y'^Mg — (i=l,2, 3) 

<!ie Gleichungen dieser Spitzeu, so bestehen Identitäten von der Form 

(9) '\'^{X.) ~ F ~ 21J-T -\- h^a ^ {f/'X ■4-f2^''>Ma + y'l%)l 

Hiuaichtlicli der Lage der drei Geradenpaare sind mm entsprechend 
der Verschiedenheit oder Gleichheit der Wurzeln Aii-lgjA^ von (4) 
drei Hauptfälle zu unterscheiden, so lange die übrigen Curven dea 
Büschels eigentliche, d. h. nicht ausartende Kegelschnitte repräsentiren. 

1) Die drei Wurzeln A^, i,j, ig sind von einander ver- 
schieden, daher ^V^^{l!)^0, wenn J.; eine dieser Wurzeln ist und 
H'q'(^) den Uifferentialquotienten von Yd((1) bezeichnet. In diesem 
Falle Lann me die 8pit?e einea Geiadenpaares, z. B. des dem Para- 
meiei A, entsprechenden, auf emer Geraden eines anderen Paares liegen; 
dtun wenn dies doch emtieten wuide, so wäre diese Spitze ein allen 
Kegelschnitten des Büschels gemeinäainer Punkt, sie läge auch auf 
der Curve £> = 0, so dass ^(ii''*, %'-^\ V^') = 0. Zvriscbeu den P' und 
den Unterdeterminanten Ca eines Elementes ca- der Determinante 
C^^ iC^n'^aO besteht aber nach (9) die Beziehung, dass jedes 
Product titu zu die proportional ist, und hieraus geht hervor, dass 

5(V^V")V'*) den Werth erhält _2? 2 '^«^'■t' '^^^ ^^^^ (1^) ^° 
§ 13 mit Vn'(^) identisch ist. Mithin wäre M'd'CAj) = 0, und dies 
war ausgeschlossen. Da die Schnittpunkte von irgend zwei Kegel- 
schnitten des Büschels dieselben sind wie diejenigen von zwei Geraden- 
paaren des Büschels, letztere aber bei ihrer gegenwärtig nicht specia- 
Ijsirten Lage vier gemeinsame Punkte haben, so schneiden sich 
im Falle I) die Curven dos Büschels in vier versehiedenen 
Punkten. 

11) Die zwei Wurzeln ^^ und A^ ^"ii (■^) seien einander 
gleich, dagegen ^g^^i- Nuu ist 

Aus den soeben angestellten Betr lehtungen geht hervor, dass die 
Spitze des dem Parameter X^^^l^ ent'-pieehenden Geradeiipaares auch 
auf g = liegt, daher einer der Gi indp mkte des Kegel sehn ittb äs ch eis 
ist. Jedoch kann diese Spitze i nicht mit deijenigen des Geraden- 
paares Agf/ — /■ = zusammenfallen Nat,h § 4 bestehen nämlich für 
die Ooordinaten U'^ {i = 1, 2, *}) die Gleichungen 

(10) j,j'((,<>j) - rw"), *.!/Ä")-/'W"), i.s'W") -/'(',"), 
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134 IT. AbsdiLiitt, g l'I, 

daher ist auch 

(11) A5(i<il, x) — /■((<", x) =- (;i — K)g{V''\ x), 

für beliebige Werthe Xi; fiele die Spitze i<'' mit t''^'> zusammen, so 
wäre hiernach (A^ — Aj (?(*(",«) =^ 0, d. li. A, = A3, denn (/((^^ «) 
kann für beliebige Werthe der x nicht versehwinden, weil die Deter- 
minante B als von Null verschieden vorausgesetzt war; die Gleichung 
Xy = A3 war aber ausgeschlossen. 

Es sind nun im Falle II) zwei Möglichkeiten vorhanden: 

a) l-^g — f=0 stellt zwei verschiedene Geraden dar, etwa 
*■« -Sn =0, es ist also F- — 2X^H'\- X^^G nicht identisch Null, 

b) X^g-^f=0 ist eine Doppelgerade r^^ = 0, also 

i?__2A^Zf+ Ai^(? = 0.0 
Jedenfalls berühren sich im Falle a) auf Grund der Gleichuugen 
(10) nad (11) die Kegelschnitte f=0 und g = 0, daher sammtliehe 
Kegelschnitte des Büscliels, im Punkte /W; die gemeinsame Tangente 
muss somit a\ich Tangente an das Geradenpaar X^y — ^= sein, d. h. 
mit einer Geraden dieses Paares zusammenfallen. Die Kegelschnitte 
des Büschels berühren sich in einem und demselben Punkte 
(der Spitze des Geradenpaares mit dem Parameter (A = Aj = Ag), und 
die gemeinsame Tangente ist eine Gerade des Paares X^g — f=0. 

Im Falle b) rücken die Grundpunkte des Büschels paarweise in 
die zwei Schnittpunkte der Doppelgeraden r/ = mit dem Geraden- 
paare A3Ö — f, und aus deuselben Gründen wie bei a) ersieht man, 
dass sich alle Ourven des Büschels in diesen zwei Punkten berühren 
und die Geraden des dem Parameter Aj eotsprechenden Paates zu 
Tangenten in den zwei Berührungspunkten haben; es findet doppelte 
Beiuhiung statt ) 

Auch können diese Beruhiungspuukte niobt zusammenfallen, sonst 
wuide ic =0 Tangente aller C'uiven des Büschels sem, also auch des 



1) Das zweite Geradenp'^ir X^ff - / =^ Ldiin nicht in eine Doppplgeradc 
flbei^ehea, sonst wniden tui diP Wm/el Jj ■ülf L^ venclinmdpn, as,ch (!4) in 

§ 13 wäre also ~~r^ = 0, d iv die knbieclip Gleicliun:; (4) h-Ltte noch eine 

zweite Doppelwuizel, was unmoghcli ist 

2) Wie v.n oben bemeikten, ist nun 1',(l,)=i — a3,if4-l, G~0; 
nach einem illgemeinen &atze von Kione&kei gelingt aber bei emei symme- 
tiischen DetPiminante das Verüchwinden lon diei passend gew ihlten Unter- 
determmantPn , Tiin das Verschwinden allut übrigen zu. Viewnlien Nach Blimi- 
iiition von A, ledueiren sicli die diei aut gewählten Gleiohnngen auf zwei der Fall 
dei doppeltea Beiuhrung erfordert denrndcli die EifuUung von a 
Vgl übiigun^ aach die Fussnote an & 97 
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Kegelaclmitts ;/ = 0; aus 

folgt aber >;)■;. = cni, und wenn r^ = Taiigento ist von y = 0, so 
hätte man hieraaeh 

oder nach (16) in | 13 Yo"(Ai) = 0, was ausgeschlossen war. 

III) Die kubische Gleichung (4) hat eine dreifache Wurzel A,, 
es ist also neben "V^iX^} = auch Y^'C^^ = und V(^i) = 0; wir 
unterscheiden auch hier wieder: 

a) ^li/ — /'=0 stellt zwei verschiedene Gcradon dar, etwa 
r^S:, = 0, 

b) l-^g — (=:() ist eine Doppelgerade r^^ = 0, also 

Im Falle a) gehen wir aus von der Rektion 

Da die Spitze des Gera-denpaars wie im Falle II) allen Kegel- 
schnitten des Büschels, somit auch g = 0, angehört, ist jedenfalls 
1 ) =0; ausserdem hat man 

(;)^ = P„r,s, + B,,{r,s, + r,s,) + ■■• = I>'„c„ + 2B,,c,, + ■ ■ ■ 
'* (für;i =Ai), 

und dieser Ausdruck ist nach (16) in § 13 identiseh mit yH'o"('^i)j 

verschwindet daher. In Folge von ( ) =0 und ( ) =0 redueirt 

sich nun (12) auf (') v) =0, d. h. eine der beiden Geraden, etwa 

r^==0, muss den Kegelschnitt p = 0, somit alle Cur?en des Büschels 
berühren, und zwar muss der Berührungspunkt die Spitze des Paares 
^iS — f=0 sein, da alle Kegelschnitte des Bösehels durch diese Spitze 
hindurchgehen. Beruh ran gspunht und Spitze sind auch auf Grund 
von (10) nicht getrennt. Ferner können nicht beide Geraden r^, = 
und Sa = die Ciirven des Büschels berühren, sonst wären r^ und 
Sj, identisch, was erst im Falle Illh) angenommen wird. Im gegen- 
wärtigen Falle werden alle Kegelschnitte des Büschels von der einen 
Geraden des Paares l^ß — f == berührt, von der anderen in zwei 
Funkten geschnitten, von denen der eine mit dem eben genannten 
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Berührungspunkte identiscli ist. SÜmmtliclie Kegelschriitte hiiben clem- 
naeh drei mit der Spitze des Geradenpaares zusammen fallende Punkte 
gemeinsam, sie „oseuliren" sich und schneiden sich überdies 
noch in einem vierten Punkte^). 

Im Falle Illb) rückt auch dieser vierte Punkt in den Berührungs- 
pLinkt der Doppelgeraden mit den Kegelschnitten des Büeeheis, d, h. 
die einzelnen Curven haben vier zusammenfallende Punkte 
gemeinsam, und die gemeinsame Tangente ist die Doppelgerade 
j-^^ = 0, Für die dreifache Wurzel verschwinden alle TJuterdeter- 
miuanten dk, doch bann in ihnen der Factor ü — Aj nur einfach ent- 
halten sein. Wäre nämhch dieser Factor doppelt in allen Cnc ent- 
halten, so würde derselbe in der hnken Seite der Gleichung 

(:)(:)-(:r=c{::) 

für beliebige Werthe «(,-, Vi vierfach enthalten sein, er wäre also in 
(" ") einfach enthalten, &. h. es wäre für A = A^ c,-i = (j, h = 1, 2, 3), 
die fflit wären den 6,^ proportional, daher die Kegelschnitte f= und 
i; = identisch. 

Es bleibt nun noch der Fall zu untersuchen, dasa die Deter- 
minante G identisch verschwindet. Wenn dies eintritt, ist jeder Kegel- 
schnitt des Büschels ein Geradenpaar, also auch f^O imd 3 = 0, 
Es würden alsdann auftreten die Gleichungen J5ij %, + 2B-i^a^^ -{ — = 
und jlji^ii + 2^ia&ia --|- ■ ' ■ = Oj deren erste aussagt, dass die Spitze 
von p = auf f=0 liegt, während zufolge der zweiten die Spitze 
von /'=0 auf ^ = liegt, üebrigens sind wieder zwei Unterfälie 
möglich : 

a) Die Spitzen von f ^ und gr == sind verschieden , die 
Kegelschnitte des Büschels bilden Geradeapaare, die eine Gerade ge- 
meinsam haben; es ist also f{x,x) von der Form r^.v^, g(x,x) von 
der Form r^ • ^t>^- 

h) Die Spitzen von f=0 und g = fallen zusammen. Sind 
q, Cg, C3 die Coordinaten der gemeinsamen Spitze und setzt man 
Xi = y^ -\- (lC[, x^ = y^ -{- Acg, Xg = ACg, wobei c^ von Null verschieden 
sei, so verwandelt sich f{x,,!e^,x^) in f{y,,y^,0), ^(a^jiKa, 373) in 
Ö'CJ'u Vs *^)i "^ßin f(c, y) und g(c, y) verschwinden identisch zufolge des 

1) Durch Substitation der dreifachen Wurzel 3.,, welche Bufolge 4>,"(lj) = 
den Werth besitzt X, = -^ , in (14a) und (8) in § 13 crhillt man die Relationen 
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ümstandes, dass c,, c^, Cg ilie Coordiuateii der gern einsam en Spifcae 
sind. Es werden nuumehr f und ^ Ijiuäre Formen, und zwar stellen 
sie, sowie alle Kegelschnitte des Büsdiels, Geradenpaare dar, die von 
demselben Ocntrum auageliea. Infolge der Identität der Spitzen sind 
natürlicli die Grössen An den Bi^ proportional. 

Kehren wir nnnmehr zurück zu der S. 131 aufgeworfenen Frage, 
ob die Gleichung eines jeden Kegels clinitts K, der durch die vier 
Schnittpunkte «, (5, y, S von /'=0 und j? = gebt, in die Form 
gebracht werden kann Xg — f ' = 0. Um dies nachzuweisen , fixiren 
wir auf K einen fünften Punkt s^, s^, e^ und bestimmen in der Glei- 
chung lg{x, X) — f{x, a:) = den Parameter X der Art, dass 

Xg{E, s) — /■(£, e) = 0; 
alsdann hat der Kegelschnitt f(s, e) ■ g(a:, x) — g{e., e) • f{x, x) = 
mit der Curve K die vier Grundpunkte «, ß, y, S und den fünften 
Punkt 6 gemeinsam, fällt also mit J£ zusammen. Sollten die Kegel- 
schnitte f und g eine der im Vorausgehenden unter II) und 111) 
beschriebenen speciellen Lagen haben , so stände in allen Fällen 
der Eegelschuitt K zu den Geradenpaarea, resp. zu g = in der- 
selben Beziehmig, wie im Vorausgehenden der Kegelschnitt f=0 
selbst, er würde also jedesmal durch die vier gemeinsamen Punkte 
von f und g gehen oder, was dasselbe aussagt, die Coefficienten seiner 
Gleichung würden vier in diesen Coefficienten lineare Gleichungen 
befriedigen. 

Zum Schlüsse dieser Betrachtungen wollen wir noch bemerken, 
dass man sehr wohl die Frage aufwevfen kann, ob nicht die vier 
Schnittpunkte zweier beliebig gelegenen Kegelschnitte immer eine ge- 
wisse specielio Lage zu einander haben'). Diese Frage ist zu ver- 
neinen, denn man kann stets Kegelschnitte angeben, die durch vier 
ganz beliebig fixivte Punkte der Ebene gehen. Legt man nämlich 
durch die vier Punkte zwei Geradenpaare, was bei der allgemeinen 
Lage der Punkte immer geschehen kann, und reprasentiren gi = 0, 
^3 = die Geraden des einen Paares, g^ = 0, g^ --= diejenigen des 
anderen, so sind g^g.^ — fig^g^ = und g^g^ — vg^g^ = zwei Kegel- 
schnitte, die durch jene vier beliebig fisirten Punkte gehen. 

Nachdem im Vorhergehenden die Frage nach der Anzahl der 

1) Bei glen,hscit:gen Hyperbeln z. B. tritt eine solclie specielle Lage auf, 
indem alle gleiche eif igen Hjpevtieln, welche dmcli dieselben drei Punlito gehen, 
als »leiten gemeinBamen Pankt den Höhuti Schnittpunkt des duvcU die drei übrigen 
heBtimmten Dieiecks hihen (»gl. dea zn vorliegendem Paragraphen gehörigen 
Theil do^ Anhangs) 
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Sclißittpunkte erletiigt ist, wollen wir nun sehen, wie viele gemein- 
same Tangenten zwei Kegelschnitte besitzen, and wie man die Coor- 
dinaten oder die Gleichungen der Schnittpunkte und gemeinsamen 
Tangenten findet. 

Wenn die Wurzeln der feabisehen Gleichung (4) von einander 
verschieden sind, bestehen nach (9) für die Coordinaten ^i''', (g''*, ig''* 
(i = 1, 2, 3) der Spitzen der drei in dem KegelschuittbÜschel ent- 
haltenen Geradenpaare die Identitäten 

(13) Ti(A;) = -F- 2;i,if4- V(?ee{V'>«i + *./'«ä + V"m.I' 
(i=l,2,3). 
Vermittelst dieser Identitäten kann man F, S und G oder all- 
gemeiner ^i(i.) durch die in den drei Gleichungen (13) rechts stehen- 
den Quadrate ausdrücken, uud zwar entweder mit Hilfe directer Auf- 
lösung oder kürzer durch Partialbruchzerlegang: 

(-[A\ -ÜÄW „ ! V.(l.) _i_ , Vjf,) _i , ¥.JA,} ^_l_l 

^ ' l'o(^) l K(h) A — I, "■" 'f'o'(ls) 1 — i, "•" 'Wli> ^ - ^ J 
Setzt man nämlieh 

(15) *?"^. +Jj !^+ ^ >lS. = (/. (i „ 1 2 3) , 

so wird 

und hiermit ergiebt sich der Sata; 

(17) Die Spitzen der drei in dem Kegelschnittbüschei 
Xg — f^O enthaltenen Geradenpaare bilden ein Poldreieck 
für jede andere Curve dieses Büschels. 

Enthält nämlich die Gleichung eines Kegelschnitts nur die Quadrate 
der Veränderliehen, so ist derselbe, wie ia § 4 und 5 gezeigt wurde, 
auf ein Poldreieck als Coordinatendreieek bezogen. 

Setzt mau in der Gleichung 

(18) >i', w - T.wl^-^^; + rIS; + Äi 

den Parameter X gleich Null und beachtet, dass 

(19) '{'„{^) = B(l - A,) (1 - A,) (A - A3), 
so verwandelt sich Yj(i) in F, und man erhält 

(20) F = -ß(A,A^ U^' + A3A, er/ + A^A, ü/} , 

wofür man, wenn die Determinante A des Kegelschnitts f ■=== von 
Null verschieden ist, auf Grund der Relation BX^l^X^ = Ä auch 
setzen darf 
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Beatinimiinj,' Jür vio]- gemomsiimeri T^iigütiteii und öcliuittpuiikte. i;-jl) 
Für 1 = CO folgt MS (18): 

(22) l-iv + u.'+a;- 

Die Gleichungen (21) und (22) filhveü nun sofort zur Bestimmuug 
der gemeinsamen Tangenten von ^=0 und G = 0, denn für die 
Coordinaten dieser Tangenten bestehen gleichzeitig die Gleichungen 

^ + ^' + ^ = und /7/+ f/,ä+ p-^ä = o, 

aus denen folgt 

(23) U. : U. : U, = yirZJ, ■■ + ]/i -1; ■■ + ]/{-!;, 

wobei f(ir die Ui die Ausdrücke (15) einzusetzen sind. Es treten 
hierbei nur vier verschiedene Werthsysteme der Ui auf, da von den 
acht an und für sich möglichen Combinationen der Vorzeichen in 

(23) je zwei für Ui'. ü^: f4 Werthe liefern, die sich nur um den 
Factor — 1 unterscheiden. Wir können daher sagen: 

(24) Es gibt im allgemeinen vier Tangenten, die zwei 
Kegelschnitten gemeinsam sind. 

Die Erwägung, dass die Spitzen der drei in dem Kegelsehnitt- 
büschel vorhandenen Geradenpaare ein allen Kegelschnitten des Büschels 
gemeinsames Poldreieck bestimmen, führt darauf hin, in (16) an Stelle 
der willkürlichen Grössen %, ii^, Ug die DifFerentialquotieuten 

i '/{".) ~S. (i-1,2,3) 

einzuführen. Die Polare des Punktes tf-'^ iu Bezug auf den Kegel- 
schnitt 17(3;, a;) = hat nämlich die Gleichung 

4 /('».)'.'" + isi'tW + ^S'i'M" - oder 

','''!/, + 4"'S> + y'ft - 0. 
Setzt man daher 

(25) '^''iL+^^llJrA^^x, ii^-^l,2/d'), 

V'v„'(Xi) ' ' /' 

so ergibt sich sofort 

(26) -- (p^^^ : %{l) = ^"^^ + ^5\^- -f- ,-5^ 

= -L 1-^'- 4. ^?!- + ^'' 1 . 



Ersetzt man andrerseits in (16) die Grössen Ui durch -^fX^i) = fi 
und beriicksiehtiet, dass 
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(27) (,<')/•■ (,I,) + yi/'fe) + i,"'/"fe) 
SU ei'häU man; 

(28) -(fl^^'i'.W-^^ + Sx + r^- 

Aus (26) und (28) ergeben sich leicht die Gleichungen der auf das 
gemeiHsame Poldreieck als Coordiiiatendreieck bezogenen Kegelschnitte 
(/ = und f = 0, indem sich (26) durch die Sabstitution A = oo 
verwandelt in 

(29) s(x,x)~X,' + X,' + X,', 
während (28) für Jl = übergeht in 

(30) /(x, x) = Ai X,' + ?.^X/ + A3 X3I 

Bildet man aus (29) und (30) die drei Differenzen A,(/ — f=0, 
so ergehen sich die Gleichungen der drei Geradenpaare, deren Spitzen 
nach der Definition der Ausdrücke X; in (25) mit den Punkten P, ==0i 
U2 = 0, üj = 0, also mit den Ecken des Poldreiecks zusammen- 
fallen. Man findet 

1 (l, — AO X^^ + {l, — -lg) X/ = , 

(31) \{h — 4) V + (^ — ^)Xi' = 0, 
I (A3 — Ajl X^^ + (A3 — As)^;^ = . 

Die Ausdrücke für g und f in (29) und (30) führen überdies 
dazu, in eleganter Weise die Coordinaten der vier Punkte zu be- 
stimmen, die diesen zwei Kegelschnitten gemeinsam sind, denn aus 

(31) folgt 

(32) Xi : Xa : Xs = j/A^ — Ag : + yA^^T^ ; + yi, - l,. 

Um aus (32) und (23) die Verhältnisse der sc^, resp. % (i= 1,2,3) 
KU berechnen, leiten wir in etwas allgemeinerer Weise eine Relation 
ab, welche die Xi durch X^, Xg, X3 und gleichzeitig die M; durch 
fr,, U2, U^ ausdrücken lehrt. 

Wir substituiren zu diesem Zweck in (16) an Stelle der will- 
kürlichen Veränderlichen u,- die Grössen M; -\- (ig, und vergleichen auf 
beiden Seiten die Coefficienten von ft^. Alsdann entsteht die Formel 

Für A ^ 00 erhält man hieraus nach einer leichten Transformation 
die gesuchte Relation: 
(34) u,xi+u,Xs + W3Ä3 = U,X, + U,X., -\- U^X^. 

Für bestiuimte Werthe der Xi und variabele ui stellt die linke 
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Seite dieser Relation gleich Null gesetzt einen Punkt dar. Wir denken 
uns nun fflr clie Xi Wertbe eingesetzt, welche bewirken, dass die X,- 
die Gleichungen (32) hefriedigen; alsdann erhält man 

(35) yiä - h Ui ± Vh - k f^a ± Vk ~ h Us^O, 

und diese Gleichung ergibt, wenn man für die Vi die Werthe (15) 
einsetzt, entsprechend den verschiedenen Combinationen der positiven 
und negativen Vorzeichen, die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte 
f(x, x) = und ff{x, s:) = 0. Da zufolge (15) und (13) 

Vfi-' — 3i.H~+Y."" ei" 

(36) U< = —^ — -^.~-— , 

so kann mit Hilfe von Yo'(.l,) == 5(^1 ~ A^) (A^ -- Ag) und der ana- 
logen Wertbe von ^^'(Ag) und NV(As) die Gleichung (35) auch in 
die Form gebracht werden 

(37) (Aa ~- Ag) y(F~2X,II'i-Xi'G) ± (A3 ~ A^) y'(]^-~'2X~Ji^^'l/G) 

± (^1 — h) l/(i^— 2^3^+ VG) = . 
Für bestimmte Werthe der M,- und variahele a;; stellt die linke 
Seite von (34) eine Gerade dar. Setzt man für die Ui Werthe ein, 
weiche bewirken, dass die üi die Gleichungen (23) befriedigen, so 
erhält man die Gleichungen der vier gemeinsamen Tangenten von 
f{x, x) = und g{x, x) = in der Gestalt: 

0«) i/F-l ^' ± V?-l ^" ± VF-1 ^" - ° • 

wobei die Xf definirt sind durch (25). 

§ lö. 

AUgemeine Eigenschaften dea Kegels chnittbüsohels; 

die Kegelschnittsohaar, 

Zunächst möge die Frage beantwortet werden, welchen Wertb 
der Parameter l annehmen muss, damit eine Curve des Büschels 

(1) iKi,x)-fe«)-o 

eine gegebene Gerade 

(2) M:. ^=u,x, + n^x^ + ii^x^ = 

berühre. Nach § 4 ist dies offenbar dann und nur dann der Fa.U, wenn 
I '^u ^n 'h.s **i 

(3) <i',(i)i^-r" "" °" "' j-o, 

»' 1 1 
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d. li. wenn 

(4) Yi(it) = F~ 2kH-\-;.'G = 0. 
Da diese Grleiehung vom zweiten Grade in l ist, folgt: 

(5) Id dem Büschel Xg — /"= gibt es im allgemeinen 
zwei Kegelschnitte, die eine gegebene Gerade berühren. 

Um auch die Gleichung ,^=0 geometrisch za deuten, gehen wir 
davon ans, dass nach (53a) in § 4 die Gleichung des Schnittpunkte- 
paares der Geraden (2) mit der Curve (1) in variabelen Liniencoordi- 
naten iJj, v^, Vg dargestellt ist durch 

Diese Gleichung ist in A vom ersten Grad; bezeichnet man die 
Ooeffieienten von l" und A' in ihr mit P und — Q, so entsteht 

und es sind dann P = 0, Q ^ die Gleichungen der zwei Schnitt- 
punktepaare der Geraden (2) mit den Kegelschnitten f=^--0, resp. 
^ = 0. Denn zu dem Wei-the A = des Parameters, für welchen 
P= 0, gehört die Curve /"== 0; zu dem Werthe *t = oo, für welchen 
Q==0, die Curve g = 0. 

Speciell für eine der beiden Wurzeln A^ und A^ der quadratischen 
Gleichung (4) geht das Sehuittpuuktepaar über in den doppelt zu 
nehmenden BerÜhrungapunktj so dass man setzen kann: 

'■ ' \f - i,Q ~ {i,v, + i,v, + !,«,)' ~T,'. 

Vermöge dieser beiden Relationen lassen sich nun P und ^ ans- 
drücken durch V,^ und Fgl Zerlegt man nämlich den Autidruck 
_p-ig __ 

in zwei Partialb rüche, so entsteht 

„ p~ig _ P-h 9 , P-hQ _ „,,„,. 
^'^-' (i — ii) {i - i^) (ij — is) (i — h) ' {^- - h) (^ "-■ *s) 

und die B'oim dieser Gleichung liefert unmittelbar den zuerst von 
Desargues^) später auch von Ch. Sturm gefundenen Satz, den wir 
den Desargues Sturm sehen 'satz nennen wollen: 



1) Desarf ea B omllou \ ojei,t d'une attointo aus övenemena i 
contres d'un oone i pc n (la Pavis 1639, veröffentliclit in: „Oai" 
Desai'gues rem c et inaly eea i i M Pou<li-a", Bd. I, S. 186ff., Paria lS(i 
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(11) Daa Puiiktepaar, in welchem eine beliebige Curve 
des Büseliels (1) eine gegebene Gerade trifft, ist harmonisch 
zu den Berührungapunltten derjenigen beiden Curven, welche 
die gegebene Gerade berühren. 

Man kann diesen Satz auch in folgender Form aussprechen; 

(12) Die Kegelschnitte eines Büschels treffen eine be- 
liebige Gerade in Punktepaaren einer Involution; die Dop- 
pelpunkte dieser Involution sind die Berührungspunkte der- 
jenigen zwei Curven des Büschels, welche die gegebene 
Gerade zur Tangente haben. 

Für 1 = und A = oo ergeben sich aus (10) die Pimktepaare, 
in denen die Curven /" == und g = die Gerade (2) treffen, uilmlich 

[v, + ]/|i 7a) (Fj - y^ V,) = für die Curve f =^ 0, 

Das Doppelverbältniss a des ersten Punktepaares zum zweiten 
ist nun 






woraus folgt j^- = ~ i-^-jj-j-; erhebt man diesen Ausdruck ins 
Quadrat und führt man für das Product und die Summe der Wurzeln 
Xi, Ag der quadratischen Gleichung (4) die Coefficienten ein, so ergibt 
sich die Beziehung: 

(13) (« - IfN'' - {a + VfFG = 0. 

Diese Gleichung repräsentirt, wenn a eine gegebene Zahl ist, die 
Bedingung, der die Coordinaten M; einer geraden Linie genügen 
müssen, wenn die Gerade die Kegelschnitte f und g so schneiden soll, 
daas das Punktepaar P mit dem Punktepaar Q das gegebene Doppel- 
verhältnis s a bildet. Diese Bedingung ist für die % vom vierten 
Grad, daher hat man den Satz: 

(14) Alle geraden Linien, welche die zwei Kegelschnitte 
/■= und gr = so schneiden, dass die beiden Schnitlpunkte- 
paare ein gegebenes Doppolverhältniss « bilden, umhüllen 
eine Curve vierter Classe. 

Für K ■= — 1 hat man J?^ = 0. Das Verschwinden von 11 sagt 
also aus, dass die Gerade (2) von den beiden Kegelschnitten /= 
und p = in zwei harmonischen Punktepaaren getrolTen wird. Da 
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E in den Mj vom zweiten Grad ist, stellt Ö"=0 einen Kegelsolinitt 
dar, und man kaaii somit sagen: 

(15) Alle Geraden, welche zwei Kegelschnitte /■==0 und 
5^ = in zwei harmonischen Punktepaareu treffen, umhüllen 
einen dritten Kegelschnitt ^ = 0, den wir die harmonische 
Gurre zweiter Classe nennen wollen. 

Dieser Kegelschnitt wird auch von denjenigen acht Geraden be- 
rührt, welche in den vier Schnittpunkten von /"= und (/ = als 
Tangenten dieser beiden Curven gezogen werden können. Oonstruirt 
man nämlich in irgend einem der Schnittpunkte die Tangente, etwa 
von f=0, 80 schneidet dieselbe den Kegelschnitt /'=0 in zwei 
zusammenfallenden Punkten; sollen nun die Schnittpunkte derselben 
Tangente mit fif == harmonisch liegen zu diesem zusammengerückten 
Pmiktepaar, so muss einer der Schnittpunkte mit </ = in dieses 
Punktepaar hereinfallen. Dies ist nun wirklich der Fall, jene Tan- 
gente trifft daher beide Kegelschnitte in der That harmonisch. Das- 
selbe würde gelten, wenn jene Tangente an den Kegelschnitt ^=^0 
in einem der Schnittpunkte von f = Q mit </ =^ gezogen worden wäre. 
Man kann ferner fragen, was eintritt, wenn das Doppelverhältniss 
ß = ist, oder den reciproken Werth hiervon, oo, annimmt. Be- 
zeichnen wir die Schnittpunkte der Geraden Mj, = mit dem Kegel- 
schnitt f=(i durch und 1, ihre Schnittpunkte mit ^ = durch 
2 und 3, 80 hat das Doppelverhältniss a bekanntlich den Werth 
« =S^:flTV = STMS, ■^0 (20) den Abstand des Punktes vom 
Fuukto 2 bedeutet. Dieses Doppelverhältniss ist nur dann Null oder 
unendlich gross, wenn einer der Abstände (20), (31), (21), (30) sich 
auf Null redueirt, d. h. wenn die Gerade die Kegelschnitte so trifft, 
dass ein auf Z' = gelegener Schnittpunkt mit einem auf (/ = 
gelegenen zusammenfällt, wenn sie also durch einen der vier Schnitt- 
punkte beider Kegelschnitte geht. Und so oft auch umgekehrt die 
Gerade durch einen der vier Schnittpunkte geht, wird das Doppel- 
verhältniss gleich Null oder unendlich gross. Für k = und « = oo 
verwandelt sich aber (13) in: 

(16) B} — FG^O, 

und diese Gleichung wird daher erfüllt für jede Gerade, die durch 
einen der vier Schnittpunkte geht, d. h.i 

(16a) Die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte /'=0 und 
g = sind gegeben durch die Gleichung H^ ~ FG '=0. 
Zu diesem Resultate gelaugt man auch in folgender Weise. 
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Die vorstellen de 11 Betvaclituugeu hatten zur Vorausaetzuüg, dass 
die beiden Wurzeln ^ und Ag der Gleichung (4) verachiedea seien. 
Um aaf den Fall Aj = X^ näher einzugehen, ersetzen wir in der für 
ein beliebiges X und für aiie Wertbe der -ßi bestehenden Identität 

(17) T.W - 4?ifi V + 24?lffl „,„, + ... + "i<«V 

die Grösse A durch die Doppelworzel Aj und die Quadrate und Pro- 
duete v^, v^^v^, . . .v.^ durch ftjj, \^, . . . 63g, was nach (35) iti § 8 ge- 
schehen darf. Alsdann wird die rechte Seite der letzten Identität 
gleich dem zufolge Vorhandenseins der Doppelwurzel verseh windenden 
Differentialquotienten ■ ' ' '■), während die linke Seite nach (7) und 

(8) übergeht in «//in -|- 'Ji/^^y^bti H h Va^sf ^^so in ff(y, y). Der 

auf der Curve X^ff — /' ^ befindliche Berührungspunkt y liegt dem- 
nach gleichzeitig auch auf den Curven (/ = und /"= 0. Nun ist 
aber die Bedingung für die Gleichheit der Wurzeln X^ und X^ von 
F—2XM+i?G = ausgedrückt durch K^ ~ FG = 0; die Er- 
füllung dieser Bedingung sagt daher aus, dass die Gerade % = 
durch einen der vier Schnittpunkte von ^ = und f=0 hindurchgeht. 

Dem Kegel achnittbüschel entspricht dualistisch die Kegelschnitt- 
sehaar: die Gesammtheit aller Curven aweiter Classe, welche 
vier gegebene Geraden zu Tangenten haben. Sind diese die 
gemeinsamen Tangenten der beiden Curven g){u, ii) = und ip{u, u) = 0, 
so stellt die Gleichung Ai/i ~ 9 = für alle möglichen Werthe des 
Parameters l alle iu der Schaar enthaltenen Curven dar. 

Den bisher abgeleiteten Sätzen über Kegels chnittbüachel ent- 
sprechen solche über Schaaren; sie mögen hier ohne Beweis erwähnt 
werden, da die Beweisführung die analoge ist wie bei den Büscheln. 

(18) In einer Kegelschnittscliaar sind im allgemeinen 
drei Punktepaare vorhanden. 

(19) Jede Gerade, welche nicht zugleich eine der vier ge- 
meinsamen Tangenten der Kegelschnitte q>{u, u) ,= und 
^(u,ii) = ist, wird von einem und nur einem der Schaar 
Xil> — (p = angehörigen Kegelschnitte berührt. 

(20) Die drei Träger der iu einer Kegelsehnittschaar 
enthaltenen Punktepaare bilden ein Poldreiseit für jede 
Curve der Schaar. 

(21) In einer Kegelschnittschaar gibt es im allgemeinen 



1) Denn a 

ittindalfiiigi 



i C,-j = Ib-^ — O;; folgt t),j = -y ■ 
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zwei Curveü, din durch einen gegebenon Punkt liiu- 
durchgehen. 

(22) Die Tangentenpaare, welche man von irgend einem 
Punkte au die Kegelschnitte einer Schaar legen kann, bilden 
eine Involution, deren Doppelatrahlen aus den Tangenten 
derjenigen zwei Curven der Schaar bestehen, welche sich 
in dem gegebenen Punkte achneiden. 

(23) Alle Punkte, von welchen an zwei gegebene Curven 
zweiter Claaae harinoniache Tangentenpaare gezogen werden 
können, liegen auf einem dritten Kegelschnitt; derselbe 
werde die harmonische Curve zweiter Ordnung genannt. 

Von besonderer Wichtigkeit ist diejenige Kegelsehnittschaar , bei 
welcher eine der zwei Curven 9) = 0, ^ =^ aus dem imaginären 
Kreiapunktepaar besteht; man spricht in diesem (in § 18 ausfuhr- 
licher behandelten) Falle von einer Schaar confocaler Kegel- 
schnitte. Die zwei Curven einer solchen Schaar, die nach (21) 
durch einen beliebig gegebenen Punkt (y) hindurchgehen, schneiden 
eich in demselben rechtwinklig, denn nach (22) liegen die Tangenten, 
welche in dem betreffenden Schnittpunkte y an die beiden Curven 
gezogen werden können, harmonisch zu allen Tangentenpaaren, die 
von y an die Kegelschnitte der Schaar gelegt sind, sie sind also liar- 
monisehe Polaren des der Schaar angehörigen Kreispunktepaars, stehen 
daher nach (28) in § 7 anf einander senkrecht. Auch bann man 
zeigen , dass die zwei durch einen beliebigen Punkt y der Ebene 
gehenden Kegelschnitte der confocalen Schaar immer reell ainil. Die 
Gleichung der confocalen Schaar hat nämlich die Form: 
(24) Xg>{u, u) — k.(m, m) == 0; 

ist hier tp (u , ti,) ^B 'y^ ^ aaiHUk und setzt man A«,-(. ~ 0;^ = y,-t, 

so ist (24) gleiehbedeuteud mit ^ ^ y/tWi«* -■= 0. Für die Para- 
meter derjenigen zwei Curven der Schaar, welche durch den gegebenen 
Punkt y gehen, hat man dualistisch zu (3) die Gleichung 



und diese hat, wie wir behaupten, stets ; 
dies aus Satz (4) in % 8, indem man in 

auf welche sich der Satz bezieht, die Form xf ^ft^ikUittk ersetzt 



und diese hat, wie wir behaupten, stets zwei reelle Wurzeln. Üs folgt 
dies aus Satz (4) in % 8, indem man in der Determinante (^;a) in § 8, 
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durch ^ ^^cinMiUic -\- 2()/iif, + 1/3% + 2/3«a)Wi; man erliält alsdami 

sofort die Dßter min ante (25). Oass die zwei den Wurzeln von (25) 
entsprechen den Curven zweiter Claase nicht imaginär sind, folgt dann 
daraus, dass y ein reeller Punkt dieser Curven ist. Wir können also 
sagen : 

(26) Durch einen beliebigen Punkt der Ebene gelien stets 
zwei reelle Kegelschnitte einer confoealeu Schaar, und zwar 
schneiden sich dieselben in dem betreffenden Punkte recht- 
winklig. 

Es wird in § 18 gezeigt werden, dass der eine der beiden Kegel- 
schnitte (so lange wenigstens die Schaac keine speeieüe Schaar ist) 
stets aus einer Ellipse, der andere aus einer Hyperbel besteht. 

Für eine nicht ausartende Ourve zweiter Classe <p{ti, %t) = be- 
stehen ferner die drei Punktepaare der Schaar k(p{u,u) — »(m, m) = 
aus o)(m, m) = und den beiden Brenn punktep aar en (vgl. S. 113f.). 

Hieraus und aus (26) folgt in Verbindung mit (21) der Satz: 

(27) Die Winke! derjenigen Tangentenpaare, welche man 
von irgend einem Punkte P an die Kegelschnitte einer eou- 
focalen Schaar, speciell auch an das reelle Brennpunkte- 
paar, legen kann, haben sammtlich dieselbe Halbirungs- 
linie; dieselbe besteht in der einen oder anderen Tangente 
der beiden durch P gehenden Kegelschnitte der Schaar. 

Nach (23) hegen die Punkte j/, von welchen an zwei gegebene 
Curven zweiter Classe harmonische Tangentenpaare gezogen werden 
können, auf einem Kegelschnitt, Auch dieser Satz liefert besonders 
interessante Resultate, wenn man als eine der beiden Curven zweiter 
Classe das imaginäre Kreispuuktepaar wählt, während die andere 
gegeben sei durch 



(28) (p(», tt) = 2} 2j "■^'■''■"* = ^■ 

Es müssen nlimlich nunmehr die von einem Punkte j/ an iji(\i, m) = 
gezogenen Tangenten harmonische Polaren sein von ra(M,Yi) = 0, also 
auf einander senkrecht stehen , so dass daher alle Punkte y , von 
welchen an eine Curve zweiter Classe zu einander rechtwinklige Tan- 
genten gezogen werden können, aiif einem Kegelschnitt liegen. Die 
Gleichung x{x,x) = (^) desselben wird erhalten, indem man den dua- 
listischen Ausdruck zu B"=0 bildet und beachtet, dass die eine 
Curve zweiter Classe durch at{u, m) = gegeben ist; daher ergibt sich: 
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(29) 2i(»;, »;):=(»„.»„ + «.■ 
+ 2 {„„«,, + <,, 



«„«„)x," + - - 

Man kann die Gleichung dieser Cur?e auch noch auf anderem 
Wege erhalten, wohei sieh Überdies sofort zeigt, dass dieselbe einen 
Kreis rejirasentirt. Aus (22) in § 11 folgt nämlichj dass die Gleichung 
einer Curve zweiter Classe in die Form gebracht werden kann 
(30) q){u, u) = c- m(w, «) + -B ■ -Bi = 0, 

wobei S ^<y und J5( ^ die reellen Brennpunkte darstellen, c eine 
Oonstante bedeutet. Der Ausdruck x{x,x)f gebildet für (30), besteht 
nun aus zwei Theilen, indem man xi^t ^) ^" bilden hat für c - e)(m, u), 
sowie für BB^. Der erste Theil wird, wie man sofort sieht, gleich 
c ■ zp/; der zweite ist identisch mit dein Ausdruck für den geometrischen 
Ort aller Punkte, von denen nach den Brennpunkten B=0 und 
Bj ^ zwei zu einander senkrechte Geraden gezogen werden können, 
und dieser Ort ist, wie man aus der elementaren Planimetrie weiss, 
ein Kreis mit der Verbindungslinie der zwei Brennpunkte als Durch- 
messer, etwa K=0. Infolge dessen wird Xi gebildet für (30), von 
der Form c -tp/ -\- K=0, und diese Gleichung stellt, da sie sieh 
von K=0 nur um das Glied c-zp^ unterscheidet, gleichfalls einen 
Kreis dar, welcher überdies, wie die Gleichung des Kreises (43) in 
§ 10 zeigt, mit K ^^ uud somit auch mit f{u, m) = concentrisch 
ist. MannenntdiesenKreisx(iC,a;)'=0 
den Direetorkreis des gegebenen 
Kegelschnitts und kann somit den 
Satz aussprechen; 

(31) Der geometrische Ort 
aller Punkte, von denen au 
einen gegebenen Kegelschnitt 
Tangenten gezogen werden kön- 
nen, die zu einander rechtwink- 
lig sind, ist ein mit dem Kegel- 
schnitt coneentrischer Kreis. 

Besondere Beachtung verdient 
der Fall der Parabel, indem sich 
igen wird, dass hier der Direetor- 
kreis zerfällt in die unendlich ferne 
Gerade uud in die Directris der Pa- 
rabel. Unter Anwendung derselben Betrachtungsweise wie zuvor auf 
die Gleichung (30), in welcher jedoch nunmehr ü^ = den unendlich 
fernen Brennpunkt der Parabel darstellen möge, erkennt mau, dass 
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in diesem Falle x(*j^) = in die unendlich ferne Gerade, sowie in 
eine Parallele zu derjenigen Geraden zerfällt, welche durch den im 
Endlichen gelegenen Brennpunkt senkrecht zur Axe der Parabel ge- 
zogen wird. Dass diese Parallele die Direetris ist, ergibt sich aua 
dem Umstände, dass die zwei aus dem Schnittpunkt B von Axe und 
Direetrix an die Curve gezogeneu Tangenten zu einander normal sind. 
Eine Sehne, die in B normal zur Äse steht und in P, Pj die Parabel 
schneiden möge, ist offenbar die Polare von D; denn der unendlich 
ferne Punkt dieser Sehne (üls Pol der Axe) und B (als Pol der Di- 
reetrix) sind beide eonjugirt zu D^). Andrerseits folgt aus der De- 
finition der Parabel FB = FQ=^BD, d.h. das Viereck DBFQ ist 
ein Quadrat, somit ^ FDB = —Ji und FDP^ =- li. Es gilt demnach 
der Satz; 

(32) Der geometrische Ort aller Punkte, von denen an 
eine Parabel zwei »u einander rechtwinklige Tangenten ge- 
zogen werden können, besteht aus der Direetrix der Parabel 
und der unendlich fernen Geraden. 



Einführung zweckmässiger Ooordinatenäreiecke in den \erscMedeneu 

speoiellen Fällen, welche bei einem Kegels chnittftüeohel auftreten 

können. 

In dem allgemeinen Falle, in welchem die kubische Gleichung 
^Ko((l) = nur verschiedene Wurzeln besitzt, hatte sich nach § 14 
als zwecfcmässigstes Coordinatendreieck das durch die Spitzen der 
drei in dem Kegelsehnittbüschel vorhandenen Goradenpaare bestimmte 
Dreieck erwiesen; dasselbe war zugleich ein Poldreieck für alle Curven 
des Büscheis, Bei Einführung desselben erhielten die Gleichungen 
der Ourven f=0 und j? = des Büschels liß — /'==0 die ein- 
fache Gestalt^): 

■' \g-X,' + X,; + X,'-0. 

Sobald nun aber die Gleichung ^oW "^ ^ ^™^ doppelte oder 
dreifache Wurzel besitzt, fallen zwei Ecken des zn Grunde gelegten 
Poldreiecks zusammen, und es verlieren überhaupt viele Ent Wickelungen 
in § 14 ihre Giltigteit, Zur näheren Untersuchung dieses Falles ist 
es vortheilhaft, die zur vielfachen Wurzel gehörigen Partialbruche 

1) Dies gilt übrigens für joden Kegel achnitt, nioht nur fiiv ilie Pai-iibei. 

2) Vgl. (30) und (29) in § 14. 
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von -J-Jr 211 bealimnieii. Es busteht nun nach (7) iti § .13 die ßclatioii 

wobei die Vi (i = 1, 2, 3) ganz beliebige GrösseB bezeichnen und 
(") = - 'l>,(A), Bofort: 

...)_ er . (::) 



(3) 



\(^) ' 



So lange wir aiinelimen, dass iiiclit alle Unterdeterrainanten Ott 
in verschwinden, können wif uns Kunächst die Vi so bestimmt denken, 
dass für eine e-fache Wurzel 1^ (c == 2 oder 3) der Ausdruck ( ! 
bei völliger Willkfirlichkeit der Vi nicht verschwind et, mit anderen 
Worten, dass ( ) keinen Factor l — Z, besitKt^). In Folge dessen 



wird nur der 'Perm — - — Partialbriiche 

A| gehören. Bolianntlich ist die Gesnmmtlieit derselben, wofern 

gcsetKl wird, repräsentirt durch: 

(5) I ''"Ia^s. , LiLAizii 4. _L. L__..^J^=_i. 

■"ir- 1,/ "^ (1 - ?,)=-"! i- - ■ ■ 1- (, _ 1) , (i z-A,) ■ 

Fiibrt man daher die Bezeiehniiiigeu ein: 

1) Mtiu kinu böitpielswene eicPi iIpi GiOiseu o dtn Wevtli 1, dcji büidfn 
andüieii dtu Werth Kuli ertheileo, und zwa,i Itaimi dius auf drei Arten geschehen, 
le nichdem ), odei w, odei ^g gleioh 1 geactzt wiid Aber eine dieser drei 
Möglichkeiten fuhrt atete zum Ziel, denn wenn dies nicht der Fall wäre, würden 
für jene Dojipelwui/el l^ tlie Unteideteiminanten G,, Ojj und C^j verschwinden, 
und da. fui 1 = 1 auoh C = so wüiden alle Uöteideterminanten 6';^ ver- 
Echmindeß, was aDsgeecliloBsen war. 
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Cooi-dinatenJi'eieck bei speciellen Lagen der Kegelschnitte eines Büschels. lÖl 
so erhült man für i^'-t^ > je nachdem e = 2 oder e = 3, die Darstellung: 

oder diese andere; 

/s^ 'IM - ^_^'^ _L 9 ^'"'^' " . ?'" t^^' + 2 1'*" c^^' 

'^ -^ To (i) (J, — ito" "■" '^ (i — i,)^ '' """ " i" — 1, 

Darin sind CT*'*, fT^'^', i7'^' lineare homogene Functionen der Uj, 
die durch (4) und (6) definirb sind, während Us mit dem hereiis 
früher aufgetretenen und ähnlich bezeichneten Aursdi-ueke (15) in § 14 
übereinstimmt. 

Ist die Grösse Aj eine üoppelwnrzel von H'o(^) = und gleich- 
zeitig für beliebige Worthe der Vi eine einfache Wurzel Ton („) = 0, 
so liefern die beiden Terme in (3) Partialbrüche mit dem Nenner 
l — ü^; ferner sieht man aus (2), dass in diesem ITalle A^ auch ein- 
fache Wurzel von r) = ist. In Folge dessen läast sich der Factor 

A ■ - X, in Zähler und Nenner von — '" -c- zweimal wegheben, ao dass 



alsdann dicMOs Glied, ebenso wie -r-v-j ""O- Nenner den Factor A - -A^ 

nur noch einmal besitzt. Durch Partialb rnehzorlegung ergibt sich 
daher jetzt eine Gleichung von der Gestalt: 

(9) 
wobei 






Der Fall,'dEiss eine Doppelwurzol A^ von Y(,(A) ■== auch Doppel- 
wiirKel von (") = ist, kommt nicht in Betracht, da alsdann der 
L'actor A — A-i in der rechten Seite von (2) vierfach, somit in y^^J 
einfach enthalten sein müsste, es wäre (1 für beliebige «; und v,- 
theilbar durch l -- k^, d. h. die Coefflcienten a^ des Kegelschnitts 
f{x,x) = wären proportional den Coefficienten Ihn von fj(XfX)^=0, 
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beide Kegelschnittu somit icleiitisch und Überhaupt kein Büschel Yor- 
banden. 

Der letzte mögliche Specialfall wäre endlich derjenige, bei weickem 
der Factor A — A, in Yo(A) znv dritten Potenz erhoben vortomnit und 
überdies. in r), also auch (wie oben) in M, einfach euthalten vst. 

Nun lässt sich der Factor A — A^ in Zähler uml Nenner von — - t 

«0 

zweimal wegheben, so dass alsdann dieses Glied im Nenner noch den 
Factor (A — l^y besitzt. Setzt man 



(11) u- -r:^-^, Uio-im,.,, 



1 /-^ö IL., 

so erhält ma,n für \^-t^ die Darstellung: 

Der Fallj dass eine dreifache Wurzel von ^l'„(A) = zugleich 
Doppelwnrzel von (1=0 wäre, kommt nicht in Betracht, da bereit« 
der Fall einer in ( j =^ zweifach enthaltenen Doppelwurzel Yon 
'l'o(A) = aus zuscb Hessen war. 

Abgesehen Yon dem allgemeinen Falle, in welchem die Wur«elu 
von M'o(A) Yon einander verschieden sind, haben wir also vier speciello 
Fälle zu unterscheiden, die wir nochmals kurz zusamraenstelien und 
mit den in § 14 mit IIa, IIb, Illa, Illb bezeichneten Fällen ver- 
gleichen, auch mit denselben Nummern bezeichnen wollen. 

IIa) För die Doppelwurzol A = A, von ^„(A) = bleibt r) von 
Null verschieden, es liegt daher der Fall IIa) in g 14 vor, die Kegel- 
schnitte des Büschels berühren sich in einem und demselben Punkt, 
und die gemeinsame Tangente ist eine Gerade des Paares l^g — f=0. 
Man hat nach (7): 
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nia) Für die dreifache Wurzel 1=^1, tou ^„(A) == bleibt (^) 
von Null verschieden, es liegt daher der Fall lila) in § 14 vor, die 
Kegelschnitte des Büschels oseuliren aich und schneiden aich noch in 
einem vierten Punkte. Man hat nach (8): 

IIb) Der Factor l — Xi_ ist in M*o(A) zweifach enthalten, hi \Q 
einfach, und zwar bei willkürlichen Werthen der Grössen W;; es Jüt 
daher 

F — 2L11 + X.^G = {") ^ 0, 

mithin liegt der Fall IIb) in § 14 vor, zwischen den Kegelsichuittcn 
des Büschöla findet (doppelte Berührung statt. Man hat nacli (9)- 

^ ' ¥„ (I) i — li "T A — 1, T" 1 — ^ ■ 

IITb) Der Factor l — X^ ist in ^^(A) dreifach cnÜiiilten, in (j) 
einfach, und zwar hei willkürlichen Wertheu der Grössen «r, es ist 
daher 

2''- 2AiJ/+A/G = (^)^_^ =0, 

mithin liegt der Fall Illb) in § 14 vor, die Ourven des Büschels 
haben vier zusammenfallende Punkte gemeinsam. Man hat nach (12): 

Wir haben nun noch die den eben angegebenen speciellen Fälh.'n 
entsprechenden Darstellungen der Kegelschnitte /'=0 und </ = in 
Punktco ordinalen zu nntersuchen. 

Zuvor wollen wir noch eine Formel ableiten, die im Folgenden 
mehrfach zur Anwendung kommt und sich auf die Determinante i ) 
bezieht, welche aus r'] dadurch hervorgeht, dass man iS; ersetzt 
durch {?; =-g-ö''(*')' MuliipHoirt man nämlich die drei ersten Verticai- 
reihen von P] resp. mit x ' '^ ' ? ^™^ .subtrabirt sie von der vierten, 
und verfährt man hierauf in gleicher Weise mit den Horizontalreihen, 
so ergibt sich die Identität 

(13) -l"{5)-(f+'«)->l'«W -(;)■ 
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Betrachten wir nun den Fall (IIa) (einfache Berührung), 
Analog dem Verfahren, welches beim allgemeinen Falle benutzt 
wurde'), ersetzen wir in (IIa) die Veränderlichen «,- durch die Ditfe- 

rentialquotienten ■T-ff'{^i)^gi (^ = 1; 2, 3) und erhalten, wenn die 
vermöge dieaer Substitution aus ü*^', Z7'^', 0^ hervorgehenden Aus- 
drücke resp. durch X^,Xi,Xs bezeichnet werden: 

(14) -~(p:H'.W^,,„„, 

Der Grund, weshalb die aus i7''' und E7*^* hervor) 
drücke gerade mit X^ und X^ bezeichnet wurden, liegt darin, dass die 
Relation 

(15) ii,x, + «aXg H- ti^:^, = m'iX, -\- 6'<^»X, + U^X^ 

erfüllt werden sollte. Dass diese nun evl'üllt ist, zeigt man iihnlicli 
wie bei (34) in § 14 auf folgende Weise: Man ersetzt in (IIa) ut 
durch Mj -}- fi^j und vergleicht beiderseits die Coefficienten von (i', 
wodurch sich ergibt 

hierbei ist für ¥p(X) der Werth 'B(l — A,)VX — A.,) suhstituirt, den 
dieser Ausdruck im gegenwärtigen Falle annimmt. Für Ä = 00 erhält 
man alsdann die Relation 

- Q : ]j =. tf('l.Xj + t'I^JXg -J- U.,X,,, 

deren linke Seite mit UyX^ -\- u^^,^ -j- «(3^3 identisch ist, wie leicht ein- 
zusehen; hiermit ist die Beziehung (15) erwiesen. 

Entwickelt man auf der rechten Seite von (14) vermöge der Formeln 

(•") tr:^i3i-i'+ iä' + i^ + --' ™<irAi;"T + i» + ix + '" 

nach absteigenden Potenzen von l, so ergibt sich 

- f^) = f.CJ) I V(i +'i + ■ •) H- 2X,x,(;. + i, I- 'f 1- . .) 
+ V(i + *s + x + --)|. 

und hieraus durch Vorgleichimg der Coefficienten voji A* und l^ mit 
Rücksicht auf (13): 

1 /■~X!' + 21,X,X, ■+■ IjX,'. 
1) Ygl. S. 11». 
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Die Gleichuvigeß dieser beiden Kegelschnitte in '. 
erhält man aus (Ha) durch die Substitution A = 0, resp. ?. 
der Form 



(liiiaten 
= CO in 



(18) 



Ä die zweite tl leicluiiij^ 



wobei sich auf Grund der Itelabion Bl^'L 
auch ersetzen lässt durch 



- + 



^i- 



(19) 



(18-) i- , 

Ferner crliält man 

woraus hervorgeht^ i3ass X^ = 0, Xg = die Coordiuaten des f 
Samen Berührungspunktes aller Kegelselmitte des Böchels sind, während 
für die Cüordinaten der zwei Übrigen Grandpunkte des Büsehela die 
Proportionenreihe Geltung hat: 
(20) Xi : X^ : X3 == 1 : 2(1, - A^) : + Sj/X;^^ . 

Aus (17) und (18) ersieht mau auch, dass X,^ --- (I die Gleichung der 
Tangente des ge- 
meinschaftlichen 
Bertthrungspunk- 
tes ist, sowie dass 
die Gerade Xg = 
harmonisch liegt 
KU X3 = und 
zu dem Geradeu- 
paare ^ig~f=0, 
welch letzteres die 

Verbindungs- 
liuieD des Berüh- 
rungspunktes mit 
den beiden ande- 
ren Grün dpunkteu -^''y' 
des Büschels dar- 
stellt. Die Gerade 
Xj = schneidet 
den Kegelschnitt t/ = i) 
Seiten Xj = und X^ ^ 




in dessen Kwei Rerühruugspuukton mit den 
= des Coordinatondreiecks (vgl. Fig. 6). 
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Im Falle (Illa) (Oscuiatioii) ersetzt man die durch die Snli- 
KÖitution Ui=Yif'{^d ^'"s '^'''f ^^'j C^^' liervorgeh enden Äiiadrück<! 
resp. durcli X^, X^, Xi und erhäit hierdarch 

•.^1) — [gl • ^^w - -(f-iji -H (T-^^ + - ■" r-ir"" 

Auch liier liegt der Gruiitl dieser Bezeichnungs weise darin, dasw die 
Relation 

erfüllt werden soll, deren Bestehen in gleicher Weise wie im kuvov 
betrachteten Falle nachgewiesen wird. 



Mau konnte auch jetzt wieder die rechte Seite von (21) nach ab- 
steigenden Potenzen von l entwickeln und würde nach Miiltiplication 
mit A^ durch Vergleichen der Ooefficieuten von Z* und A^ mit Büek- 
sicht auf (13) die Gleichungen der Kegelschnitte f und g, bezogen 
auf das Dreieck Xj, Xg, X^, erhalten. Eine andere Methode hierfür, 
die auch in allen Fällen zum Ziele föhrt, ist folgende. Aus (13) und 

(21) ergibt sich für den jetzt betrachteten Fall 

-*'(»)-('■+ 's)-»;* -*j"-(f) 

— i'B |Z,' + 2Z,Is(i — !.i) + (X/ + 2X,X,)(l — IJ], 

woraus man durch VergleiclieD der Coefficieiiteii von A* uud A" und 
nach Division durch B erhält: 

I s ~ Z,» + 2X,X, 

(22) /■- 31,1/ - 2X,X, -' 2J,Xj" - 41,X,X,, »l.o 
1 f— l,Xj' + 2J,Z,X, + 2X,X5. 

l'orncr ist 

(23) l,!7~f-^2X,X;. 
Die Gleichungen in Liniencoordinaten werdou; 



(24) 



- y< 


1 U"> + 2 iJI" V"> 


-,i' 


pd) 




er auch 




— rj< 


It/M 


- 21, l/I" 



21, l/I" a<" + A," V tJ») f/l» + 2 Ol» f/l»! 
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Hier ist ?/*" = die Gleichung des allen Kegelschnitten des 
Büschels gemeinsamen Osculationspunktes, Xg = die gemeinsame 
Tangente; f7<"> = ist die Giei- pig. j. 

chnng des vierten Sclmitf;- 
punktes, X, = stellt die in 
demselben an ^ = gezogene 
Tangente dar; X^ = ist die 

Gleielinng der gemeinsamen 

Berührungssehne (vgl. Fig. 7). 
Nachdem die Fälle (IIa) 

und (Illa) im Vorhergehenden 

ausführlich behandelt sind, geben 

wir bei (IIb) und (Illb) nur die 

Resultate an. 

Sind im Falle (IIb) (dop- 
pelte Berührung) X^X^^X^ 

die Ausdrücke, vrelche aus ü'''-', 

l/'^), f7g vermöge der Substi- ""'"' 

tution i(; == , g'{Xi) hervorgehen, so erliiilt man die Gleichungen der 

Kegelschnitte /== und 3 = in der Gesta.lt 




(25) 
ferner wird 

(26) 
mid 

(27) 



r- J,(x,' 



+ X,') + l.,X,' 



' Kg -f-{K ~Ki^,', 

I h'j-f-ih »,)(X,' + X,") 



_ [Jl>lj7l>)j-_[J<« tJl» VI 



B ' 



, nnum+ Oi'>U»>+ U,'. 



Hier stellt X3 = die Verbiocliingslinie der zwei gemeinsamen 
Berührungspunkte dar, während die Coordinateu dieser Punkte zu be- 
stimmen sind ans Xj : Xg = +}/-— 1, X3 = 0, Die Auflösung dieser 
Gleichungen erfolgt wieder am einfachsten vermittelst der Identität 



u^x^ -|- MgÄä + %3 



. praz, + (/1"X, + U,X,, 



m» + V~i u«> — 0, Tß'i — y— 1 m'i — o 

! analytischen Darstellungen der Berührungspunkte werden. 
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Im .Falle (Illb) (vier Kusammenfalleiide Punkte gemeinsam) 
ersetzt man die durch die Substitution W; = „g'ix!) aus ü"', Ü^®', f/'"* 
heryorgeheudeu Ausdnieke resp. durch X^, Xj, Xg. Alsdann findet man 

f f= Xg^ + 2^1 XjX, + X^X^^ 
^^^^ U = 2X,X, + X/, 

(29) X,9~f-^ X,\ 

f 1' = _ '-''.^^^Ü 
(^0) I '^, = 2 f7('> /7'ä> + t^'^> £'■''' 

[ -| = - i^ [/(« p(i) + 1/(2 m) i/iäi 4- [/<^l fjiai). 

Hier ist Xj ^ die Gleicliuug der Tangente des gemeinsamen 
Berührnngspuoktea Z7*^' = 0, X^ = irgend eine dureli diesen Punkt 
gehende Gerade, X, = die Tangente des l^egel Schnitts r/ = in 
dessen zweitem Sclinittpunkte mit Xg == 0. 

§ n. 

Geometrische Deutung einiger algebraischer S'ormen. 

In den vorhergehenden Paragraphen dieses Abschnitts ■wurde haupt- 
sächlich untersuehtj welche Eigenthftmlichkeiten in der Lage der beiden 
Kegelschnitte f=0, g = gegen einander auftreten, wenn die Glei- 
chung M'(|(A) = mehrfache Wurzeln besitzt. Die folgenden Betrach- 
tungen sollen zeigen, welche geometrische Bedeutung es hat, wenn die 
Coefficienten G und H dieser Gleichung und einige andere damit ku- 
sammenhUngende algebraische Formen verschwiadeu"-). 

Wir gehen aus von den Gleichungen in Linieneoordinaten 



(1) 






für die Kegelschnitte f(x, x) = und g{x, x) = 0. Es ist alsdann 
die Determinante A von F=0 gleich Ä\ wenn A die nus den au, 

1) Man vergleiclke auch die von Herrn Gundelfiuger gegebene üaxstellong 
in g 3 .des dritten Snpplementes unr dritten Auflage von Hesse's „Vorlesuugen 
über analytische Geometrie des Baumes", 1S76, 
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gebildete Determinante bezeichnet, und jede Unterdetenuinante A;* 
des Elementes An- in A ist gleicb Aaa. Analoges gilt für den Kegel- 
schnitt G = 0. Setzt man 

; - [iA„ + vß„ - jt^is + vB^^i — ft^is + vl3^^ x^ i 
ft^s, + vB^, ~ iiA^^ + vB^^ — {lA^a + vB^.^ X., i 

(*^3i + V-^Ai ~ P^ä + '"^äi — f-^33 + ^-^üs ^a I 

^ 3). :e ' 

und vergleicliü man diese Determinante mit dem analogec Ausdruck 
in (4), resp. (9) in § 13, so erkennt man unter Rücksicht auf die 
eben erwähnten Determinantenrelationen, dass 

(3) 5-0 = -^A n^J^g, 

dasH ferner y, gegeljeii ist durch 

(4) '■Ayi_ ■= (a,6)|,a:|^ + 2{a, V)^f,x^X2 + (ö.iOaa^'a^ + ^{^^t^n^i^s 

wo 

(a, 6)u = A,B,, -f A,,B,, - 2A,,B,,.. 

(a, ^\,_ = ^3, J^sa + A,^B^, - J.53J?,a - yJ,, H^^ , 

wahrend die übrigen {a,ti),j. Ausdrücke bedeuten, die aus den hier an- 
gegebenen durch cyklischö Vertausehung der Indicea hervorgehen. 

Der Kegelschnitt y^ = entspricht daher dualistisch fi^= in 
§ 13 und § 15 und ist nach (23) in § 15 der geometrische Ort aller 
Punkte, von welchen an i^^O und G^ = zwei Paare zu einander 
harmonischer Tangenten gelegt werden können. 

Wir wollen nun der Determinante (2) eine etwas andere Gestalt 
geben. Zu dem Zweck stellen wir A und B als Determinanten vierten 

Gi-ades ^ + («n »aa «33 a^t) -^ + {^n ^äa ^a ^h) ''^''j indem wir 

•^44 = &44 = 1 und ßyj = hjä "= 

setzen, sobald einer der beiden Indiees y und tf (y^^) gleich vier 
wird. Alsdann erhält man durch Multiplication der Gleichung (2) 
mit der Identität 

2 i («" «^^ «^3 «44) -2 i e*" K h, kd ■= vi J:.' 

nach zweimaliger Anwendung des Multipücatiousthooremii der Deter- 
minanten das Ergebniss, dass der Ausdruck 
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Kr.„ + J!)„ »0„ + Ji.„ 

•"hl + >-K «Oj. + >-\, 
St S, 


f, 

n 
r, 





(ö) 



tltivdh dio Sul)B(.ihiti(>ii x =^ vi?, A = {lA übergeht in 
und diias dalier das System von (ileicliungen bestellt 

(6) n-^f> rx-=x, 7^-Sff 

(vgl. übrigens (3) und (4)). 

Den Functionen y^, sowie -i(/ und Sf lässt aicb eine Gestalt 
geben, aus welcber man ohne Mühe die besonderen geometviseben Be- 
ziehungen ableiten kann, die zwischen /'=0 und y == eintreten, 
wenn einzelne Coefficienten dei Potenzen von X in y, + {c,i c^^ c^^) 
verschwinden. Wir setzen, um biet luf n.ibei eiuziigehen, in der Deter- 
minante (5) den variahulen Paiametei sc = — 1 und addiren die resp. 
mit x^^x^jXg multiplicnteii drei eisten Vertiealieihen sämmtlieh zur 
letzten Verticalreihe , so daas sieb irat ^nneadunj^ dei bereits früher 
definirten Bezeichnung eigibt* 

Nennt man ^{(l\i(h,<j'^, S.(g-^,g^,g^ etc. die Ausdrücke, welche 
aus 'F,li etc. vermöge der Substitution it^ =^ --(/'(a;f) =,9; hervor- 
gehen, so entsteht durch Vergleiehung entsprechender Glieder a,ut 
beiden Seiten der letzten Identität: 

und hieraus durch Vertauschung der an, mit den hu;-. 

(8») A,,-.--'iii{fi,ufi) + -m(, 

{8b) 2i = -G(/;,/'„f,)+36/', 

Es sind aber gi,g'i,<J<i die Coordinaten der Polare eines Punktes 
X in Bezug auf den Kegelschnitt ^ = , und da F{ii, «) '= die 
Gleichung von f=0 in Liniencoordinaten bedeutet, so stellt die 
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Gleichung I'X{li,</i,(/s)^fi, welche die x als Variabein enthält, den 
geometrischen Ort derjeaigen Punkte dar, dei-eti Polaren in 
Bezug auf </ = zugleich Tangenten von JF = sind. Ana- 
loge Bedeutung hat G(/;,fg,/a) = 0. 

Ebenso folgt, dase i?(ffi,3ä,,%) = 0, reap. H{f„f^,Q^i') 
der geometrische Ort derjenigen Punkte ist, deren Polaren 
in Bezug auf ff = 0, resp. /"=0 zugleich Tangenten von 77 
sind, d.h. deren Polaren in Bezug auf (/ = 0, resp. f == die 
beiden Kegelschnitte f und (/ in harmonischen Punktepaaren 
treffen'). 

Unter der vorläufigen Annahme, dass die Determinanten Ä und 
B nicht verschwinden, wollen wir nun die geometrische Bedeutung 
von = untersuchen. 

Aus (8b) folgt, dass für = die Kegelschnitte G(f„f^,Q^O 
und x = identisch werden, d. h. von jedem Punkte x, deasen Polare 
m in Bezug auf f=0 die Curve g = berührt, lassen sich alsdann 
gleichzeitig an f und g zwei Paare zu einander harmonischer Tan- 
genten legen*). Ein jedes solches Tangentenpaar, das an ß = gelegt 
ist, bildet nun zusammen mit der Polare m ein dem Kegelschnitt 
(j = umschriebenes Poldreiseit von /■=0. Man hat also den Satz: 

(9) Wenn verschwindet, können dem Kegelschnitt (/ = 
unendlich viele Poldreiseite von f=0 umschrieben werden. 
Die Ecken aller dieser Poldreiaeite liegen auf dem Kegel- 
schnitt G(/i,/;,/;o = o. 

(10) Und umgekehrt: Ist die Ourve g = irgend einem be- 
bestimmten Poldreiseit von /'=0 eingesehrieben, so wird 
= 0, 

Die Coordinaten Xi einer beliebigeo Ecke eines solchen Poldrei- 
seits ei-füllen nämlich die Gleichungen %^(l und G{fi,f^)fj) = 0, 
somit wegen (8b) auch 0/"= 0; da aber die Polare des Punktes x in 
Bezug auf /" = nicht durch diesen Punkt hindurchgehen soll, können 
seine Coordinaten nicht f^O erfüllen, sondern musa verschwinden. 

Eine zweite geometrische Bedeutung von = folgt aus (7 a). 
Diese Gleichung zeigt, dass für 0=0 jeder Punkt p von /'== gleich- 
zeitig dem Kegelschnitt ■^(^ijö'ajffa) =0 angehört, d. h, dass p ein 
Punkt ist, dessen Polare in Bezug auf g = die beiden Kegelschnitte 
f und g in zwei harmonischen Punktepaareu Pi,p^ und atj, %■ schneidet. 



1) Zufolge der in g 15 abgeleiteten Bedeutung des Kegels elinitls 77" = 0. 

2) Mit Berücksichtigung der gcomiitrischeii Bedeutung der Kegelschnitte 
= % = naA Gif,, f^, f^) = 0. 
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Offenbar bilden die drei auf dem Kegelschnitt f gelegenen Punkte p-^, 
Psf Pa ^'11 Poldreiecb von g^=0, denn die Polare des Punktes jp^ in 
Bezug auf g muss sowohl durch den Pol p der Geraden Pip^ hin- 
durchgehen, als auch durch den vierten harmonischen Funkt zu p^, 
%, %, d. i. p^, und analoges gilt von der Polare dea Punktes p^, sie 
fällt mit pp^ zusammen. Man bann daher den Satz aussprechen: 

(11) Wenn verschwindet, geht der Kegelschnitt /'{3:,a:) = 
durch unendlich viele Poldreiecke von G{u,u) = 0. Die Seiten 
dieser Poldreiecke berühren sämmtlich den Kegelschnitt 
H=0. 

umgekehrt kann man auch zeigen: 

(12) Wenn von zwei Kegelschnitten ^=0 und G^ = der 
eine (/'=■ 0) durch irgend ein Poldreieek des anderen geht, 
verschwindet 0. 

Die Coordinaten Xf irgend einer Ecke p des Dreiecks pp,p., genügen 
nämlich nach der Voraussetzung den zwei Relationen 

f-O, -ff(ft,s„5,)-0, 

und somit wegen (7 a) der Gleichung <?=--= Ou Da die Gerade pip^ 
nicht durch p gehen soll, kann der Punkt p nicht auf ,^ = liegen, 
sondern muss versehwinden. 

Wir wollen unter Benutzung einer von Herrn liosanes einge- 
führten Bezeichnung^) sagen, dass im Falle = die Kegelschnitte 
f=0 und G = conjugirt liegen^). Diese Bezeichnungaweise ist 
äusserst zweckmässig, zumal die Relation = in dem besonderen 
Falle, dass die Sa die Coefficienten einer ein Paar von Punkten y, z 
darstellenden Curve zweiter Classe sind, übevgeht in die Relation 
/(y, i) = 0, welche nach § 4 aussagt, dass y und s conjugirte Pole 
sind von f=0. 

Hält man die Theorenie (9) und (10) y.usammcii, so folgt: 

1) Vgl. Roaanes: „Ueber Systeme von Kegelschnitten", MatVr. Aniialen, 
Bd. G, S. aOS, 1872. 

2) AUgemeinec nennt mau eine Cnrve üwuitei' Ordnung 

oonJQgii't zu eiuet (ovoütuell aueartendeu) Curve aweiter Classe 
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(13) Wenn ein Kegelschoitt die Seiben irgend eines Pol- 
dreiseits einer Curve zweiter Ordnung berükrt, so berührt 
er stets auch noch unendlich viele Poldreiseite der Curve. 

Analog liefern (11) und (12) den Satz: 

(14) Wenn ein Kegelschnitt durch irgend ein Poldreiecl; 
einer Curve zweiter Ordnung geht, so geht er stets auch 
noch durch unendlich viele Poldreiecke der CurTC. 

Ausserdem folgt aus den Sätzen (9) — (12): 

(15) Wenn die Curve ff = Poldreiaeiten von f-^O ein- 
geschrieben ist, so läast sieh gleichzeitig die Curve f^^'O 
Poldreiecben von 3 = umschreiben, und umgekehrt. 

Vertauscht man in den Theoremen (9)— (12) die Cofficienten «;a 
mit den ba, also f mit g, F mit G (oder benutzt mau die Relationen 
(7b) und (8a)), so ergibt sieh die geometrische Bedeutung der Be- 
ziehung H = 0, Man erhält .alsdann die Sätze (16)^ — '(l^): 

(16) Wenn H verschwindet, können dem Kegelschnitt /'== 
unendlich viele Poldreiseite von y = umsehrieben werden. 
Die Ecken aller dieser Poldreiseite liegen auf dem Kegel 
schnitt F{g^,g^,g^) = 0. 

(17) Ist die Curve /■= irgend einem bestimmten l*ol- 
dreiseit von ji = eingeschrieben, so wird H = 0, 

(18) Wenn H verschwindet, geht der Kegelschnitt (y(fl;,3:)==0 
durch unendlich viele Poldreiecke von F(m,m) = 0. Die Seiten 
dieser Poldreieeke berühren sämmtüeh den Kegelschnitt 
/f=0. 

(19) Wenn von zwei Kegelschnitten F=0 und g -■==-- i) der 
eine {g = G) durch irgend ein Poldreieck des anderen geht, 
versehwindet H. 

Es möge nun angenommen werden, dass der Kegelschnitt /' -= 
in ein Geradenpa,ar zerfällt, also A'=(.) ist. Man hat dann eine 
Identität von der Form: 

F-ft», + 4», + (,».)% 

in der die U die Coordinaten der Spitze des Geradcupaares bedeuten, 
und in der nach (35) in § 8 die Quadrate und Producte U[Ui, durch 
die hii erseti'.t werden dürfen. Die vermöge dieser Substitution ent- 
stehende Gleichung 

(20) BH==i/(^,,;,,(^i,) 
lehrt: 

(21) Die Spitze eines durch /"^O dargestellten Geraden- 
paares liegt auf dem Kegelschnitt «/''=0, wenn der Ausdruck 
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H verschwindet, und umgekehrt hat daa Versehwimlcii von 
H znr Folge, dass die Spitze jenes Geradenpaares anf 
3 = liegt. 

Wären dagegen die beiden Relationen J. = und = gleich- 
zeitig befriedigt, so hat, wie wir oben sahen, jeder Punlit des Geraden- 
paares f=0, JnsbeBonderä also auch der Scheit«! desselben, die Eigen- 
schaft, dass seine Polare ia Bezug auf g = die zwei KegelschnitI;« 
/ und g in harmonischen Punfetepaaren schneidet, oder mit anderen 
Worten, dass sich von jenem Scheitel an die Curve g = ein Tau- 
gentenpaar legen läaat, das harmonisch ist zu dem Geradenpaare 
selbst. Also: 

(22) Ein Geradenpaar f = bildet ein harmonisches Po- 
larenpaar des Kegelschnitts g=.0, sobald 9 verschwindet. 

Wenn von vier harmocischeu Sfci'ahlen zwei in eine Gerade fallen, 
wird bekanntiich gleichzeitig noch ein dritter Strahl mit dieser Ge- 
raden identisch. Dnreh Verbindung der Theoreme (21) und (22) er- 
gibt sich daher: 

(23) Bestehen die drei Relationen ^==0, H = 0, 9 = 
neben einander, so wird die Ourve (7 = von der einen Ge- 
raden des Geradenpaares f=0 in dessen Seheitel berührt. 

Das Tangentenpaar, das man im Falle .A = von der Spitze t 
des Geradenpaares /'='0 an den Kegelschnitt (/=■■= legen kann, ist 
gegeben durch 

und da nun ii,4)^3 '^'''^ Coordinaten dec Spitze des Geradenpaares 
bedeuten, sind die Quadrate und Producte der t proportional zu den 
Unterdeterminanten An,, so dass sich die Gleichung des Taugenten- 
paares bei Einführung dieser Grössen verwandelt in 

und dieser Ausdruck ist nach (7 b) äquivalent mit % ■■-■^ 0, Man hat 
daher folgenden Satz: 

(24) Wenn der Kegelschnitt f=^0 in ein Geradenpaar zer 
fällt, so repräsentirt % = daa Tangentenpaar, das vou der 
Spitze des Geradenpaares an den Kegelschnitt y == gelegt 
werden kann. 

Im Falle H = liegt nach (21) die Spitze vou f=0 auf dem 
Kegelschnitt (/ = 0; die beiden Tangenten, die für J. = 0, H ^ von 
der Spike des Geradenpaares f=0 au die Ourve ^ = gelegt werden 
können und nach (24) durch %=^0 dargestellt sind, fallen daher, 
wenn H=0, zusammen, inid wir können m Ergänzung zu (21) sagen: 
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(25) Wenn die Relationen ^ = 0, H -= neben einimJer 
bestehen, liegt ilie Spitze des Geradenpaares /"= auf g =-0. 
Die Tangente der Curve in diesem Punkte wird doppelt 
zählend dargestellt durch j; == ö. 

Verschwindet auch noch 6, so gelangen wir znra Satze (25). 
Ausserdem folgt: 

(26) Wenn .4 = 0, H = 0, = 0, jß= 0, so zerfallen beide 
Kegelschnitte in Geradenpaare, und zwar der Art, dasR 
beiden Paaren eine Gerade gemeinsam ist. Die Verbindungs- 
linie der Spitzen wird doppelt zählend dargestellt durcli 

z-o. 

Dabei ist vorausgesetzt, dass nicht auch noch die Unterdetermi- 
nanten Aik d^^n -B,s proportional sind, denn im Falle einer solchen 
Proportionalität würden nach S. 13'^ /'=0 und p •■— für Ä --= Ji 
-_^ H = '= zwei Geradenpaare mit genieiusamtir Spitxe darstelicn. 

§ 18. 
Confoeale Kegelschnitte. 
Sind tp^tt, m) = und ^(*t, m) = die Gleichungen irgend aweier 
Ivo gel schnitte in Liniencoordinaten, so stellt 

(1) ,«y(B,«)-*(..,«)-0 

für va.riirende Werthe des Parameters (* nach § 15 eine Schaar von 
Kegelschnitten dar: die Gesammtheit aller Curven zweiter Classe, welche 
die vier gemeinsamen Taugenten von gj = und 1/1 = berühren. 
In dieser Schaar sind nach (18) in § 15 insbesondere drei Funkte- 
paare enthalten, nämlich die Paare der Schnittpunkte der vier gemein- 
samen Tangenten oder der sechs Ecken des durch diese vier Geraden 
gebildeten vollständigen Vierseits. Dabei sind diese Punkte der Art zu 
Paaren zusammenzufassen, dass immer zwei Gegenecken des Vierseits 
zusammengehören. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall; dass die eine der zwei 
Grundeurven der Schaar, etwa Tp(ii,ti) =0, nicht eine beliebige Curve 
zweiter Olasse, sondern speciell das Paar der imaginären Kieispunkte 
d)(m,m) = ist; man bezeichnet alsdann das System 

(2) ^y(,.,»)-»(«,..)-0, 

wie bereits 8. 146 erwähnt, als eine confoeale Schaar von Kegel- 
schnitten. Während die Determinante von co gleich Null ist, 
wollen wir diejenige von tp als nicht verschwindend voraussetzen. 
Es sei ferner 
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und 

(3) „(u, u) 



IL AbsulAuiU, S 18. 
wobei ■Vik = (iKa- — öj^. 



Die Determinante ^{i^)^~- ^ i (^u 3'2S! Taa) repräseiitirfc gleich 
Null gesetzt eine kubische Gleichung in ft, welche nach (4) iu § 8 
nur reelle Wurzeln besitzt. Man findet (dualistisch zu (8) in § 13): 

(4) r(jt) ^^2 ± (>'ii ^S2 >'3«) === f*'^ " (^'^' + ^^ ' 

wobei A, A^, A^ die Werthe besitzen: 

n-^ A, — A.icon + AaaWaä + f^si<^.^s + 2A|,roj, + 2Ai3a»,3 + SAa^Waa, 

'*' I A,~außi. + «2sßä2 + «93^33 + 2«i2Öi2 + 2ffi3Q^8 + Soaaßgs 
[ =i9.(i),p) (vgl. (16) m g 7). 

Dabei ist A^ die Unterdeterminante des Elementes K,i in A. Das 
absolute Glied in (4) fehlt, weil die Determinante von »o(j(,!i) gleich 
Null ist. Uebrigens werden wir weiterhin von der ßolation GeliraucJi 
machen: 

(6) r(rt~A|.(p-ft)(p -.«,), 

in welcher jtj und ji^ die zwei von Null veröchiedenen Wur^^ehi der 
Gleichung 

(7) r(^) ^=.= fi=A — ft'^Aj + ^A, -- 
bezeichnen; es ist dann offenbar 

(8) A,_A(,». + fe), A,r=-t,p(p,i.)-A.»,p,. 
Setzt man noch 



(9) XW = - 






-Ü)g5 ^«^3 — ÜJg.j 



—GL- 



so folgt durch l^artialbruchzerlegung : 
(10) 



xö-) __ XW _ 



, X(fc) _j ^ X(0) 1 
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'rraiiöibnniitioii (;oiifo;;al.i!i' Ellipson und Rvperijchi 
Wie aus (9) zu ersehen, ist hiec 

(11) X(0) = 

unter i\,P'i,Ps die Coordiuaten der uuendlicli leviicn GerailuE vov- 
atanden; ferner ist naeh (7) und (8j: 

(12) r'(0)=A, = ig)(p,p), 

Für eine Wurzel p,- dev Gleiehtmg (7) wird X(ft) ein vollatäüdigea 
Quadrat, da in diesem Falle der zugehörige Kegelschnitt der Schaar 
in ein Punktepaar ausartet, titeeaen Träger doppelt zählend durch 
X(fi) = dargestellt wird. Man kann daher setzen: 

(13) p^^ - K»«, + «,m% + »,«.tJ - cX,' (i _ 1, 2), 
und erhält, wenn man für p^x^ -j-i'a^s -\- P^^s noch X.j einführt: 

^ -' r(>i) fi — (t, "T" (i — fij " (<,- (pCp,ji) 

Specieli die Werthe ft = 00 nnd /i = liefern hieraus die Glei- 
chungen der Kegelschnitte (p(u,u) = (} und w(i(,M) = in Punkt- 
eo ordinalen 

A 

Wir ersetzen nun in der Determinante (0) die xi durch - ^^'(m,) -=^<p< 

hervorgehenden Ausdrücke, so dass also 

(10) ^ _ «Z.^._-ii_«Zi?^+^V ri^i'A 



nnd nennen -^, -^, fpip, v) • U., die hierd\u-ch aus X,, X,, X, in f 13) 



f^« = - 



alHdaim folgt aus (14): 

Analog «n (13) in § 16 ist nun: 
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lUitl weiiu man in (17) auf der rechten Seitt! nuclt .ibwloigciidon Fü- 
tenzeu vou ft entwickelb, erhält man 

i") 
^f5;j'' -f \i,;\f + -f' + '-i + ^\j + -f? + -1 + — -f — i' 

so dass sich durch Vergleichung der Coefflcieuteii von ;t' inul ,ii" in 
den beiden letzten Relationen ergibt: 



(18) 



<p(u, u) — -^- + -^ + <e(d', i>) ■ V,', 

\a{u,u)-U<+U,'. 
Hiorbei geht aus {o(Mj m) = f//^ -\- JJ.^ hervor, dass die Ausdrücke 
JJ^ und JJ-i^ positiv sind, denn oj(i(, m) ist nach § 7 eine defiiiite, 
positive Form nnd als Summe zweier reellen Quadrate darstellbar. 
Aus der Realität vod f^ '^'^^ ^4 folgt a.lsdann auch diejenige vun Xj 
und X^; die Ausdrücke [^ ^ ' ^ und Xg ^^;^a)i -j-jp.jiCj -j-pg^^ 
sind selbstveratdiiidlich reell Es werde bei dieser Gelegenheit noch 
bemerkt, dass die X, und XJ, va (13) und (16) wesentlich mit Riick- 
sicht auf die Oleichungen (18) imd (19) gevfählt wurden. 

Dasb die (Joordmaten ü^, JJ2, C^, X^, X3, X^ auch die llelation 

(l'J) u,x, + u^j._ + «3.3 = Ü,X^ + E^s^a + V^^ii 

erfüllen, zeigt mau aut analoge Weise, wie bei (34) in § 14: man er- 
setzt in (14) die x, duroh 3, + 995;, vergleicht beiderseits die Coet'ti- 
cienten von q^ und setzt alsdann (i = 00. 

Die drei m der Kegelschnittscbaar (2) enthaltenen Punlitepaare 
entsprechen den Wuizeln jt = 0, (t = fi,, (i = ji^ der kubischen Glei- 
chung r((i) = und sind dtigest«!lt resp. durch das imaginäre Kreis- 
punktepaar w(jf,M) ^ 0, sowie durch jt^q) — w = und ^^f — ra = 0. 
Man findet für die beiden letzteren, ausgedrückt in den Ooordinaten 
Ui, die Gleichungen 

(ft,p - » _ (l"-!^ U,' + Mit',!') V ~ 0, 
(20) 



Wie schon in § 11 erwähnt wurde, repräsentiren diese Kwei, in 
der Schaar jiip — ra = enthaltenen Puiiktepaare die zwei ßrenn- 
punktepaare des Kegelschnitts tp{u,u) = 0, und da dieselben (ab- 
gesehen von c)(m,m) = 0) die einzigen Punktepaare sind, die der 
Sehaar angehören, so folgt, dass alle Curven der Schaar {if —(» = 
dieselben Brennpunkte (Foci) besitzen. Aus diesem Grunde werden 
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die Kegelschnitte dieser Sehaar als eoufocal bozeichuet; dass die- 
selben auch concemtrisch sind, folgt aus (15) in g 11. 

Die Quadrate der halben Äsen des Kegelschnitts <l>(ic,«) = 
besitzen, wie (15) zeigt, die Werthe 

?j« = - 



falls z. B. (15) eine Ellipse darstellt Durch Einführung dieser Aus 

drücke in (14), sowie durch die Substitution -. r ■■= l geliü die 

in (14) gegebene Gleichung einer confocalen Sehaar in Punktcoor- 
dinaten über in die gewöhnlich gebräuchliche Form 

Die Gleichungen (20) der beiden Brennpunktei)aare lassen sich 
noch in eine andere einfache Gestalt bringen durch Einführung der 
Werthe von U^, U^, Ug aus (16); beachtet man hierbei, dass nach 

(13) ,„Kl (9) 0-.> _ - - ^'^p-. U,' - - ^%-'- ist, »wie 
dass nach (6) r'(Fi) = ^^id**: — ."a). '"'((iy) = f^C-iif'i — l^i), so folgt 

f*^^ AfVj ^ 'p{p,P) ' 

und wenn man diese Gleichungen mit Aji^ resp. A/ij multiptidrü, er- 
geben sich mit Rücksicht auf Aft|fij =''^9(p,p) ftir die zwei Bretm- 
puiiktepaare die Gleichungen 

jAfc(,«,y - o) = {^)^ ___ + , . ,r'{p, ») - 0, 

1 Aft(hT - o) _ (5_^ _^^^ + , . y'(i,, .) - 0. 

Aus diesen zwei llclationen folgt übrigens durch Subtraciiuu die 
folgende : 
(22) A(^,-p,)„-,(:^^^,_-{;\^^_,_, 

1) Man lieticlite, Jaaa a'-' -\- l — {b^ 4- j.) =. „= _ 6^ = >----, ( -- ) 

UHabbängig von 1 ist, in Uebereinstiiiimuii,^ mit <lür üefinilioa der ooul'ooaioii 
KegelBchaitte. 



(21 
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und weuH man hier für ( j seinen Werth einführt, oder auch in der 
zweiten Gleichung (18) die Werthe Uj, 14 ^"^^ (16) substitnirt, er- 
gibt sicli die Relation 

(23) CO = (ti(i(/^>i + Mä'^'QPa + "/''%)' — (^s(m/^Vi +"3"*'9'ä4-%'^Va)^ 
vermöge deren ebenso wie veriuoge (22) sofort die Gleichungen der 
beiden imaginären Kreispunkte einzeln erhalten werden könnten. Dabei 
sind die j(j'''g)^ -}" Wa'''q'3 "h *'s'''?'3 0' = 1) 2) zu entnehmen aus (16), 
mit Rücksicht auf (13). 

In § 15 wurde gezeigt, dass durch jeden Puuld; P der Ebene 
Kwei reelle Kegelschnitte der Schaar jtgj — (0 = hindurchgehen und 
sich in P rechtwinkhg schneiden; wir wollen nun nachweisen, dass 
im allgemeinen Falle, d. h. so lange die Gleichung (7) keine Doppel- 
wurzel besitzt, der eine dieser Kegelschnitte eine Ellipse, der andere 
eine Hyperbel ist. 

Es seien ^^, y^' Vi ^^^ Ooordinaten des Punktes P; alsdann iat 
( j ^ nach (9) die Bedingung dafür, dass ein Kegelschnitt der 

Schaar durch P hindurchgehe. Nennen wir Yi das Resultat der Sub- 
stitution der Ooordinaten y^, y^, y^ in die Ausdrücke X;, so lässt sieh 
die Bedingung Pl = nach (14) auch ersetzen durch 

W " ©„.^ TM ~ ^ + -5^- + ^13 = » 

oder <lureh 

(24a) ¥((<) — : H(t,((i — fc) ■ TÜli?) J'i' + CfcCc — fi)?'(i',J') l"/ 

+ (f-,"i)(c-i«>)1'.'-o. 

Die Ergebnisse der Substitution von (* = fi-i und jt = jt^ in Y ((t) 
sind nun stets entgegengesetzten Vorzeichens, während die Substitution 
einer hinreichend giossen, positiven oder negativen, Zahl (dieselbe 
werde symbolisch duiuh + oo bezeichnet) in den Ausdruck (24a) 
jedesmal ein Ergebniss von gleichem Vorzeichen liefert, mag die Zahl 
positiv oder negativ sein. 

Ist nun ^1 > j*a und etwa V(;ii) von entgegengesetztem Vorzeichen 
mit ^{-\- oo), so liegt eine Wurzel ft' der quadratischen Gleichung 
(24a) zwischen -]- go und fii, die andere ft" zwischen ftj und ^^. 

Hat dagegen der Ausdruck Y(^) für ji, > ji^ das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von H'(+ oo) und daher auch von V(— ao), so 
liegt eine Wurzel jt' von (24 a) zwischen f^g und — oo, die andere ,«." 
zwischen (»i und ftg. 
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Conceniriscln! Kreisü. tTl 

Jedesmal ergibt die Substitution der zwischen /ij und ji^ gelegenen 
Wurzel fi = fi" in (24) eine Hyperbel bei gleichem Vorzeichen von 
(i( und (tg, eine Ellipse bei ungleichem Vorzeicheu. Die Substitution 
der anderen Wurzel (i' ergibt hingegen bei gleichem Vorzeichen von 
(i^ und (tg eine Ellipse, bei ungleichem eine Hyperbel. Dasselbe Re- 
sultat würde man erhalten, wenn nicht, wie soeben vorausgesetzt war, 
ji, > j*ä, sondern umgekehrt p^ > ji^ wäre. 

In allen Fällen liefert die eine Wurzel der quadratischen Gleichung 
(24a) eine Ellipse, die andere eine Hyperbel, und somit ist der Satz 
bewiesen: 

(25) So lange die Gleichung (7) r(f()=0 keine üoppel- 
wurzel besitzt, gehen durch jeden Punkt der Ebene zwei 
sieh rechtwinklig schneidende Ourven der confocalen Sehaar 
(itp(u,u) — a(u,u) = 0\ die einedloserCurvenisteineEllipse, 
die andere eine Hyperbel. 

Auch folgt hieraus, dass die in der confocalen Schaar enthaltenen 
Kegelschnitte derselben Art sich nicht in reellen Punkten schneiden. 
Etwas Aehnliches findet statt, wenn die Kegelschnitte der eonfocaleu 
Schaar nur aus Parabeln bestehen (vgL weiter unten). 

Wir wollen nun sehen, was eintritt, wenn die Gleichung r((*) = 
mehrfache Wuizeln besitat; die Determinante A werde dabei noch als 
von Null verschieden vorausgesetzt. Hier ist zunächst zu beachten, 
dass der Fall einer dreifachen Wurzel von r(ft) = überhaupt aus- 
geschlossen ist, denn eine solche mösste nach (7) gleich Null sein, 
also zufolge des Satzes (8) in § 8 in allen Dnterdeterminanten T,* 
der die Determinante ^ 'Jzi'i'ii'ynYss) bildenden Elemente y,! einfach 
enthalten sein. Für die Wurzel (t = reduciren sich aber diese 
Unterdeterminanten auf Qit = Ej)fpj, mithin auf Ausdrücke, die nicht 
alle verschwinden können. 

Es sind also nur die Fälle zu untersuchen, in denen r(f() = 
eine Doppelwurzel besitzt, und zwar werde zuerst angenommen diese 
Doppelwurael sei die nicht versehwindende Wurzel (i = f^^, so dass 
r((t) = Afi(^— fti)'- 

Wir verfahren alsdann ähnlich wie in § 16 bei Behandlung der 
specioUen Fälle, die bei dem Kegels chnittbüschel auftreten können, 
indem wir ausgehen von der Relation: 

Nach (7) in § 8 werden für die Doppelwurzel (tj alle Unter- 
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(letermiuanteii r,t xw Nul!, U. h. ft, ist f(ir beliebige Wertlie cfoi- j/; 
eine einfache Wurzel von (■'J =-■ oder auch von ( 1 —-- 0, es liefern 
daher die beiden Terme in (26) PartialbrOche mit dem Nenner ^ - ft, .') 
Ferner lässt sich der Factor (t — (i^ in Zähler und Nenner von 

0' 

zweimal wegheben, so dass aladaim dieses Olied, ebenso wie I . j : I \, 
im Nenner den Factor ft ~ (i^ nur noch einmal besitzt und wegen 
i^i = 0, nach der zu (2) in § 16 analogen Formel, in Bezug auf die 
Xi ein vollständiges Quadrat ist. Durch Partialbruchnerlegung ergibt 
sich daher jetzt eine Gleichung von der Gestalt 

(21) ^M = '^.^"'^''' , ih^l^^. j_ ^«.L_._ 

^ ^ r((i) ft — (^1 ' f ~ Fi '^ I^ ■ 'p{l->,P)' 

wobei 

(28) p,XI'iZ™- -? ,,- , i^,Xf>X"> ^ -'■'■" ■,- — , 

-©-« ~(P 

während Xj mit dem bereits früher aufgötretcueii und ebenso buKeicIi- 
iieten Ausdrucke in (M) übereinstimmt. 

In derselben Weise wie in dem oben uusführlicb bubimdclteii idi- 
gemeinen Falle findet man 

(29) A '*!'' ^ -^^"Pd».?)' 
(s2(ai,«)=TX3=; 

(^0) K->«)=^-J-^ + 9'(i',i>)'f4% 



aus X<^', X'^, Xg hervorgehenden Ausdrücke bedeuten. 
Ausserdem lindet man 

(31) fi,g5 — üj = ii.i'p{p,p) ■ (/;'. 

Die Gleichungen (29) und (30) lassen erkennen, daas nunmehi- 
die confocale Schaar {tcp — m^O aus concentrischon Kreisen 

I) Vgl. die Behandlnng des analoj^iiu Fa;lle3 in § 16, weloho diiaelbst zu ilur 
Gleicliung (9) in § IS fühi-t. 
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Bediiigungpii füi- eint; Cuive 'zweiter Classe im Fall eines Ei-cises. HS 

besteht, und zwar gehört der Mitteäpuukt U<, = doppelt zählend 
dieser Schaar an; clie zwei im allgemeinen Falle vorhandenen Brenn- 
punktepaare sind nun Kusam menge fallen und in diesen Mittelpunkt 
gerückt. Man erkeunt auch, dass eine eonfocale Schaar nur aus 
Kreisen besteht, sobald auch nur eine Curve derselben ein Kreis ist. 
Durch jeden Punkt y der Ebene geht ein Kreia der Schaar, denn 
durch diesen Punkt ist die Curvc, da ihr Mittelpunkt gleichfalls ge- 
geben, Tollatändig bestimmt; algebraisch erhellt diese Thatsache aus 
dem gleicii Null gesetzten Ausdrucke (27), denn die so entstehende 
Gleichung ist iu jt linear. 

Bei dieser Gelegenheit wollen wir untersuchen, welche Bedingungen 
erfüllt werden müssen, damit überhaupt die (Jäeichung einer Curvc 
zweiter Classe ip(u, w.) == einen Kreis darstelle. Wir behaupten, dass 
diese Bedingungen in dem Verschwinden der Coefficient«n einer ge- 
wissen quadratischen Form der Ui (i=l,2,3) bestehen, und zwar 
ist diese Form gegeben durch die Determinante 

Y^'OO l'P'iih) l'P'i'^s) ; 

(32) K= i-a,'(«,) |o3'(if.) !«'(«,) |=-0, 

I 2 9(Pi) l'V'iPs) -^^(Fa) j 

welche eine simultane Contra Variante von g)(w, u), m(«,m) iiwi p,,. 
repräsentii-t. Es hängen uämlieh die X; mit den X/ zusajnmen durch 
die Gleichungen (vgl. (13)): 

, + vJi>x^ (i^^-=i,2), 
daher ilie m; mit den üi durch die transponirte Substil.iitioii 

„dl ä((3| 

uud es sei '* = ^ i l ."7= 7^ Ps) ^'^'^- Determniauto (heser Sub- 
stitution. Mit Kncksicht auf (18) und auf p_^ =■- X^ besteht folglich 



(33) .-.K^-=! p^ ^l^ ^ '=.q,(j,,rt(-- 

i vip,p) \ 
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Dabei ist die Determinante der Transformation r von Null ver- 
schieden, denn die drei Punkte V-^ = 0, P^ = 0, TJ^ = liegen nicht 
in einer Geraden. 

Die Gleichang (33) zeigt, dass das "Verschwinden von (32), so 
lange <p{$,p) ^ 0, die Beziehung ^^ == (t^ ^ur Folge hat, es gibt also 
K = bei beliebigen M; in der That die Bedingungen dafHr, dass 
9)(m, m) = einen Kreis darstelle. 

üebrigens verschwinden fttr die Doppelwurzel jt^ = (i^, wie bereits 
erwähnt, auch die oben mit Vuc bezeichneten sechs Unterdeterminaiiten, 
und es gilt hier wieder dieselbe BeinerkuHg, wie S. 97 bei Aufstellung 
der Bedingungen dafür, dass eine Gleichung f{x, «) = in Punkt- 
coordinaten einen Kreis darstelle. 

Wir gehen nun weiter in der Behandlung der speciellen Fälli', 
welche für die Wurzeln der kubischen Gleichung r(it) == bei con- 
focaleu Kegelschnitten eintreten können. 

Der Fall, dass die Doppelwurzel ft^ ^ jt^ auch Doppelwurzel ist 
von C) = 0, niuss aus demselben Grunde ausgeschlossen werden, aus 

dem dies achon bei Kegelschuittbüscheln (vgl. S. 151) gescbali. 

Es möge jetzt angenommen werden, die Gleichung r(fi) = habe 
die Doppelwurzel jt = und die von Null verschiedene Wurzel (i = (t, ; 
alsdann ist nach (7) h^ = r(p{p,p) =0 und r(fi) = Ap*(/i — fij). 
Jedenfalls können für (t = nicht alle Unterdetermiuanten Pu' ver- 
schwinden, denn diese gehen durch die Aunahnie jt = in Qik'='^]}il'k 

flber^'l. Alsdann veranlasst in (26) nur der Term — r-, l'ivrtliil- 

lu:üehe, die zur Wurzel (t = gehören. Setzen wir 

-(J)rw l^W 

so wivä>) 

(34) 

r(.") 

mit Eiufiüiruiig der Bezeichirangsweise: 

(34a) iX],..-~.v,X„ ß-?],„„~X, >™l„ 

verwandelt sich (34) in: 

1) Vgl. auch S. IVl. 
3) Vgl. S. 150, 
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und hieraus erbälli man für (t = co, resp. ft = die Gleicliiuigeu 
von (p(u, m) = und a{u, m) = in Puuktcoordinateri: 

Wir ersetzen nun in X(/i) die Xi durch — ^'(Ui) = ipi und bo- 
zeichneu die vermöge dieser Substitution aus Xj, X^, X, hervor- 
gehenden Ausdrücke resp. durch V j^- IL, l/r^'^" "31 ' i ') alsdauTi 
folgt ans (34): 
(36) ~^(^) :r(^) = ^1-^ + 2 1/^0 + -.^^--^, 

und diese Gleichung liefert nach einer der in den oben behandelte 11 
speeielleii IVällen angewandten Methoden: 

L(«,«)=f/r*+i'V; 

(38) fi,<p - o> = l^ft]/=r^ P3 — f^a 1 f^a • 

Die Gleichungen (35), (37) und (38) lassen erkennen, dass nun- 
mehr die confoeale Sebaar fiip — ej == nur aus Parabeln besteht, 
welche sämmtlich die Gerade Xj = zur Axe haben; der gciiieinsaine 
im Endlichen gelegene Brennpunkt hat die Gleichung 

der unendlich ferne ist ü^ = 0. Die Gerade X^ = ü ist die Scheitel- 
tangente der Parabel g)(M, zi) •^ 0, 2p = — y-r—- der Parameter^. 
Ferner erkennt man, dass eine confoeale Schaar nur ans Parabeln be- 
steht, sobald auch nur eine Parabel der Sehaar angehört, 

1) Der Gt'uad dieser BeEeichnungs weise liegt darin, daas die ßetatioaeti 

u,!>', + u,s\ -\-u^x, = U,X, + U^X^ + U^X. 
erfüllt wurden sollten. 

2) Sobald mau hier übet das Vorzaieben der Wurzel verfügt liali, ist aneli 
die Bicbtimg festgelegt, nach der sich die Parabel erstreckt. 
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üebrigeas folgt wieder in derselben Weise wie bei (26) in § 15, 
dass durch jeden Punkt der Ebene zwei reelle der Schaar angehÖrige 
Parabeln hindurchgehen , und zwar schneiden sie sich in dem be- 
treffenden Punkte rechtwinklig. Aus (35) geht ausserdem hervor, 
dass man eigentlich zwei Systeme von Pai-a,beln in einer conibcalen 
Schaar unterscheiden kann, indem sieh je nach dem Vorzeichen ihres 
Parameters die Curven nach entgegengesetzten Seiten öffnen. Mau 
kann auch zeigen, tJass die awei coufoeaien Parabeln, welche sich in 
irgend einem Punkte der Ebene schneiden, nicht demselben System 
angehören. Zu diesem Zweck wollen wir die Gleichung (34) der 
confocalen Parabeln in Punktcoordinaten zunächst dadurch umformen, 
dass wir an Stelle des variabelen Parameters /i einführen l ■= -■- uml 

— Y ; ^ setzen gleich —IJ,') wodurch sich (34) uacli Miiltiplicätion 
mit -- verwandelt in: 

(39) >t^^Xs^ - 2j5Z^X, + -^Ä := oder in 

(39a) ^ — 2f (Zg - |- IX^) Z3 =- 0. 

Durch die Transformation X, = 1^ , Xg = Ig -f- -f- ^3 ? ^^ == ^^ 
wird die Gerade Xg = parallel zu sieh selbst verschoben, so dass 
sie durch den gemeinsamen Brennpunkt hindurchgeht; an Stelle von 
(39a) tritt alsdann 

(40) jt"-, - 2y j I, + f (1 - l) ?, j 5» - " . 

und wenn man ^(1 — X) ersetzt durch die mit *t veränderliehe Grösse 
g, welche für A = den halben Parameter p der Parabel 'p(u, ») = 
gibt, so folgt 
{-11) !;/-2g(fe+-Jl,)fe-0. 

Um die Grössen q für diejenigen zwei Parabeln zu bestimmen, welche 
durch irgend einen Punkt i) der Ebene gehen, sind die Goordinaten 
Vi! Vi! % dieses Punktes in (41) zu subatituiren ; nach Potenzen von 
q geordnet erhält man 
(42) V(5) = — 2^3^ - 2qr!^% + %- =- 0. 

^^ 9 = + '^ ^^^^ ^(3) negativ, für g = positiv, mithin hat 
diese quadratische Gleichung stets eine positive und eine negative 

1) Darch diese letate Substitution erhält 'l>(aT, ;k) = die gewöiinlicli ge- 
briluchliche öesialt X, ' — 8^ X, Xg = 0, 
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Wurzel, d. h. die Parameter Kweier durch einen Punkt i) der Ebene 
gehenden Parabeln einer confocalen Schaar sind von entgegengesetztem 
Vorzeichen. Wie (41) zeigt, gehören diese Curven also in der That 
den zwei entgegengesetzt gerichteten Systemen an ^). Die beiden Para- 
meter werden nach (42) entgegengesetzt gleich, wenn % = 0, d. li. 
wenn der Punkt ij der Senkrechten angehört, welche im gemeinsamen 
Brennpunkt auf der Äxe errichtet ist; nur dann sind die zwei zu- 
gehörigen Paraheln congruent, natürlich aber entgegengesetzt gerichtet. 
Wie bei confocalen Ellipsen und Hyperbeln sich Gurven derselben 
Art nicht in reellen Punkten schneiden, folgt auch jetzt wieder, dass 
Parabeln desselben Systems sich nicht in reellen Punkten schneiden. 
Hiermit ist die Untersuchung des Falles einer verschwindenden 
Doppelwurzel von P ((i) = erledigt; die Unterdeterminanten F.t: 
konnten, wie wir sahen, für dieselbe nicht alle verschwinden, und es 
wäre nur noch die Frage zu beantworten, ob nicht vielleicht die Vm 
bei Substitution der von Null verschiedenen Wurzel (tj verschwinden. 
Auch dieser Palt ist ansgesehlosseo, denn, wie wir schon in der Fuas- 
note zu S. 134 bei ähnlicher Gelegenheit zeigten, würde mit allen Vit 
auch — ~^ verschwinden, d. h. die kubische Gleichung r(^) = 
hätte noch eine zweite Doppelwurzel (t = (ij, was unmöglich ist. 

Bisher war vorausgesetzt worden, dass die Determinante A von 
y(w, u) = nicht verschwinde; es kamen dann ausser dem allgemeinen 
Fall, in welchem die kubische (rleiehung r(ft) = verschiedene 
Wurzeln besitzt, nur zwei specielle Fälle in Betracht: die nicht ver- 
schwindende Doppelwurzel (t = fti, für welche alle Unterdeterminanten 
Viii zu Null werden und die Doppelwurzel fi = 0. Im allgemeinen 
Falle bestehen die Curvea der confocalen Schaar ans Ellipsen und 
Hyperbeln, ausserdem sind drei Punktepaare in der Schaar enthaltent 
die zwei Brenupunktepaare und das imaginäre Kreispunktepaar. Im 
Falle der Doppelwurzel (t = /»i hat man eine Schaar concentrischer 
Kreise, ferner den gemeinsamen Mittelpunkt doppelt zählend, sowie 
das imaginäre Kreispunktepaar. Im Falle der Doppelwurzel ft = 
besteht die Schaar aus Parabeln; ausserdem gehören hinzu das Brenn- 
punktepaar (ein im Endlichen und ein im Unendlichen gelegener 
Brennpunkt) und das imaginäre Kreispunktepaar. 

Es fragt sich nun, wie man diese Punktepaare findet, wenn die 
Determinante A von (p(ii, u) verschwindet, wenn also ipiu, u) = 

1) Ygl. zu dieser Darstellung Hesse: „Sieben Vorlestmgen aus der ana- 
lytiechen Geometrie der Kegelschnitte", Leipzig 1874, S. 52, oder aucli Zeitschiift 
für Mathematik nud Physik, hrsgg. von Sehlömiloh, Bd. 19, S. 52. 
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selbst eine zerfallende Curve der Scbaar ist Mau kann sieh iils- 
dann die coafocale Schaar (tq) — o = gegeben denken in der Form 
(43) iiq> — (a^^ }i,{(p — vra) + (."v — l)ca 

= (l-p«)|j-*--(.p-«»)-o| -0, 
wobei V ein Werth sei, für den die Determinante von 9 — via nicht 
verschwindet. Setzt man -; = A, so tritt in den bisherigen For- 

1 — (H- ' ° 

mein <p — v(o an Stelle von rp und A an Stelle von ji; die den Wertheu 
A entsprechenden fi findet man ans (t == -7 — y-; ■ 

Wenn es sich nur darum handelt, das Punktepaar zu finden, 
■welches neben q>{u, u) == und (o(it, u) = der eonfocalen Schaar 
angehört, kann man daher so verfahren, dass man (j)(it,u) ersetzt durch 

t(», «)-«»(»,«), 

wobei V ein beliebiger Parameter ist, der nur so gewühlt sein muss, 
dass die Determinante von ip — vm nicht verschwindet. Die oben 
entwickelten Formeln wendet man alsdann an auf die Schaar 
(43a) A(y — voj) — = 0, 

d. h. man ersetzt in diesen Formeln den Änsdruck ip durch (p — j'C», 
oder die Coefficienten «ü der Gleichung qj = durch an, — vraji;. 

Besteht die conf'ocale Schaar aus Ellipsen und Hyperbeln, so ist 
nach (18) 

(44) \9-^'^-'^- + '^ + 9iP,P)ü^ 
1 cj = (7i^ + fr/ . 

Nimmt man au, dass sich (43a) etwa für Aj=— -- - an!' qj —- 
reducirc, so wird 

(45) T ... (;_ + v) !/,' + ,p{p,i,) Vi . 

"Wenn die confocale Schaar aus coiiceu tri sehen Kreisen besteht, 

findet man nach (30): 

[ (/,= + U.-' . , j, , 

^^^^^ U .„ ^^ = -~^- + ^{p,p) W 

daher 

(47) 9 - (^;- + '■) (^V + W) + H'{P,P) ■ ^'.^ 

so dass .für - v ■===■-- die Gleichung ip ™= deu Mittelpnnld, der Keliü.ar 
darstellt. 
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Besteht eudiich tue eonfoeale Schaar aus Pa,rabeln, so ist iiaek (37) 

I 0) = U,' + ü,' , 

dahiiY für v ^ . 

(49) ^ = 2 ]/^^; U^ U, H- V f/g- -, 

dabei sind, wie erwäbiit, in den rechts stehenden Ausilriiclien die 
1 Kit stets zu ersetaen durch K,i — vata. 



§ 19. 

Weitere Untersuchungen über die Brennpunkte; Doppeltberübrenäe 

Kreise, Sätze über BrßnnstraMen. 

Im Yorhergohendon Paragraphen wurde u. Ä. gezeigt, dasa die 

Brennpuuktepaave der Curve ^(m, u) = 0, welche eine Ellipse oder 

Hyperbel daiatellen möge, gegeben sind durch die zwei Gleichungen 

\n<P — '^ =--- ---[,-- W + (i-itpip,!') - E73^ = 0. 

(janz ähnliche Ausdrücke bat man für die Brennpunkte eines durch 
seine Gleichung in Punktco ordinalen gegebenen Kegelschnitts /(«, «) = 0; 
dieselben findea sich in % 11, Gl. (14) und speciell für die Ellipse in 
Gl. (16). 

Um die Vorstellung zu üxircn, wollen wir noch anuehmen, das 
reelle Brenn punkte paar sei 

die Goefficienten you t/^^ und U^^ müssen alsdann entgegengesetzte 
Vorzeichen haben. Sind 3=0, Bi== die Gleichungeji der zwei 
reelle» Brennpunkte, so ist demnach jedenfalls 

(2) ^..^._/l 1\ 1 

Hiev gestattet die Identität (i^tp — ra ^ BB^ eioe einfache geometrische 
Deutung. Für jede Gerade, deren Coordinaten M; die Gleichung 
ip{u,u) = erfüllen, also für jede Tangente des Kegelschnitts % 
folgt nämlich mit Rücksicht auf (1) in § 2 sofort der Satz: 

(3) Bei jedem Kegelschnitt ist das Product aus den Ab- 
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ständen der Leiden Brennpunkte von einer beliebigen Tan- 
gente constaiit, und zwar gleich dem Quadrat der halben 
kleinen Äse im Paile einer Ellipse, gleich dem Quadrat der 
halben Nebenaxe im Falle einer Hyperbel. 

Der soeben angegebene Werth der Constaute ergibt sich, wenn 
man die Tangente im einen Endpunkte der die reellen Brennpunkte 
verbindenden Axe zieht, bei der Ellipse noch einfacher mit Hilfe der 
Tangente in einem Scheitel der kleinen Axe. 

Aus (2) folgt mit Hilfe eines behebigen Multiplicators v: 
(4) 4v{ii^(p~-(o)=^[vB+£^f — [_vB-Bif, oder 

(4a) Avßi — (vB — B,Y ^ Av^i^^fp — (vB + B.f = 0. 

Diese Gleichung repräaentirt nach (2) in § 7 ein System von 
Kreisen; reell für die positiven Werthe von v, imaginär für negative v. 
üebrigena lassen eich beide Arten auch getrennt darstellen, wobei 
V jedesmal als positiv angenommen werden darf; das reelle System 
ist nämlich alsdann durch (4a) gegeben, das imaginäre durch die 
aus (4) folgende Gleichung 
(6) 4-» + («i + A)' = 4»^,,, + („B - .B,)' - 0- 

Betrachten wir speciell das bei positivem v reelle System von 
Kreisen (4a). 

Aus (4a) (und ähnlieb aus (5)) folgt alsdann, mit Rücksicht auf 
(2) in § 1, dass diese Kreise den Mittelpunkt vB — B^ = haben 
und den Kegelschnitt 9 = doppelt berühren, nämlich in den Be- 
rührungspunkten der vom Punkte vB -|- J?j = an die Curve gelegten 
Tangenten. Ausserdem sind B = 0, Bj^ = 0, vB—"Bj=0 und 
fj? -j- lij = vier harmonisch gelegene Punkte. Genau dieselbe Be- 
trachtung liesae sich, wie (38) in § 18 zeigt, anstellen, wenn die Gurve 
9)(m, m) = eine Parabel ist; man hat daher den Satz; 
(6) Es gibt bei jedem Kegelschnitt ein System doppelt 
berührender Kreise, für welche der Mittelpunkt und der 
zugehörige Pol der Berührungssehne harmonisch liegen äu 
den zwei reellen Brennpunkten. 

Um die Lage dieser Kreise im einzelnen zu untersuchen, sind die 
Fälle der Ellipse, Hyperbel und Parabel gesondert zu betrachten. 
Indem wir wegen des Näheren auf die Abhandlung von Steiner: 
„Elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe, und über einige 
damit in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte"^) ver- 

1) Grelle'B Jotwuü,!, Ed. 37, S. IT^^If., 1847, oder autih „fiesammelte WctIio", 
B<1. TI, S. 404 ff. 
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weisen, wollen wir nur dün Fall der Ellipse iioeh kui-a beriilji'iiii. Diu 
Gleichung für die Mittelpunkte der einzelnen Kreise wird vB — B^^^O, 
oder nach (2) ^(s, Ü, + 63 U^) — {s, U^ — 6g U,) == 0, d. h. 

{v-i),j,U, + (v + l)s,ü,^0; 
der Mittelpunkt des dem Parameter v entsprechenden Kreise« hsit daher 
die homogenen rechtwinkligen Co ordinaten v ' t .s ' ■ : Q- 1- Der liadiuK 
r ergibt sich nach (2) in § 7 aus r^ = t- . .^ — -3 ■ Wie man mit 
Hilfe der in der Differentialrechnung gebräuchlichen Methode findet, 
wird der Radius ein Maximum für v == 1] ein Minimum v = — 1 
kommt nicht in Betracht, da ihm kein reeller Kreis entspricht. Der 
grösste Radius hat demnach die Länge 

-i ^ i/Z ^~ 

Oller er ist gleich der halben kleinen Ase der Ellipse, denn wie ans 
(15) in §18 hervorgeht, sind — !''i'p{p,p} «ud — C's<p(p,p) die re- 
ciproken Werthe -j- und ^ der Quadrate der halben Axen a und 1/ 
der Ellipse. Für v = und i' = 00 erhält man Kreise vom Radius 
Null, nämlich die beiden Brennpunkte B-^ und B. 

Ein zweites System von Kreisen erhält man, wenn dieselben Be- 
trachtungen wie zuvor angestellt werden mit Bezug auf das imaginäre 
ßrennpunktepaar des Kegelschnitts ^(u, u) = 0. Bevor wir hierzu 
übergehen , möge die Aufgabe gelöst werden , zu dem imaginären 
Brennpunktepaare beliebig viele harmonische Poleupaare zu construiren. 

Es sei wieder 
1^7) !i.,q> — w = BB, et: + (fl,'' U,' — 0./ U/) -= 

die Gleichung für die zwei reellen Brennpunkte, 

(8) )i, 9 - G) = r, U,^ + V, U,^ ^ 

diejenige für die imaginären. Es müssen dann iLatürlich die beiden 
reellen Grössen v.^ ^'^^ '"■^ gleiches Vorzeichen haben, denn suidernfalls 
wäre i'a Ü2^ + '"■i ^i i^ zwei reelle lineare Factoren zerlegbar. Ausser- 
dem müssen die Grössen v negativ sein, denn bei positiven v wäre 
nach (8) der Kegelschnitt <p{ii,ii) =^ Q, den wir als reell voraussetzen, 
gleich der Summe der drei Quadrate ü-^ -|- {y^ + 1) C^^ + *ä ^^ '■= % 
da Ol '^ U-^ -\- V^. Man kann demnach die Gleichung (8) ersetzen 
durch 

(9) ^1 9) - G3 777= - ( T,' H- T,^) = 0, wo T,' =-v., U./, T,' -= - v, i[//, 
oder auch durch 
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(10) n,(p — & = —{T^co>it— T.^ siii tf ■-■ (2\ siu t + 1\ cos tf, 
wobei t uiueii völlig willkürlich bd Winkel bezeichnet. Füliren wir «ui: 
Abkürzung ein Y= T^ coa t ~ T., sin t, W= '1\ sin t + T.^ cos t, su 
verwandelt sich (10) in 

(11) ^,qp-ro = -~(7^+ VF^J. 

Indem mau diese Gleichung in Verbindung bringt mit (T), orglbL 
sich dnrch Elimination tod 9 die Relation 

(,., - ft)o _ - »,(F= + W) -^ ftUi-, 
oder aueh 

(12) fc - (.jüj + ft y* - - (..»F» ~ p,üi', . 

Bevor wir diese Gleichung geometrisch deuten, werde bemerkt, 
dass die Punkte F= und W= 0, welchen Werth auch der Para- 
meter t haben mag, harmonisch liegen zu 

F + i T'F = und V— ? VK == 
oder, was dassulbe bedeutet, zu T^ -\- i T.^ ^ i.) und 51,— (^3 = 0, 
also KU dem imaginären Breunpunktepaar. 

Die linke Seite von (12) stellt nun, gleich Null geset^it; einen 
Kreis dar mit dem Mittelpunkt V, während die rechte Seite von (]2) 
aussagt, daas auf diesem Kreis auch das reelle Brennpuuktepaar liegt 
und dass die in den Brennpunkten gezogenen Tangenten sich in W 
schneiden^). Ist also z. B. der reelle Punkt V gegeben und will man 
zu ihm und zu dem imaginären Brennpunkte paar,, welches bei unseren 
obigen inuahmen zugleich mit Y auf der Geraden X^ = liegt, den 
vierten harmonischen Punkt W construiren, so ziehe man um V als 
Mittelpunkt den durch die reellen Brennpunkte J5, i?^ gehenden Kreis ; 
die Tangenten desselben in B und Ü^ sehneiden sich in dem auf 
Xi = gelegenen Punkte W. 

Dass dieser Kreis reell ist, geht jiioht nur aus der Realität seiuea 
Mittelpunktes und der zwei Punkte ß, i>\ hervor, sondern kann auch 
aus seiner Gleichung (ji^ -- (i^(o -|- ft^ F^ == oder 



&„l)o+y.„o 



geschlossen werden. Die oben mit v^ bezeichnete Grösse muss näm- 
lich, wie wir sahen, bei unseren Annahmen negativ sein, andrerseits 
besitzt dieselbe nach (1) den Werth -- — 1 , mithin ist in 
(^ - 1) » + 7' - 

1) Vgi hieran den Scliluss von g 9. 
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die positive definite Form o luultiplicirt mit einer negative» tlrÖsse, 
so äasH diese Gleicliung in der That eine reelle Ciirve repräsentirt. 

Wenden wir uns nun zu dem oben erwähnten aweiten System 
von Kreisen! 

Aus der Identität (11) folgt; 

(13) F' -»s -((.,,,+ T.F-), 

ein Ausdruck, der gleich Null gesetzt bei variabelem t ein System 
von Kreisen darstellt, deren Mittelpunkte^) V auf der. Verbindungs- 
linie der imaginären Brennpunkte liegen; es kann also von diesem 
Kreissystem eigentlich nur bei Ellipse und Hyperbel die ßede sein, 
da bei einer Parabel das imaginäre Brennpuuktepaar im Endliehen 
fehlt. Indem man die Gleichung (13) in analoger Weise geometrisch 
deutet, wie es oben bei (4a) geschehen war, folgt der Satz: 

(14) Bei jeder Ellipse und Hyperbel gibt es ein System 
doppelt berührender Kreise, für welche der Mittelpunkt und 
der zugehörige Pol der Beriihrungssehne harmonisch liegen 
zu dem imaginären Brenupunktepaar^). 

Vermöge der Identität V^ T^cost — T^ sin t kann jeder auf 
der Nebenaxe X^ = gelegene Punkt als Ceutrnm eines den Kegel- 
schnitt (p(w, u) = doppelt berührenden Kreises angesehen werden. 

(15) Das System von Kreisen (14) hat noch die weitere 
interessante Eigenschaft, daas jeder solche Kreis der Ort 
der Fusspunkte der geraden Linien ist, welche von den Brenn- 
punkten des gegebenen Kegelschnitts <j)(i(,j()=0 nach allen 
Tangenten von 9 unter demselben bestimmten Winkel ( ge- 
zogen werden^). 

Wir wollen hier der Kürze halber nur eingehen auf den Fs.ll 
t = 90'' und eine directe Behandlung des Problems geben. Es werde 
dabei wieder angenommen, dass das reelle Brennpunktepaar B, B^ ge- 
geben sei durch ji^g» — = 0. Soll eine Gerade mit den Coordinaten 
«1, «(3, «ä Tangente sein des gegebenen Kegelschnitts, so müssen die 
«j die Gleichung, befriedigen rp(u, u) = 0; andrerseits befriedigt eine 
durch einen reellen Brennpunkt gehende Gerade v die Gleichung 

1) Pur den Radius r findet mau leicht nach Einsetzen des Wertlies von V 
mit Rücksicht auf (2) in ^ 7 die Formel r = — — - 1/ ; , oder bei gleicher 




2) Naterea über dieses bjatem v 
J) Uch her,,u v^l Stf iiier a. 
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Die Coordiuateit x^, x^, x^ des Schnittpunktes t;iiier 'j.'aiii;uiilu u mit 
einer durch B oder ü^ gehenden Geraden v sind 
(16) Ji =- c^i-s — Wii-j, ir_, == ((^e?^ — Vj^t , i^ = u^v.^ — it^t\, 
und wir tilgen nun nach dem geometrischen Ort aller Punkte x von 
sülchei BeschaÄenheit, dass die von x ndth der Curve tp(ii,ti) = 
gezogenen Tangenten normal sind zu dem einen, reap. anderen der 
zwei von o nach dem Biennpuuktepaai gezogenen Stralilen, Der Ort 
der Punkte 3 muss dlsdana dei oben gewünschte Kreis sein. 

Um die Gleichung die'^es Ortes aufzusteileu, gehen wir ans von 
einer Identitait, die füi die Gleiehang 

(17) 2x{-s, x) -= fK„RJs„ + f J3« 2 - 2ß„iro ,W + ■ • 
des Dircctorkreises^) der Curve zweiter Oaase 

besteht \i c Identität laitet') 

1) 1 „1 ( 9) .id (ol) m § 1 

3) Zur Abk taug 1 eser Ideat tat ve i I) g k D U U) 

k s t ua h ^ If de gi,ome fcohe t allo P lite s; da m d 

echtwinllgB lai^e ten an len Kegelschnitt p( g a d kö 

liese Tan^^'i'*'^ musaen BOm t tai-mon aebe P ac d Ki p k 

o(m m) = sein Ist aua e u bei eb ge Punk b n p fe 

iigend iwe doiiden nd » so bes tat das Dp h m h 
piiiies zn dem von x au le Regeleelinitt 9 «..^o g ^6, n 

paa d n W tii wul e « nl «, d e V in 

(. le ctnng 

<P( ''l + ''9'(" ) 4-« <P 
Anl e a ta l es Ut dis Doj 1 elve hältn &s des G u 

aus nac.li den imt^ n^ten i. e Ejnnkten geEOgen ad 

A und i 1 e W zeln 8 nd der 1 ad at n ken k 

l n bt a cl 1 e sofo t <ius le In 1 bt ob. entbpieLlieadLU lii,ti.i(,ktui]^t;ii m 
leu n TO 20 f Sollen lan 1p vom Punkte k an ^^(m, w) = und au lu {«,«) = ti 
gezog neu Taügentenpaare z e ninde ba moniscb eeia, bo miiss, wiu wir als be- 
kiunt TO anssetz a die Relation e lullt e n 

und lAtnii uiau liiti tur die Pioducte und bummeu der "Wurzeln der zwei in n 
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(18) 2%{x,x)^-q>{u,u)-m(v,v)~2<p{u,v)-w{u,v)-\-<p{v,v)-o}{u,u), 
woljei für die 3?^, Mj udcI «i (« = 1, 2, 3) die Belationen (16) gelten. 
In unserem Falle sollte die Gerade u eine Tangente des gegebenen 
Kegelschnitts sein nnd mit der zugehörigen Geraden v einen rechten 
Winkel bilden, daher ist tp(ti, ti) = und a(ii, v) = 0; ausserdem er 
lullen, wie oben bereits erwähnt, die Coordinatcn vi die Relation 

^ä9(D,D) = «(«,«). 
Die Gleichung (18) kann man somit im vorliegenden Falle eraeiaen 
durch 

(19) 2j(.,,)-=(«''"^"<-^^0, 

Nun ist nach (13) in § 5 

co(u, m) ■ o(i;, v) — o)^(m, v) = Q{x, x) ~? rp./-^ 
da aber e}{u, v) = 0, so ISsst sich jetzt bereits iui Stelle von 
ii}{n,u) • m(v,v) substituiren tjj/, wodurch sieh (19) verwandelt in 

(20) 2ft,x(3^, x) - tiPA+P2^2 +PAy = 0- 

Dies ist die gewünschte Gleichung des Kreises; dass dieselbe 
wirklich einen Xreia darstellt, geht daraus hervor, dass sie sich von 
der Gleichung des Directorkreises xi^>^) =ö ^^^ ^'^ ^^^ Glied rpx' 
unterscheidet. Ausserdem ist der Kreis (20) mit x(^,^) = conceii- 
trisch, daher nach § 15 auch mit dem gegebenen Kegelschnitt g>(M,M)=0. 

Rein geometrisch folgt auch, dass die Fusspunkte der Normalen, 
welche von den Brennpunkten auf die Scheiteltangenten der die Brenn- 
punkte verbindeniäen Äxe gefällt werden, mit den Scheiteln dieser Axe 
Kusammenfallen ; letztere ist daher ein Durchmesser des Kreises (20). 
Die Gleichung von (20) in Liniencoordinaten ergibt sich also aus 
(13), wenn man in V setzt i = 90"; man erhält alsdann TJ — m, 
oder nach (9) 
(21) - V, U-^ " (t/,^ + Ui) = , 

wofür mit Rücksicht auf (8) in diesem und (20) im vorhergeli enden 
Paragraphen gesetzt werden kann 

und 1 quadratischen Gleichungen die Coefficientoa dieser Gleichung uinfilhrt, folgt 
uacli Wegbringen dea Nenners 

¥(«, u) ■ »(», V) - 2cp(w, V) ■ »(«, V) + rp(«, V) ■ o>{u, «) = 0. 
Dieaec Ausdruck kann sicli also von 2j{j!, x) in (17) nur um einen Zahlenfactor 
unterscheiden; man findet denselben leicht gleich 1. Wäre (d(m, u) = eine 
beliebige Cnrve zweiter Olasse, ao würde übrigens dieselbe Identität stattfinden; 

nur wörde dann x{x, x) = den bei (23) in § 15 als harmonische Cutve zweiter 

Ordnung bezeichneten Kegelfichnitt darstellen. 
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(21a) U,' + U,' + t^, - <pip,p) U.^ = 0. 

Äiisaerdem zeigt die Gleicbuug (lö) in g 18, duas {i'i<p(j>,'i>) 

gleich jj ist, wenn wir mit a die halbe Länge derjeüigen Axe des 

Kegelschnitts (p{u, m) = bezeiclinen, welche die reellen Breiinpuiikte 
verbindet'). Der Ereia (21 a) oder (20) hat also (auch in Ueher- 
einstimmung mit der Fusanote zu S. 183) den Radius a, falls der 
gegebene Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist. 

Sollte ^{u,u) = Q eine Parabel darsteüen^ so würde %{x,'x) = Q 
zufolge der Bemerkungen am Schlusse YOn § 15 aas der Directrix 
und der unendlich fernen Geraden bestehen; die Curve (20) würde 
daher in eine Parallele zur Directrix und in die unendlich ferne 
Gerade zerfallen. Wie man geometrisch sofort einsieht und auch 
algebraisch leicht gezeigt werden kann, ist diese Parallele die Scheitel- 
tangente. Auf Grund des Vorhergehenden kann man die zwei Siitze 
aussprechen: 

(22) Die Fusspunkte der Normalen, welche von einem 
Brennpunkte einer Ellipse oder Hyperbel auf die Tangenten 
dieser Curve gefällt werden, liegen auf einem mit dem ge-- 
gebenen Kegelschnitt concentriachen Kreis, dor diojenigt 
Hauptaxe des Kegelschnitts üum Durchmesser hat, welclio 
die reellen Brennpunkte verbindet. 

(23) Die Fusspankte der Normalen, welche vom Brenn- 
punkte einer Parabel auf die Tangenten dieser Curve gefällt 
werden, liegen auf der Scheiteltangeute der Parabel. 

Man kann auch zeigen, dass die zwei Systeme (6) und (14) die 
einzigen Systeme von Kreisen sind, welche den Kegelschnitt g)(Mjii) = 
doppelt berühren. Die Gleichung irgend eines Kreises in Linieneoor- 
dinaten ist nämlich nach § 7 von der Form tu — aC^ = 0, wo tt 
eine bestimmte Constante, 0=0 die Gleichung des Mittelpunktes l)e- 
deutet. Soll dieser Kreia den Kegelschnitt ff,{u,u)=^0 doppelt 
berßbreu, so muss es einen Parametorwerth ji geben, für welchen 
lifp — (ro — aC^) ein vollständiges Quadrat F^ wird, wobei P=0 
den Pol der Bei-Ührungs sehne darstellt. Aus ^tp — (ki — öC^) = P^ 
folgt aber ji^ — oj = P^ — aC^, imd hier ist die rechte Seite dieser 
Gleichling in zwei lineare Factoien zerlegbar; lassen wir den Werth 
^ = 0, dem das jetzt nicht in Betracht kommende imaginäre Kreis- 
punktepaar entspricht, uuberücksichtigt , so gibt es, wie wir in § 18 
sahen, iinr noch zwei Werthe des Parameters fi, für welche ^itp — et 

1) Vg!. hierzu auch die nümerkiuigeTi zu (115) in § 11, 
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zerfällt, und diese Werthe lieferten im allgemeinen Falle das reelle 
und imaginäre BrenDpunlitepaar, Beide Punktepaare wurden aber bei 
Ableitung der Sätze (6), resp. (14) zu Grande gelegt. 

Zur Ableitung weiterer wichtiger Sätze werde ausgegangen von 
der Gleichung (7): 

(tj9) — oj ^ BL\ = 0, 
die wieder das reelle Brennpunktepaar darstellen möge. Andrerseits 
wurde am Schlüsse von § 9 gezeigt, dass die Gleichung einer be- 
liebigen nicht ausartenden Curve zweiter Classe q>{ii,u) = in diu 
Form gebracht werden kann: 

(24) g)(w , ^() = a Fj Ka — & F/ == . 

Hierbei sind Fj = 0, Fg = Ü die Gleichungen irgend zweier 
Punkte P und Q der Curve, Fg = repräsentirt den Pol der Ver- 
bind ungsaelnie PQ, während a und h Coefficienten bexeichnen^ aut' 
deren nähere Bedeutung es jetzt nicht ankommt. 

Aus (7) und (24) folgt 

uder auch: 

(25) ,«^ ffi Vi Fg - C J.'j = fig b F/ + m . 

Die rechte Seite dieser Gleichung liefert nun, gleich Null gesetzt, 
einen Ereis mit dem Mittelpunkte Fg = 0; andrerseits zeij^t die linke 
Seite von (25), dass die Verbindungslinien der Punkte Fj = und 
5 = 0, Fl = und .ß, = 0, Fs = und 1# = 0, Fg =- und B^ = 
Tangenten dieses Kreises sind. Es folgt also der Satz: 

(26) Die zwei Strahlenpaare, welche irgend zwei Punkte 
(P und (J) einer Curve zweiter Olasse K mit deren Brenn- 
punkten verbinden, sind Tangenten eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt der Pol der Verbindungslinie PQ in Bezug 
auf K ist. 

Bei der Lage der Sehne PQ sind drei verschiedene Fälle zu 
unterscheiden: 1) sie geht weder durch den Mittelpunkt noch durch 
einen Brennpunkt des gegebenen Kegelschnitts g)(t[,ii) = 0; 2) die 
Sehne geht durch einen der beiden Brennpunkte; 3) sie ist ein Dureh- 
messer der Curve 9) = 0, 

Die wichtigste Anwendung des Satzes (26) im Falle 1) besteht 
in der Ableitung der Thatsaehe, dass bei einer Ellipse die Summe 
der Brennstrahlen eines Ourvenpunktes , bei einer Hyperbel die Diffe- 
renz der Brennstrahlen eonstant ist. Damit ist alsdann dieses für die 
mechanische Erzeugung der genannten Curven so wichtige Theorem 
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von c]i3ii Brenustriilileii hergeleitet gann unabliängig tou der Gleichung 
der Curve in Punktcoordinateu, sondern nur unter Anwendung der 
Liniencoordinaten. 

Im ersten Falle ist nämlich das Vierscit, welches durch die von 
P und Q nach den Brennpunkten J} und Bi des Kegelschnitts ge- 
zogenen Tangenten gebildet wird, einem Kreise umschrieben und daher 
nach einem elementaren Satze der Geometrie entweder die Summe oder 
die Differenz zweier Seiten dieses Vierseits reap. gleioh der Summe 
oder Differenz der beiden anderen Seiten^). 

Hat der Punkt F von den beiden Brennpunkten diu Entfernungen 
r resp. r^, Q die Entfernungen q resp, pj, so ist tiiernaeh entweder 

Ij- -J- )-j = p -|- Pi oder 
r ^ r-i --^ Q — Qi oder 
r — r, = y^ — p. 
Es fsei nun 2a der absolute Werth dieser drei Ausdrucke, 2<; die 
Entfernung der beiden Brennpunkte von einander; alsdann kann die 
Gleichung r + **i = 2a nur stattfinden, wenn « > c, denn in jedem 
Dreieck ist die Summe zweier Seiten grösser als die dritte Seite; 
andrerseits kann die Gleichung r — i\ == 2a nur bestehen, wenn n < c, 
da in jedem Dreieck die Differenz zweier Seiten kleiner als die dritte 
Seite ist. 

PGu alle Punkte eines Kegelschnitts ist demnach entweder die 
Summe oder die Differenz der Brennstrahlen constant. So lange die 
zwei Brennpunkte im Endlichen liegen und die Summe der Brenn- 
strahlen keinen unendlich grossen eonstanten Werth besitzt, selmeidet 
die Verbindungslinie der Brennpunkte li, B^ die Curve jedenfalls in 
zwei Punkten Ä und Aj^, welche auf den Yerlängernngen der Strecke 
BB^ über die zwei Brennpunkte hinaus gelegen sind, denn es muss 
2a > 2c sein, die Brennpunkte liegen daher zwischen den Scheiteln 
äfii- Ase ÄA^, der Kegelschnitt ist eine Ellipse, Wenn die Differenz 
der Brennstrahien constant ist, trifft die Gerade BB-i die Curve in 
zwei zwischen B und B^ gelegenen Punkten Ä und Jj, denn es muss 

1) Det Ausdruck „Vieraoit" ist hier im allgeroeinatLii binne a,ut/ufassi,n 
das Vierseit kann conYex, coücav und übersohlagou Bt,in Die Lelubui^hei Jei 
elementaren Geometrie enthalten den Satz vom „TangentenviPiaeit" meist nui 
mit Bezng auf oonvese Figuren und lieäoliränken sich auf dip Angabo, dass in 
den Tangentenyieraeiteu die Summe je zweier gegenüberliegenden Satten die 
selbe Bei. Es war wohl Steiner, der Euerst anf diesen Mangel hmwits in seinpr 
Note; „Ueber das dem Kreise nmschviebene Viereck", Crelle's Journal, Bd i2, 
S. 305-310, 1846, oder auch „Gesammelte Werke" Bd. R, S. 381— S8ö. 
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2a < 2c sein, die Brennpunkte liegen dahor aof den Verlängerungen 
der Strecke ÄA^, der Kegelschnitt ist eine Hyperbel^). Der Fall 
ß r= c = oo , in welchem also einer der beiden Brennpunkte im Un- 
endlichen liegt, liefert die Parabel. 

In untenstehender Figur 8, welche den Fall erläutern soll, dasa 
die gegebene Curye eine Ellipse ist, sind G und H die Berührungs- 
punkte der Brennstrahlen FB, hezw. FB, mit dem durch (26) defi- 
nirten Kreis, M der Mittelpunkt dieses Kreises, I und K sind die 
Berührungspunkte der Brenn strahlen QB, bezw. QB^^. Da nun die 
Tangenten, welche von irgend einem Punkte der Ebene nach der 
Peripherie eines Kreises gezogen werden, bekanntlieh gleiche Länge 
haben, so ist GB=^IB und HB^=KB^, daher 
GB-y HB, ^-IB-\-KB,; 
hierfür kann aber gesetzt werden 

PB + PH -\- RB^ = JB + Qf + QB^ , 

PB + PB, = QB + QBj oder r + r, -=-. q -|- p,. 

Dass diese constante Summe gleich der grossen Axe der Ellipse ist, 



d. h. 



folgt sofort, wenn 




den beliebig gewählten Punkt B in einen 




Scheitel dieser Axe legt. In Fig. 0, welche den Fall der Hyperbel 

erläutern soll, ist die Bezeichnung der in Betracht kommenden Punkte 

die entsprechende wie bei Fig. 8. Man hat alsdann die Gleichungen 

PII^PB-\-IB, 



l)Vg! 



QB, + HB, = QI, 

1 die andere Alikitun^ diosor Sü-tne am. Solüiissn ^ 
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woraus clurch Addition folgt 

l'Ii + liß^ + QB, = FB -h iß + QI 
d. h. 

PB, -f QB^ =FB -^ QB oder r, + p^ = r + p, 

also )■ — }", ^ Pi — ß. Hieraus geht a.ueh hervor, dass die constaiite 
DifForenv. r — r^ für Punkte des einen Zweiges der Hyperbel 2a ist, 
für Punkte des anderen Zweiges wird hingegen p — 9^ = — - 2a. 

Da der Mittelpunkt M des in (26) defiuirfcen Kreises der Pol der 
Sehne PQ, daher Schnittpunkt der in P und Q an den gegebenen 
Kegelschnitt gezogenen Tangenten ist, und da die Gerade FM nach 
einem Satze der elementaren Geometrie die Halbirungslinie des "Winkels 
ist, den die zwei von P an den Kreis gezogenen Tangenten mit ein- 
ander bilden, so folgt (vgl, auch (27) in § 15): 

(28) Die Tangente in einem beliebigen Punkte P eines 
Kegelschnitts bildet gleiche Winkel mit den von P nach 
den Brennpunkten gezogenen Strahlen. Specieü im Falle 
einer Parabel bildet also die Tangeute in P gleiche Winkel 
mit zwei Strahlen, deren einer den Punkt P mit dem im End- 
liehen gelegenen Brennpunkt verbindet, während der andere 
durch P parallel zur Ä.xe der Parabel gezogen ist. 

Will man naSier untersuchen, welchen Winkel der zwei yoo P 
nach den Breunpunkteu gezogenen Strahlen die Tangente halbirt, so 
sind die drei Kegelschnitte Ellipse, Hyperbel und Parabel für sieb zu 
betrachten. 

Es sei znnäehst die Ourve eine Ellipse, jedoch seien nur der 
Ourvenpunkt P um! die zwei Brennpunkte B, B^ gegeben. Wir be- 
haupten, dass in diesem Falle die Tangente den Nebenwinkel von 
Fig. 10. ^BBB, halbirt (Fig. 10). 

Es lässt sieh nämlich nach- 
weisen, dass für jeden von 
P verschiedenen Punkt P' 
der Halbirungslinie BT die 
,. ,._ _ ~'~ Summe der Erennstrablen 

gri5sser ist als r -\- r■^- Um 
dies zu zeigen , verlängere 
man deji einen Breniistrahl, z.B. r, um die Länge des anderen »-,; es 
iei Q der Endpunkt dieser Verlängerung, also PQ = j- + ^V Setzt, 
man noch F' B = p, P'Pj = q^, so ist alsdann 

Q + Q^ = F'B + F'B, -^ F'B + F'Q; 
in Folge der Ungleichung F' B -\- F''q> B Q ist aber p + Pi > ?■ -f »"i, 
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d. h. der auf FT willkürlich gewählte Punkt P' kann nicht auf der 
Ellipse liegen; in ganz analoger Weise zeigt man, dass auch auf der 
Verlängerung der Geraden TF in der Richtung nach T' kein Punkt 
der Ellipse liegen kann; die Gerade TP hat folgheh mit der Ellipse 
nur den Punkt P gemeinsam, sie ist eine Tangente der Curve. 

Äelinlich zeigt man, dasa im Falle einer Hyperbel die Tangeute 
des Punktes P denjenigen Winkelraum halbirt, welchen die Halb- 
strahlen FB und FBy bilden (Fig. 11). Um dies zu zeigen, trage 
man den einen Brennatrahl, z, B, r,, ^.^ ^^ 

auf den anderen r von F aus ab, ko 
dass P^ = rj, daher 



K 



FB — FQ^r — r,. Q^' j \ 

Für jeden von P verschiedenen Punkt B.-/' '■, / ■, 

F' der Geradeu FT ist alsdann die- "'~"'--^:J -■-—""" ' 

Differenz der Breimstrahlen q~Qi gleich / 

F'B-^F'B^^F'B-F'Q. In Folge y/ 

der für das Dreieck BQF' bestehenden 

Ungleichung FB — P' ö< Q^ ist aber p — pj <!■ — rj, d. h. clei' auf 
FT vpillkärlieh gewählte Funkt P' kann nicht auf der Hyperbel liegen; 
die Gerade FT hat also nur 1 n P k P m'l d V m n 

sie ist eine Tangente der Cur 

Aus diesen für die Const t n 1 T t 1 1dl p n 1 

Hyperbel gegebenen Beweisfüh gnfltd Tltah d 
zwei gegebenen Punkten B, h 1 ftnGadn/tt 

einen Kegelschnitt gibt, welcl J5 u d P B punkt / 

Tangente hat, und zwar ist d Ib n EU i d Hjp b 1 j 

nachdem die Gerade die Verb nd ng 1 n BB u 1 Ib d bt k 
PP, oder zwischen den Punkten P und P^ trifft. Im ersten Falle 
hat der Berührungspunkt F der Tangente die Eigenschaft, dass für 
ihn die Summe der Entfernungen von B und B^ kleiner ist, als fiir 
jeden anderen Punkt von g; im zweiten Falle ist für F die Differenz 
der Entfernungen von B und B^ grösser aäa für jeden anderer 
Punkt von g. 

Im Falle der Parabel sei P der im Endlichen gelegene, Pj der 
unendlich ferne Brennpmikt; die Tangente FT des Punktes P halbirt 
alsdann den Nebenwinkel von ^ BFB^ (Fig. 12), also den Winkel 
BFQ, welchen der Brenustraii! FB mit dem auf die Directrix gefällten 
Lothe FQ bildet. Es geht dies wieder daraus hervor, dass die Hal- 
birungslinie FT nur den Punkt P mit der Parabel gemeinsaoi hat; 
für jeden von F verschiedenen Punkt P' auf FT ist )iy,mlicb 
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P' Q'=P' Bf und diese Strecke P'B jaüsste auch gleich dem von P' auf 
die Directrix gefällten Lothe P'Q' sein, es wäre mithin P' Q = P'Q', 
was unmöglich ist. 

Aus dem Satze (26) lassen sich leicht noch weitere Folgerungen 
ziehen. Da der Pol der Sehne PQ mit dem Mittelpunkte M des in 
j-,jj, ^^ (26) definirten Kreises zusammen- 

fällt und in Folge dessen der Winkel 
GBQ durch BM, ^PB,K durch 
B^M (Fig. 8 und 9) halbirt wird, 
ergibt sieh: 

(29) Die Verbindungslinie 

eines Brennpunktes mit dem 
Pol einer Sehne halbirt den 
Winkel des Geradenpaares, das 
den Brennpunkt mit den End- 
punkten der Sehne verhindef^). 
Wir hatten oben (S. 187) für 
die Lage des durch (26) defluirten 
Kreises drei verschiedene Falle angenommen; nachdem wir bisher den 
ersten Fall betrachtet, möge nun untersucht werden, was eintritt, wenn 
die Sehne PQ durch einen der Brennpunkte hindurchgeht (eine Foeal- 
sehue ist). Es wird sich das Resultat ergeben: 

(30) Jede durch einen einzigen Brennpunkt B des Kegel- 
schnitts gezogene Sehne PQ berührt in B einen Kreis, 
dessen Mittelpunkt M der Fol der Sehne PQ ist; dieser 
Kreis hat auch die beiden Geraden zu Tangenten, welche 
die Endpunkte P, Q der Sehne mit dem anderen Brennpunkte 
Pi verbinden (Fig. 13). 

Zum Beweis dieses Satzes gehen wir wieder aus von der Be- 
iation (25) ft^aFi F^ — PBi = (t,?.F/ + ra, wobei 7^ = 0, 7« = 
Gleichungen waren für die Punkte P, Q, während V,==0 den Pol 
der Sehne PQ darstellte. Da im jetzigen Falle P, Q und B in einer 
Geraden liegen sollen, muss zwischen den Ausdrücken 7^, 7^ und B 
eine lineare Identität stattfinden, d. h. mit F^ = und Fg == wird 
auchP = erfüllt; wie (25) zeigt, ist also die Gerade PQ jedenfalls 
Tangente des Kreises mit dem Mittelpunkte F^ = 0. Der Berührungs- 
punkt ist Pol der Tangente in Bezug aiif den Kreis. Es seien nun 
TF-i, Wg, B, Bi die Ausdrucke, in welche sich F,, F^, B, B^ verwaudeln 



1) Weitete Folgeiungpn finden sich i 
geböfigen Tlieil fles Anlia,nt,ta 






■liegendem l'a.i'y.gvivplin- 
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bei Substitution der Coordiüaten der Geraden P§ an Steile <lei varia- 
belen Liniencoordinaten. Die Gleichung des Pols von P^ iu Bezug 
auf den Kreis ist alsdann: 

^s ^li- T^i T's + BjJJ + BJ?^ = 0; 
da aber Wg = 0, W^ = und B =^ durch die Ooordinaten der Ge- 
raden PQ erfüllt werden, bleibt lediglich B^B = oder i? = als 
Gleichung des Berührungspunktes, und hiermit ist (30) bewiesen. 

Der Mittelpunkt M j.,.^ ^^ 

des Kreises liegt als Pol 
einer Focalsehne natür- 
lich auf der Polare des 
Brennpunktes B, d. h. 
auf der Directrix von B; 
da ferner beim Kreis der 
nach dem Berührungs- 
punkt einer Tangente ge- 
zogene Radius zur Tan- 
gente rechtwinklig ist, 
folgt sofort: 

(31) Die Polare eines 
auf der Directrix ge- 
legenen Punkte 
steht in dem der Di 
reetrix zugehörigen Brennpunkte B 
bindungslinie MB, oder auch; 

(32) Die Verbindungslinie dsa Pols einer Focalaehne mit 
dem zugehörigen Brennpunkt ist zur Focalsehne rechtwinklig. 

Schneidet die Focalsehne FQ die Directrix in R (Fig. 13), so ist 
EBM ein Poldreiseit des Kegelschnitts, denn die Gerade BQ ist Po- 
lare von M, die Directrix RM Polare des Brennpunktes B, daher 
auch MB Polare von E. In Folge dessen sind BM und BR conju- 
girte Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt und mit Rücksicht auf 

(32) erhalt man den Satz: 

(33) Zwei conjugirte Polaren eines Kegelschnitts, die 
sich in einem Brennpunkte der Curve schneiden, sind zu ein- 
ander normal ■■). 

Umgekehrt gilt luch der Sat? ■ 
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(34) Zwei in einem Brennpunkt sich reclitwiuklig achnei- 
dende Geraden sind harmonische Polaren des Kegelschnitts. 

Der leichte Beweis dieses Satzes möge dem Leser überlassen 
werden. 

Da MF die Curve zweiter Classe in P berührt, folgt: 

(35) Das zwischen dem Boi'ührungspunkt und einer Dircc- 
trix gelegene Stück einer Tangente wird vom zugehörigen 
Brennpunkt aus unter rechtem Winkel gesehen. 

Eigenartig ist der dritte Fall, welcher für die Lage der Sehne 
PQ bei (26) in Betracht kommt, nämlich der Fall, dass JP^ ein 
Durchmesser der Curve q>[u,u) = ist. Hier rückt der Mittelpunkt 
V.^ = des in (26) definirten Kreises als Pol der Geraden PQ ins 
Unendliche, und der Kreis geht über in ein auf der unendlich fernen 
Geraden gelegenes Punktepaar. Setzt man nämlich den Ausdruck in 
(25) ji^bV^^ -{- a{u,u) gleich ^(m,m), so verschwindet, wenn F^ = 
einen nnendlich fernen Punkt darstellt, nicht nur ^{_$,p), sondern es 
versehwinden auch die drei Ausdrücke ^'(Pi) C* = lj2, 3), wobei 
i'ijl'äii's ^^^ Coocdinaten der unendlich fernen Geraden bedeuten; nach 
den in g 6 aufgestellten Kriterien der Curven zweiter Classe ist dann 
in der That ^('«,«) = die Gleichung eines im ünendhchen gelegenen 
Punktepaares. 

Die zwei von den Endpunkten des Durchmessers PQ nach dem 
einen Breimpunkte gezogenen Strahlen sind infolge der symmetrischen 
Gestalt des Kegelschnitts zu den nach dem anderen Brennpunkte ge- 
zogenen parallel; diese zwei Paare paralleler Strahlen bestimmen daher 
die zwei Bjchtungen, welche nach den Punkten des oben erwähnten 
unendlich fernen Punktepaares verlaufen. 

Wir hatten den wichtigen Satz (26) abgeleitet mit Hilfe der Ko- 
lationen ii^<p = BB^^ -\- to und tp = aV-t^^V^ — ^V^'i ersetzt man den 
letzteren Ausdruck von <j){u,%i) durch f/jf/'g — UfjU^, wobei t/"^ = 
und !7a = 0, E4 = und t/4 = die Gleichungen zweier Paare 
Gegenecken irgend eines dem Kegelschnitt 9)(k, «)==0 umschriebenen 
Vierseits eind^), so erhält man die Relation: 

(36) l^,(l\l\— U,U;) = BB, + o}, 
woraus folgt 

(37) st^ ü, üs — -BBt ^i^ü^U^+cD. 

Die rechte Seite dieser Gleichung repräsentirt gleich Null gesetzt 
einen Kegelschnitt, der die Punkte Ü^ und TJ^ zu Brennpunkten hat, 

1) VgL (7) in § U. 
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während die linke Seite sofort ein diesem Kegelschuitt umBcliriebeiies 
Vierseit erkennen liisst. Man bat daher den Satz: 
(38) Wird einem Kegelschnitt (p{ii,u) = ein beliebiges 
Vierseit umsehrieben, so gibt es atets einen zweiten Kegel- 
schnitt, der irgend ein Paar yob Gegenecken des Vieraeits 
als Brennpunktepaar besitzt und gleichzeitig die beiden 
Strahlenpaare berührt, welche die Brennpunkte der Original- 
eurve q) mit eiiiem zweiten Paar von Gegeaecken verbinden. 
In dem speeiellen Falle, dass das umschriebene Vierseit ein Pa- 
ralleltrapez wird, rückt ein Punkt des Paares Ö3, Uj, ins Unendliche; 
die Gleichung (i^U^Ui-\- i>t'=0 repräsentirt alsdann eine Parabel, und 
man kann daher im Änsehluss au (37) und (38) den Satz aas sp reche n : 
(39) "Wird einem Kegelschnitt ip{u,u) = ein beliebiges 
Paralleltrapez umschrieben, so gibt es stets eine Parabel, 
die den Schnittpunkt der nicht parallelen Seiten des Tra- 
pezes zum Brennpunkt hat und gleichzeitig die beiden 
Strahlenpaare berührt, vi'elche die Brennpunkte des gege- 
benen Kegelschnitts mit einem der beiden übrigen Paai'n 
von Gegenecken verbinden. 

§ 20. 
Ueber einige Ciirvon, ■welche in invarianlor Bc?,i6hUQg stelieu au 
einem Kegel achnittbüscliel, resp, ehier Ifegelsehnitteehaar. 
Es seien 

f(x, :r) = _2 2 «i'^*'^'^ = ^ Li^^^ Ö'(^, ^')—22 '''*^'^* = '^ 

die Gleichungen zweier Curven zweiter Ordnung, ^1, 2/^1^.1 ^^^ Ooordi- 
uaten eines festen Punktes; alsdann gilt der Satz: 
(1) Die Polaren eines festen Punktes 3 in Bezug auf alle 
Kegelschnitte des Büschels A(i{x, x) — f{x, x) = Q schneiden 
sieh in einem zweiten festen Punkte. 

Die Polare des Punktes y in Bezug auf irgend einen KegelsciDiiit 
des Büschels hat nämlich die Gleichung: 

U^9i - A)yi + {^9i - f^)y2 + (^s, - A)y, = o oder 



wobei 

gi^---g'{x,) = huXi + b^x^ -|- hiX^i, 



fi r= ■ /"(%) = aaXi -\- anX'i + anXs, 
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uud hier stellt (2) für alle beliebige Wertlie des Parameters X gerade 
Linien dar, die sieh in einem und demselben Punkte schneiden. Be- 
zeichnen wir diesen Punkt, der als Schnittpunkt von g{x, y) =0 und 
f(x, ^) = leicht zu ermitteln wäre, durch x, denken wir uns hin- 
gegen nun y variabel, so sieht man sofort, dass auch umgekehrt die 
in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels genommenen Polaren 
von X durch den Punkt y gehen. Infolge dieses gegenseitigen Ent- 
spreehens nennt man die beiden Punkte x und y conjiigirt hinsicht- 
lich der Kegelschnitte des Büschels. 

An den Sata (1) reiht sich uomittelbar die Frage nach dem geo- 
metrischen Ort derjenigen zu Punkten y in Bezug auf das Büschel 
Xif — /'=0 conjngirten Punkte x, welche man erhält, wenn die y 
auf einer und derselben Geraden mit den Coordinaten Wi,M3,Ms liegen. 
Dem Satze (1) zufolge genügt es , irgend zwei Kegelschnitte des 
Büschels, etwa f=0 und 3 = 0, der Betrachtung zu Grunde zu legen. 
Es müssen dann zusammen bestehen die drei Gleichungen: 

I fA + f'A + f.». - 

(3) SiSt + S^St + JiS. — 
I u,y, + 11,1/, + 11,1/, — 0, 

aus flraj(^ii man duicli Eiiiniuation von syiij/aj^a erhält; 

fi ü U 

(4) N-~ g^ (/, i/3 =0. 

«1 Ma «3 
Diese Gleichung stellt, da sie in den x vom zweiten Grade ist, 
einen Kegelschnitt dar, und zu demselben Kegelschnitt gelangt man 
auch bei der Frage nach dem geometrischen Ort der in Bezug auf 
alle Kegelschnitte eines Büschels genommenen Pole einer und der- 
selben Geraden mit den Coordinaten u^^^u^jU^. Zwischen den M; und 
den Coordinaten x, des zugehörigen Pols bestehen nämlich, wenn eine 
bestimmte Curve 2.g — /"^ des Büschels zu Grunde gelegt wird, 
dio Relationen 

(5) 9«! = J'-^'i — A, QW^ = ^9-2.—fi, 9^3 = ^'(Ji,— fa, 

wo einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Durch Elimination von 
9 und K erhalt man hieraus die Gleichung für den Ort der Pole jener 
Geraden %t in Bezug auf alle Curven des Büschels in Gestalt einer 
Determinante, die sich von (4) nur durch Vertausehung der HoriKontal- 
und Verticalreihen unterscheidet, somit dieselbe Curve liefert wie (4). 
Wir können daher sagen: 
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(6) Die iu Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte eines 
Büschels genoDimenen Pole einer gegebenen Geraden liegen 
auf einem und demselben Kegelschnitt jV. Dieser ist zu- 
gleich der Ort aller derjenigen Punkte^ welche den Punkten 
der Geraden im Sinne des Satzes (1) conjugirt sind. 

Wir wollen den Kegelschnitt N den Polkegelschnitt der ge- 
gebenen Geraden w nennen. Es lassen sich leicht mehrere Punkte 
angeben, die ihm angehören. Solche Punkte sind z. B, die Spitzen 
der drei in dem Kegelschnittbüschel enthaltenen Geradenpaare, also 
die Ecken des dem Viereck der Grundpunkte zugehörigen Diagonal- 
dreieeks oder (nach (17) in § 14) die Ecken des gemeinsamen Pol- 
dreiecka aller Curven des Büschels. Man erhält nämlich, wie wir 
sahen, die Gleichung eines solchen Geradenpaarea, wenn man in 

ly{x, x) — fix, «) = 

für l eine Wurzel k' einer gewissen kubischen Gleichung einsetzt; 
die Coordinaten der Spitae findet man hierauf aus den drei Gleichuiijun 

Zufolge dieser Gleichungen werden aber die Ausdrücke gi den ent- 
sprechenden f; proportional, wenn man in diese Ausdrücke die Coor- 
dinaten der Spitze einführt; in (4) werden demnach zwei Reiben ein- 
ander proportional, die Determinante (4) verschwindet, d, h. die Spitzen 
jener drei Geradenpaare liegen in der That auf dem Polkegelschnitt 
N der Geraden w. 

Sechs weitere Punkte von (4) sind die vierten harmonischen Punkte 
zu dem Schnittpunkte der Geraden m mit irgend einer von den sechs 
Geraden des Büschels und zu den zwei auf der betreffenden Geraden 
liegenden Grundpunkten. Dies ergibt sich in folgender Weise. 

Es seien A, Ji, C, D die vier Grundpunkte des Büschels und l'J 
der Schnittpunkt der Geraden ti mit der einem ausartenden Kegel- 
schnitt des Böschels angehGrigen Geraden AD. Die Polare des Punktes 
E in Bezug auf das Geradenpaar AB, DC, das sich in L schneiden 
möge, ist alsdann die Verbindungslinie von L mit dem vierten har- 
monischen Punkte E' zu 7? und zu dem Punktepaare A, D. Durch 
E' geht aber auch die Polare von E in Bezug auf das Geradenpaar 
A(J, BD, dessen Schnittpunkt M sei. Daher ist E' überhaupt der 
Schnittpunkt aller Polaren des Punktes E der Geraden u in Bezug 
auf alle Kegelschnitte des Büschels, und zufolge (6) ist somit E' ein 
Punkt des Kegelschnitts N. 

Analog ist es bei den übrigen Punkteo, die zu den jeweiligeu 
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Schnittpunkten von u mh den Geradenpiiareu des Büscliels in der an- 
gegebenen Weise harmoni=!ch zu^eoidnet hiud 

Da man zufolge des Voi ausgebenden neun Punlite des Kegelschnitts 
N leicht sofort construiien kann, he^eichnec man ihn bisweilen als 
„Kegelschnitt der neun Punkte' 

Uebrigens lassen sich noch zwei weitere Punkte desselben an- 
geben: die Doppelpunkte der Involution, welche nach (12) in § 15 auf 
der Geraden ti von ihren Schnittpunkten mit den Curven des Büscheln 
gebildet wird. Diese Doppelpunkte sind, wie wir in § 15 sahen, die 
Berührungspunkte derjenigen zwei Curven des Bäsehels, welche die 
Ueiile ![ zur Tuigente haben &ie sind "iKo he lole von u in Bezug 
auf diese zwpj beiuhienden Curven 

üebeihaupt lassen siuh selbstveistuidhch unendlich viele Punkte 
dta Kegel Schnitts N dadurch finden, dass man ^u einem beliebigen 
Punkte I der gegebenpn Geraden « dtn im Sinne des Satzes (1) con- 
jugiiten Punkt Q sucht Da Q Schnittpunkt lei Polaren von P in 
Bezug aut die Kegelschnitte des Büschels Xg — / = ist, wird man 
y am einfachsten daduiph erhalten dass min die Polaren von P in 
Bezug mf zwei dem Buscl el mgeboiige Geiidenpaaie construirt. Man 
braucht dann nui P mit den Spitzen diesei (jceradeupaare zu verbinden 
und m diesen Veibmdnngslmien und dem zugehörigen Geradenpaare 
jedesmal die vieite harmonische Gerade äu ecnstruiren; der Schnitt- 
punkt diesei beiden vierten Harn onischen ist ^ 

Eine andere Art der Oonstruction von Punkten der Curve N wäre 
endlich die, dasa man in den Schnittpunkten der gegebenen Geraden 
mit irgend einem Kegelschnitt des BOscheta die Tangenten zieht; die- 
selben schneiden sich in dem Pol der Geraden ta Bezug auf den be- 
treffenden Kegelschnitt, und dieser Pol ist nach (6) ein Punlrt der 
Ourve N. 

Nach dieser allgemeinen Betrachtung des Kegelaehuitts N wollen 
wir als Gerade u insbesondere die unendlich ferne Gerade wählen; die 
ihr zugehörigen Pole sind alsdann die Mittelpunkte der Kegelschnitte 
des Büschels, und so erhält man den Satz; 

(7) Die Mittelpunkte der Curven zweiter Ordnung des 
Büschels lg(x,x)~-f(x,x)='0 liegen auf einem Kegelschnitt 
M; die Gleichung desselben ist: 

\f, f, f.] 

i l'i A i'. 
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wobei _Pi,P3i_P3 die Coordinaten der unendlich fernen Geraden 
bedeuten. 

Dieser „Mittelpunktskegelschnitt" geht, wie aus den vorher- 
gehenden allgemeinen Betrachtungen folgt, durch die Spitzen der in 
dem Büschel enthaltenen Geradenpaare, sowie durch die Mitten der 
sechs Seiten des durch die Grundpunkte des Büschels gebildeten voll- 
ständigen Vierecks. Da nun irgend vier Punkte der Ebene als Schnitt- 
punkte zweier Kegelschnitte, daher als Grundpunkte eines Büschels 
betrachtet werden können, kann man den Satz aussprechen: 
(H) Die Mittelpunkte der sechs Seiten eines vollständigen 
Vierecks liegen zugleich mit den Ecken des zugehörigen 
Diagonaldreiecks auf einem und demselben Kegelschnitt. 

Da ferner nach (5) in § 15 jede Gerade der Ebene, somit auch 
die unendlich ferne Gerade, von zwei Kegelschnitten des Büschels be- 
rührt wird, befinden sich in demselben awei Parabeln, die freilich 
auch in eine einzige zusammenfallen oder imaginär werden können. 
Mit Rücksieht darauf, dass der Mittelpunktskegelschnitt M durch die 
Berührungspunkte dieser beiden Parabeln mit der unendlich fernen 
Geraden geht, erhält man den i 



ttelpunkiskegelschnitts sind 
em Büschel vorhandenen 



(9) Die Asymptoten des 
parallel zu den Axen der zw« 
Parabeln. 

Von der Realität dieser Parabeln hängt somit die Realität der 
Asymptoten des Kegelschnitts M ab, es folgt also weiter: 

(10) Der Mittelpunktskegelachnitt ist eine Hyperbel, Pa- 
rabel oder Ellipse, je nachdem sich durch die Grundpunkte 
des Büschels zwei verschiedene reelle Parabeln legen lassen, 
oder diese Parabeln in eine einzige zusammenfallen, oder 
imaginär sind. 

Zu den Schnittpunkten des Kegelschnitts M mit der unendlich 
feiTien Geraden liegen nun nach (24) in | 5 nicht nur die unendlich 
fernen Punkte irgend zweier conjugirten Durchmesser von M harmo- 
nisch, sondern nach (11) in § 15 auch alle Piinktepaare, in denen 
die unendlich ferne Gerade von Kegelschnitten des Büschels getroffen 
wird. Hieraus folgt: 

(11) Die Asymptoten eines jeden dem Büschel angehörigen 
Kegelschnitts sind parallel zu einem Paare eonjugirter 
Durchmesser des Mittelpunktskegelschnitts, sowie mit Berück- 
sichtigung von (9): 

(12) Bei einem jeden KegelsehniU des Büschels ist ein 



y Google 



200 n. Abschnitt. § 20. 

bestimmtes Paar conjagirter Durchmesser parallel zu den 

Asymptoten des Mittelpuaktskegelschnitts. 

Wir wollen nun diejenigen Sätze aufstellen, die sieh ergeben, 

wenn man die dualistisch entsprechenden Betrachtungen zu denen am 

Anfang des vorliegenden Paragraphen anstellt hei einer Kegelsehnitt- 

sehaar Xil>(u,u) — q}(u,ti) = 0. Ea sind alsdann Punkte zu ersetKOo 

durch gerade Linien, a. s. vr. 

Dem Satze (1) entspricht der folgende: 

(13) Die Pole einer festen Geraden v in Bezug auf die 
Kegelschnitte einer Schaar liegen auf einer zweiten Geraden 
M, und umgekehrt liegen die Pole von M auf der Geraden v. 
Zwei sieh in solcher Weise entsprechende Geraden bezeichnet 
man als conjugivt hinsichtlich der Kegels chnittsch aar. Man sieht 
auch, dass für 93(m, m) = und ^(u,u)^=0 als Gleichungen zweier 
Curven der Scha.ar die Gerade m, welche den Ort der Pole der Geraden 
V darstellt, die Gleichung hat 



(14) 






Wählt mau als Gerade v die unendlich ferne Gerade mit den 
Ooordinaten Pi, p^r Püj '^^ ^^^^ "^'^ zugehörigen Pole die Mittelpunkte 
der Kegelschnitte der Schaar; man hat somit den Satz: 

(15) Die Mittelpunkte aller Kegelschnitte der Sehaar 

liegen auf einer Geraden; die Gleichung derselben ist 

S + d-p'ta) i*'(p>) ■%)-o- 

Dem Satze (6) entspricht: 

(16) Die in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte einer 
Bchaar genommenen Polaren eines gegebenen Punktes y um- 
hüllen einen und denselben Kegelschnitt N. Dieser ist zu- 
gleich die Enveloppe aller derjenigen Geraden, welche au 
den durch den gegebenen Punkt gehenden Geradon im Sinuc 
des Satzes (13) eonjugirt sind 



Die Gleichung des Kegelschnitts N ist 
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1 -a-v'O'i) yO^'^'O Y*P't*'=^ 
(17) N = ||^'W yr(%) {^■(ih)\-0. 

■ Vi 'A y-i \ 

Aehnlich wie oben bei dem dualistisch entap rechen den Kegel- 
aelinitte N lassen sicli auch hier sofort mehrere Tangenten von N = 
angeben. Es sind dies z. B. 1) die Träger der drei in der Kegel- 
schnittschaar enthaltenen Funktepaare (oder die Seiten des dem Vier- 
seit der gemeinsamen Tangenten aller Curven der Schaar zugehörigen 
Diagooaldreiseita); 2) sechs andere Tangenten erhält man folgender- 
massen: man verbindet den gegebenen Punkt y mit den drei Punkte- 
paaren der Kegel schnitt schaar, also mit den sechs Ecken des der 
Sehaar zu Grunde gelegten vollständigen Vierseits und zieht die vierte 
harmonische Gerade zu einer jeden dieser Verbin dangslinien und z,u 
den zwei Seiten des Vierseits, die sich in der betreffenden Ecke 
achneiden. Diese sechs vierten harmonischen Geraden sind alsdann 
Tangenten von N. 3) Die durch den gegebenen Punkt gezogenen 
Tangenten derjenigen awei Kegelschnitte der Schaar, welche sich nach 
(21) in § 15 in diesem Punkte schneiden, gehören gleichfalls der Curve 
zweiter Classe N an. 

unendlich viele Tangenten von N kann man natürlich durch die 
dualistische Construction zu jener erhalten, welche oben für beliebig 
viele Punkte des Kegelschnitts N angegeben wurde. Es dürfte jedoch 
unnöthig sein, dies noch weiter auszuführen. 

Wir wollen nun den Fall besonders betrachten, in welchem die 
/,u Grunde liegende Kegelschnittschaar eine confocale Schaar 

ist. Alsdann iat der Kegelschnitt N eine Parabel; denn er beriAhit 
die Träger der in der Schaar enthaltenen Punktepaare, und zu diesen 
Trägern gehört auch die uueudlieh ferne Gerade, Auch Ant dci 
Gleichung 

^■^^> 4<.-(iM ^«>.) I-'K) ==' 

Vi V'i y-i 

geht hervor, dass diese Curve von der unendlich fernen Geraden be- 
rührt wird; denn f ür «i; = pi, (i = 1, 2, 3) wird (IS) erfüllt. Weitere 
Tangenten der Parabel (18) sind die Axen des confocale» Systems 



y Google 



202 n, Abschnitt, g 20. 

(als Verbindungslinien der reellen, resp. imaginären Brennpunkte), 
sowie die in dem gegebenen Punkte y gezogenen Tangenten derjenigen 
zwei Kegelscbnitte der Sehaar, welche sich in y schneiden. Da dieser 
Durchschnitt nach (26) in § 15 unter rechtem Winkel stattfindet, kann 
man auch sagen, dass jene Parabel die in y gezogenen zu einander 
senkrechten Normalen ') der beiden Kegelschnitte berührt , welche 
sich in y schneiden. Wir wollen die Curve (18) als Steiner'ache 
Parabel des Punktes y in Bezug auf den Kegelschnitt (p{u,u) = 
bezeichnen, da Steiner zuerst ihre Bedeutung für die Theorie der 
Kegelschnitte, insbesondere für die Construetion des sogenannten 
Krümmungsradius, erkannte^). Bevor wir hierauf eingehen, sei noch 
erwähnt, dass die Gleichung (18) ungeändert bleibt, wenn man in ihr 
ip'(ui) (i=l,2, 3) ersetzt durch Xip'{Ui) — ra'CO' wobei K ein be- 
liebiger Parameter ist; es gibt demnach zu einem gegebenen Punkte 
y in Bezug auf alle Kegelschnitte einer confocalen Schaar nur eine 
einzige Steiner'sche Parabel. 

Aus dem Umstand, dass irgend eine Tangente u der Steiner'schen 
Parabel das Normalen centrum m'(iii) (»' = 1, 2, 3) hat, folgt sofort 
mit Rücksicht auf (18) das Theorem: 

(18a) Die von einem Punkte y auf irgend eine Tangente 
der Steiner'schen Parabel gefällte Normale geht durch den 
Pol dieser Tangente in Bezug auf den Kegelschnitt ip{u,u) = 0. 

Insbesondere folgt hieraas: 
(18b) Die Steiner'sche Parabel berührt auch die beiden 
Normalen in den Berührungspunkten der von y an den Kegel- 
schnitt (p(u,u) = gelegten Tangenten, 

Für eine gemeinsame Tangente von g>(w, «)==0 und (18) hat 
man daher den Satz: 

(18c) Die vier gemeinsamen Taugenten der Steiner'schen 
Parabel und des gegebenen Kegelsclinitts g)(tt,)() = be- 
rühren letzteren in den Fusspunkten der vier Normalen, die 
vom Punkte y nach <p(u,u) '^O gezogen werden können. 

Rückt speciell der Punkt y auf den Kegelschnitt q){ii,u) =^0, 
so fallen die in (18b) erwähnten beiden Normalen zusammen, und es 
ergibt sich der Satz: 

(18d) Die Steiner'sche Parabel berührt die Normale des 
Punktes j/ in dem zu y gehörigen „Krümmungsmittelpunkte", 

1) äIb Nocmale dea Punktes y eiaer Curve bezeichnet man die Geriwlc', 
welche in y die Tangente dieses Punktes rechtwinklig schneidet. 

2) Ygi. Steiner: „Ueber algehnuseho Curven und Flachen", Crelle's Journal, 
Bd. 49, S. 339, 1854, oder auch „GeBammelte Werke", Bd. H, S. 629, 
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d.h. im Mittelpunkte desjenigen Kreises, der iu y drei auf- 
einander folgende Punkte mit dem Kegelschnitte gj(M, w)==0 
gemeinsam hat. 

Dieser Mittelpunkt kann nämlich aufgefasst werden als der Schnitt- 
punkt zweier jener auf einander folgenden Normalen. 

Wir wollen nun annehmen, es sei i^(M,M) = die Gfleichung in 
Linien CO ordinaten des Kegelschnitts f(ps,x) ^ 0; alsdann erhält man 
die Coordinaten des Pols x irgend einer Tangente u der Steiner'schen 
Parahel in Bezug auf f(x, x) = durch AufTösuug der Gleichungen 
6Mi = -/"(iCj)^) (i = 1, 2, 3) nach x^, x^, x^. Die Pole a; sämmt- 
lieher Tangenten der Steiner'schen Parabel 

(19) -I 2 - ^^''*^* '^''"'' ^=^ ^ ^ 

genügen daher einer Gleichung, die man erhält, wenn in (19) die «*; 
ersetzt werden durch -^f'{xi) = /j-; hierdurch verwandelt sich F'(ui) 
in AXif ca(ui) in (o'(/|), und es ergibt sich daher, so lange man A 
als von Null verschieden voraussetzt, als Ort der Pole die Curve 
a weit er Ordnung 

(20) 2'±('''*«^'»l-''> 

welche der Steiner'schen Parabel reciprok entspricht und eine gleich- 
seitige Hyperbel darstellt. Da der Punkt y ganz willkürlich an- 
genommen ist, folgt nämlich aus (20) die Proportion 

und unter Auwcndung des Proportionalitätsfaetors A hat man 

iit.-l-Xß ('-1,2, 3). 
oder wenn (yana ebenso wie bei der Losung des Hauptaxenproblems 
in § 10) gesetzt wird a^ = tuijöit + oaü^t ■{■ (Osidik, so folg!. 

(21) Xxi = anXi + ßiaiC2 -f K.-siCa (i = 1, 2, 3). 

Diese drei Gleichungen führen nach Elimination der Xi zu derjenigen 
Gleichung dritten Grades in X, welche bereits in % 10 auftrat und 
uur reelle Wurzeln besitzt, darunter eine gleich Null, Der Wurzel 
A'" = entspricht ein Punkt mit den Coordinaten 

a^i : ica : % = Aü : An : A;3, 
wofür zufolge der Fussnote S. 86 auch gesetzt werden Itann 

1) böfleatet «inen Froporlionalitiitsfactor. 
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und dies sind die Coordinaten des Mittelpunktes der Curve f{x, x) = 0. 
Ebenso folgt aus den Betraehtungeü zvi Anfang von § 10, dass den 
zwei im allgemeinen von Null verschiedenen Wurzeln jener kubischen 
Gleichung die unendlich fernen Punkte der beiden Haupt äsen des 
Kegelschnitts f{x, x) = entsprechen; durch diese zwei Punkte geht 
daher die Curve (20) hindurch, d. h. ihre Asymptoten sind parallel 
zu den Hauptaxen von f(x, x) = , sind somit zu einander normal, 
oder die Curve (20) ist eine gleichseitige Hyperbel. Dieselbe hat die 
wichtige Eigenschaft, dass sie durch die Fusspunkte der Normalen 
hindurchgeht, welche man von einem beliebigen Punkte y der Ebene 
nach dem Kegelschnitt f(x, a:) = ziehen kann. Um dies zu beweisen, 
wollen wir allgemeiner zeigen, dass von einem beliebigen Punkte y 
in der Ebene n^ Normalen nach einer Curve n**^ Ordnung gezogen 
werden können und dass die n^ Fusspunkte derselben zugleich mit y 
auf einer Curve n""' Ordnung liegen. Beim Beweis dieses Satzes 
lässt sich wieder in sehr einfacher Weise der Begriff des Normalen- 
centrums einer Geraden verwerthen. Sind nämlich y^, y^, y^ die Co- 
ordinaten des gegebenen Punktes, x^^, x^, x^^ diejenigen des Fusspunktes 
irgend einer von y aus gezogenen Normalen, so ist dieser Fusspunkt 
X zugleich Berührungspunkt einer Tangente mit den Coordinaten 
fi = —f'(Xt), (i = 1, 2, 3). Das Norraalencentrum dieser Tangente, ihr 
Berührungspunkt x und der gegebene Punkt y liegen nun in einer 
Geraden, es ist also 

i~t^'(/i) S'a.) Y«'(/.)| 



i Vi Vi y-i I 

denn die Grössen o)'(/0 (* = ^i "^t 3) s'^** ^^'^ 1^ "^'^ Coordinaten 
des genannten Normalencentmms. Die Gleichung (22) ist in den Xi 
vom K*™ Grade; in Verbindung mit der Curve m*™ Ordnung f=0 
ergibt sie w^ Werthsyateme x^:x^:x^ für die Coordinaten von Fuss- 
punkten der durch den Punkt y gezogenen Normalen. Man erkennt 
auch sofort, dass y auf der Curve (22) gelegen ist. Wir können das 
Resultat dieser Betrachtungen für den Fall, dass ein Kegelschnitt 
f{x,x) = Q zu Grunde gelegt ist, zusammenfassen in dem Satze: 
(23) Von einem beliebigen Punkte y der Ebene kann man 
nach einem Kegelschnitte /'(a;, a;) = im allgemeinen vier 
Normalen aiehcn. Die Fusspunkte derselben liegen auf der 
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gleiehseitigeri Hyperbol (22), welche durch den Punkt y und 
den Mittelpunkt des gegebenen Kegelschnitts hindurchgeht, 
und deren Asymptoten zu den Hauptaxen dieses Kegelschnitts 
parallel sind. 

Allgemeiner folgt unmittelbar aus (22) für irgend einen Punkt x 
der gleichseitigen Hyperbel die Definition: 

(23a) Die gleichseitige Hyperbel (22) ist der geometrisdhii 
Ort aller Punkte z, deren (gerade) Polare in Bezug auf die 
Curve f[x, x) =0 normal ist zur "Verbindungslinie von x mit 
dem gegebenen Punkte y. 

Wenn man in dem Ausdnick für den Polkegelschnitt N in (4) 
die Curveu f{x,x) = und (){x,x)^0 ersetzt durch irgend zwei 
andere Cutven x^f -\- X-^g ^= 0, resp. x^f -\- l^g = des Büschels 
lg(x,x) — f(w,x) ^ Oj so reproducirt sich N, indem nur der Factor 
«jAij — «a^i vortritt; Analoges gilt natürlich von N in (17). Gebilde 
von dieser Beschaffenheit bezeichnet man allgemein als Combinanten. 
Es ist zu erwarten, dass zu ihnen auch derjenige Ausdruck gehört, 
welcher gleich Null gesetzt die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte 
des Büschels Xg(x,x) — f{x,x) ^^ darstellt, denn es muss gleieh- 
giltig sein, -welche zwei Curven des Büschels man für die Bestimmung 
der Schnittpunkte auswählt. Zum Zweck der Ableitung dos betreffenden 
Ausdrucks denken wir uns den Kegelschnitt 

iv = ~ 2 ± (f'^-^'') ^'''^ä) %) = 

in die Form gebracht 

JViia^i' + 2 JV,33:,3^ + N^^x^^ + ^N^^x^x^ +■ 2 N^sX^x^ + ^^33«/ = 0, 

wobei die Coefficienten Na in den «;*, ?»,i: und «; vom ersten Grad 
sind. Wir sahen S. 198, dass der Polkegelschnitt N die Gerade u in 
den Doppelpunkten der Involution trifft, welche auf u von den Schnitt- 
punkton mit den Curven des Büschels gebildet wird. Wenn diese 
zwei Doppelpunkte in einen zusammenrücken, berührt die Gerade u 
ihren eigenen Felke gel schnitt; aus den Betrachtungen S. 144 folgtj dass 
dieses Zusammenrücken der Doppelpunkte nur dann eintreten kann, 
wenn die Gerade u durch einen der vier Schnittpunkte geht. Die 
Bedingung dafür, dass die Gerade » den ihr zugehörigen Kegelschnitt 
berührt, ist aber identisch mit der Gleichung di.'r Curve 

SJ 2 ^^kX,X, = i) 

in Liniencoordiuaten; dieselbe ist in den Na vom zweiten, also in 
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den Mf vom vierteil Grad und muss daher gleiehbedftutend sein mil^ dorn 
Product der Ausdrücke für die vier Schnittpunkte der Kegelschnitt*: 
des Büschels. 

Dualistisch entsprechend ist zu verfahren, wenn niitn aas 



N = 4 2 +('P'<.Mi)'^'(Ms)?/») = 



• ^ 

die tlleiehung für die vier Tangenten herleiten will, welche ^^n^ Ourveti 
der öchaar A^(!(,m) — q)(M,M) = gemeinsam sind. 

Der Polkegelschnitt jV ist auch von Wichtigkeit bei Ableitung 
einer Gleichung für die Seiten des gemeinsamen Poldreiecks der 
Curven des Büschels X^(x,x) ~f{x,x)'='^. Nach S. 197 geht näm- 
lich JV durch die Ecken dieses Dreiecks h nd cl ^le hg It g elehfi 
Werthe die Coordinaten der zugehör cn e aden h ben n gen; 
da aber K nach (4) von der Form tJf -f-Zf -f-iV =0, 
wobei J^,^n9,-nd^, ^, = f,. ~fj N^fo-fj so 
müssen in Eolge der Willkürliehke t 1er d e d e Keg Ischnitte 
jV^ = (« == 1, 2, 3) gleichfalls durcl d e E ke les P Id e ks „eben. 
Fisirt man nun auf irgend einer Se te dies D e e ks e nen Punkt x 
und eonstruirt man den vierten harmon seh n P nkt y zu ud zu 
den zwei auf der betreffenden Seite I ^ nl n E ken des Poll e ecks, 
so sind X und y harmonische Pole Bez inf jede 1er 1 e Curven 
zweiter Ordnung Ni = 0, d. h. die Co d naten % und / d eae Pinkte 
erfüllen die drei Gleichungen 

SNf dN^ 8N. 

aus welchen durch Elimination der y folgt: 

Diese Gleichung wird, wie aus der Art und Weise ihrer Ableitung 
heivoigeht, sttts von den Coordinaten Xi solcher Punkte erfüllt, weiche 
luf dtn Seiten des Poldieiecbs liegen; da sie in den Xi vom dritten 
(jrad ist, muss me daher mit dem Product der Ausdrücke für die 
bciton des gemem&imen Poldreiecks der Kegelschnitte des Büschels 
^g{t, !■) — fit-, x) ^0 identisch sein. 

Es seien nun x^^ x^, Xg die Coordinaten irgend eines der drei 
Schnittpunkte von JV^, = 0, N^^O, A3 = 0, also die Coordinaten 
einer Ecke des Poldreieeks; jede Gerade u, die durch einen der drei 
gemeinsamen Schnittpunkte geht, genügt alsdann einer Gleichung 
Uj^x, + u^x^ -\- ttgXg = oder Mj, = 0, mithin auch den drei Gleichungen 
XiU^ = 0, a^B«! = 0, 3^3»! = 0. Diese reprasentiren zusammen mit 
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2fi = (j = 1, 2, 3) sechs Gleichungen, welche x^^, x.^, x./, x^x^, 
x^x^, x^x-i linear enthalten. Durch Elimination «dieser sechs Grössen 
erhält man eine Determinante sechsten Grades, welche Mj, u^, Wg im 
dritten Grade enthält. Da dieselbe für jede Gerade u verschwindet, 
welche durch ii^end eine der Ecken des Poldreieeks geht, ist sie 
mit dem Produet der Ausdrücke für diese Ecken identisch^). 

Dualistisch entsprechend konnte man mit Hilfe des durch (17) 
definirten Kegelschnitts N Gleichungen ableiten für die Ecken und 
Seiten des gemeinsamen Poldreiecks aller Curven der Kegelschnitt- 
schaar lij){u, u) — fp{u, w) = 0, 

Wählt man insbesondere eine eoufocale Schaar 
k(p{u, u) — ö(w, li) = 0, 
so besteht das gemeinsame Poldreiseit nach (20) in § 15 aus don 
Hauptasen des Kegelschnitts g){u,u~)^0 und aus der unendlich 
fernen Geraden; das Produet der Ausdrücke für die Ecken dieses Pol- 
dreiseita (die unendlich fernen Punkte der Hauptasen und den Mittel- 
punkt von (p(ii, u) = 0) ist also dualistisch zu (24) gegeben durch 
>^ + l-:^— ^ -T-^ --,-—) = 0, wenn wir mit TT, , TT,, TT, die Coefficienten 
von i/j, j/jj, j/g in der Gleichung (18) der Steiuer'schen Parabel be- 
zeichnen. Das Produet der Ausdrücke für die Hauptaxeu von 
^(u,u) = und für die unendlich ferne Gerade würde dualistisch zu 
vorausgehenden Betrachtungen durch eine Determinante sechsten 
Grades gegeben sein. 

Zu derjenigen Gattung von Formen, die wir oben als Combi- 
nanten bezeichneten, gehört nach S. 205 auch die folgende: 

(26) *(-.-)-iJJäi;£iÄ. 

wobei N = -j- "^ + (— - ^ '%) ■ Legt man insbesondere das ge- 
meinsame Poldreieck des Büschels X!j{x, x) — f{x, x) = zu Grunde, 
so müssen f(x, «) = und g(x, x) =0 nach (50) in § 4 von der 
Form sein: 

^ ^ g{x,x) = v,x,' + v,x,'-\-v,T,' = 0, 

1) Anf Grund von Ent Wickelungen m § 23 kanü man sagen, dass die 
Cajley'sche Curvo des durch N^ = 0, JJ, = und Wj = bestimmten Kegel- 
schnittnetaea in das Troduct der Ausdrucke für die Ei,ken dp= ob\geii Poldroieeka 
ausartet; auch wircl dort eine einiachc Methode zui Beieclinung dei Dotorminante 
sechsten Grades ar^egcben weiden. 
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für die Combinante ip ündet man alsdann den Ausdruck 

(27) y^=(f(.iv,--((3v,)(,u3w,— jA,i'3)a:iH(fi3V3— (i3Vs)(fhJ'a— Hji-Ja;,^ 

wofür wir kürzer setaeji wollen Ax^^ -\- IBx/ -j- Gx^ = 0. Diese 
Gleichung zeigt, dasa der Kegelsclmitt ^' = das Geradenpaar 
Äx^ "1- Hx^ ^ oder 

(f^i^a — fta^'i) i (j^sfi — fti^-s)^!^ + (ft-'-^s — J's^'s)^/! = *> 
doppelt berührt in dessen Schnittpunkten mit x^ ^ 0, Durch die 
Ecke Xi=' x^'=0 des Poldreiecks gelit nun ausser den zwei Seiten 
a^i = und x^=-(i noch ein dem Kegelschnittbüschel angehöriges 
Geradenpaar; die drei Geradenpaare des Büschels erhält maji nämlich 
aus Xg{x,x)~f{x,x) = für die Weithe ^,:v, («=1,2,3) des 
Parameters X, und speciell A = fig : Vg liefert 

also ein Geradenpaar, das zu Ax^-^Jix^:=0 harmonisch liegt. 
Andrerseits sind auch die Seiten a:^ = und a^g ^ des Poldreiecks 
harmonisch zu Ax^ + ^^2 '= 0, und da dieses Dreieck zugleich 
Diagonaldreieck des durch die Grundpunkte des Kegel sehnittbüschels 
bestimmten Vierecks ist, so folgt: 

(28) Durch jeden Scheitel des Diagonaldreiecks gehen 
zwei Diagonalen und ein Geradenpaar des Kegelschnitt - 
büschels. Diese zwei Strahlenpaare bestimmen eine Invo- 
lution, deren Doppelstrahlen den Kegelschnitt ^/'(a;, ai) = in 
dessen Schnittpunkten mit der dritten Diagonale berühren'). 

§ 21. 

Krümmungskreis imd Evolute. 

Bereits im vorhergehenden Paragraphen wurden wir gelegentlich 

der Untersuchung der Steiner'schen Parabel zu dem Krümmungslcreis 

irgend eines auf dem Kegelschnitt gelegenen Punlctes geführt. Wir 

wollen nun zeigen, wie man die Coordinaten des Mittelpunktes und 

1) Weitere Eigenaohatten des Kegclsclmitts i/i = findet mau in Herun 
Gnndelfinger's Nott „Zur Theorie des KegelschuittbüBciielB", Zeitschrift lüv 
Mathematik und Physik, hragg. von Schlömilch, 20. Jahrgang, S. 153—169, 1874; 
vgl, auch. „Uüber das Schliessungapcoblem bei zwei Kegelschnitten", Crelle's 
Journal, Bd. 83, S. 172f., 1877. üeber die Bedeutung der Form '^(a;, x) bei Ab- 
leitung der Bealitätskriterieii füi' die Schnittpunkte zweier EegelBchnitte gibt der 
Anhang zu diesen Vorlesungen nähere Auskunft. 
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die Liiiige des Radius dieses Kreises findet, und zwar möge hierbei 
ganz allgemein eine Curve ¥°' Classe 9)(ttj, %, «g) = zu Grunde 
gelegt werden. Unter der Voraussetzung, dasa W[, Mj, Wg die Coor- 
dinaten einer Tangente dieser Curve, mithin ^^'(mi), <p{^), g^'C^) '^'^ 
Coordinaten des Berühriingspunlites P sind, besteht also unsere nächste 
Aufgabe darin, den Mittelpunkt des dem Berührungepunkte P der 
Tangente u zugehörigen Erümmungakreises zu bestimmen. JedeiifaÜK 
liegt dieser Mittelpunkt zugleich mit P uud mit dem Normalcn- 
centrum der Tangente u auf einer und derselben Geraden; sind y^, 
j/a, ^3 die Coordinaten des Kvümmungs mittel punkte s, so hat man dem- 
nach die drei Gleichungen 

(1) Qll,-i¥{<'d + \"'(»d (i- 1,2,3), 

WO p einen Froportioiialitätsfaetor, l eine noch naher zu bestinLuieudt: 
Grösse bedeutet. 

Für den Berührungspunkt der zunächst benachbarten Tangente 
mit den Coordinaten m,- + diit {i = 1, 2, 3) werden die Coordinaten 
des Krömmungsmittelpuuktes dieselben wie in (1), also mit Anwen- 
dung des Proportionalitätsfactora {i: 

ii^ 1,2,3), 

so dass man nach Öubtraction der Gleichungen (1) und (2) und mit 
VemaehlässiguDg der unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnimg 
dk ■ äo}'{%ii). erhält 

(3)[-lv'(»,)+ ' »'(".)](1 -(•)-(*[;- <i9.'(<',)+ "«.'(".■)+ Y'I»(«0] 
(i = 1, 2, 3). 

Man kann nun leicht zeigen, dass der Factor fi gleich der Ein- 
heit sein muss. Zu dem Zweck multipliciren wir die drei Gieichungen 

(3) resp. mit pi, wobei pi (i = 1, 2, 3) die Coordinaten der unendlich 
fernen Geraden bedeuten, und erhalten unter Berücksichtigung von 
ro'(p,) = die Relation 

(4) ['P'Ci',)«! + -?'(;'.)% + V(r3)%] (1 - f') 

oder auch 

(4a) [fp'{l\) (i(, + du,) + <^'{Pi) (% + dMa) + (p'Cj's) («s + t^«a)]f* 
= 'P'{lh)'ih + ¥{p%yh + 9''(Pa)"s- 
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Unter der Annahme, dasa der Berühr ungspnnkt der Tangente u 
im Endlichen liege, ist g)(j), m) ^ 0'); daher können die Glieder mit 
dih als Factor vernachläasigt werden, es ergibt sich also in der That 
(1=1. In Folge dessen sind die Gleichungen (3) zu ersetzen duich 

(5) ifV(».) + |<i«.'(».) + ?«(«.)-0 (i- 1,2,3). 

Nun ist dw (ui) = -„ — ^:; — du, -4- := — ]= — dita + 5 — -•, — duo , und 
wenn mau die Bezeichnnngaweise einführt 



Jc{h- 1) du, 8u, ' *^'' 2 gl*. 3mj 



(6) 

erhalt man 

.-d(p'{tti) = {k — l){(pn</''ih -|~ (pi2d>i'i -\- i'isdu^ }, 

—■da'{ni) = condui + eyi^äu^ -\- tOi-^äu^i, 
ea geht als» (5) über in 

(7) |"(7i; — 1) (pn + ;itan] dut + [IJc ~ 1) g),-s + Ao»,-,] du-, 

+ [(/. - l) v,s + -Ic^.J^Ma + Y <»' W = **■ 
Da auch die Gerade mit den Coordinaten u. -\- dui Tangente der 
Ourve q)()(, m) = sein soll, tritt zu diesen Gleichungen noch 

(8) tpidiij -\- (p^du.^ + <p^du^ = 0, wobei ipi = ,- , — , 

so dass man durch Elimination von (^%, dti^, dit^ und d^ aus (7) 
und (8) erhält: 

I (/; — l)9ii + ''-<0ii (/''~-l-)9'i-i -\- ^i^i-i Qi^ — Ofl'ia+'^ß'i;: '''i 
(7c — l)9äj + lß)ji (]i:—l)<P22-\- ^<«-^2 U'—'^)Vis + ^'^as '^^\^n 

*P, 9% ^B I 

Diese Determinante hat nun gleiche Gestalt wie (5) in § 17; bei 
Entwickeiung nach Potenzen von A enthält daher der Coefficient von 
A^ die Determinante von a)(ii,ii) als Factor; da dieselbe jedoch ver 
seh windet, bleibt nur 



1) Infolge des Umstandss, dasa auch die beiden imaginllrpn Kceispunlitc i 
ÜBöndlieheu einem jeden Kreis angehören, ist die Beschränkung auf einen i 
Endliciien gelegenen Berfibrnugapunkt geboten. 



(9) 
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wobei 2j; nach (8b} iu § 17 den Werth besitzt 

Da die Gerade u Tangente der gegebenen Curve ist, erfüllen ihre 
Ooordinaten die Gleichung (p(u,u) ^=0, und 2% reducii-t aieh aui' 

— Q{(p^,(p^,fPs)^ ■^(ViPi + 'S'si'a + ^32',)' = — 'E9''(p,m)- 

Deamaeh ist im gegenwärtigen Falle (9) gleichbedeutend mit: 

(10) (). - 1)' 2" H~ (fufcfc) ■ "(». ») - (i - 1)1 ■ -^«»"(P, •) ~ ; 
für die Grösse Ä findet man also den Werth 

(") *-- --^-TT^iV..) ■ 

f50 dass sich mit Rücksicht auf (1) ala Gleichung dea Krihuniiiugs- 
niittelpunktes in variabeleu Linien eoor diu aten Vj, v^, v^ ergibt: 

(12) <p{u,v) + r^^C^;^) a>(u,v)^0. 

Auch ein Ausdruck für die Lauge des KrümuiLingsradiuw liisst 
sich nun leicht ableiten. 

Die Coordinaten des Berührungspunktes der Tangente u der Curve 
gj(iij u) = sind, wie bereits bemerkt wurde, Xi = ^'p'{^ (i^ 1,2,3); 
nach (1) kann daher die Gleichung des Krümmungsmittelpuuktes auch 
gegeben werden in der Form v^ -{- Xm(u, v) = 0, wobei X durch (11) 
definirt ist. Vermöge v ^ xym(u,u) kann man diese Gleichung er- 
setzen durch 

-V^~ folgt. Mit Hilfe von (12b) in § 2 wollen 
wir nun einführen den Ooainus des Winkels zwischen der Tangente !( 
und der willkürlich durch den Krümmungsmittelpunkfc gelegten Ge- 
raden «; alsdann ist 

daher — = 



cos («, V) ■ Vmiv, V)' P. eo8(M, v).p^ l/i()),«) 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung bedeutet -_^=n-. nach (1) 

in § 2 den Abstand q des Ourvenpunktes x von der Geraden v, mit- 
hin wird - ■ = - 
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«ofort, rlass —7- — gleich dem luit positivem oder uegiitivem Vor- 
zeichen versehenen Abstand des Curvenpunktes x vom Kriimmungs- 
mifctelpunlite y, also absolut genommen gleich der Länge r des Krüm- 
mungsradius ist In Folge dessen iat - =r*), nnd wenn man die 
Identität p^- r^- -r (Piqi'in^) +P29d'(%) + Pn'p'i''-k)) = fiP' '*) beachtet, 

wird r = — — >— i- -; mit Rtieksicht auf (11) ergibt sieb demnach für 
die Länge des üum Berührungspunkt der Tangente u gehürigeu Kriim- 
mungsradiu:^ der Wevth^): 

Ist die gegebene Curve (p(H, n) = insbesondere die Curve 
aweiter Classe 91 (m, u) -.^ ^7 "^* «,1«;«* == 0, so verwandelt sicli 

"^ :h iVii^a^'P-ia) i" "li" Determinante A, und man erhält: 

a5) ^-^'^ 



Hu,_u)_ 



die Glciehuiig des Xrömnmngsmittelpunktes wird 
(16) »>(».«) + ^g7|»(.,»)-0. 

Wenn man die Coordinaten des zu einem S^unkte x einer Curve 
zweiter Ordnung f{x, a;) = gehörigen Krümm ungsmitteipunktes und 
die Länge des Krümmungsradius bestimmen will, denkt man sich zu 

f(x,x)'^ "^ "^k auXiXt == die Gleichung in Linieucooi'dinaten 



1) Allgemein fol^'t hioravis, daas für einen Punkt y mit Jon Co oi-din fiten 

ix also auf der Verbindungslinie von i mit dem Hormalencentrum emei 'e- 
ibenen Gßraden M gelegen ist Aw Grösse f die eintache BedLntiing 1 at, 
- B. ) wobei ) die Entfemnug der leiden Punkte i nnl 1/ 1 p/eiclniei. 

2) Vgl J,ieh HesBL Ueliei Curven drittel Claa^e und Luivfn hitter Üid- 
10g", Crelle's Journal, Bd. 38, S. 244, 1847. 
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gebildet imd kann mm die bisher entwickelten Formeln anwenden. 
Es ist dabei zu beachten, daas zwischen den Coordinaten des Punktes 
X uiul denjenigen seiner Tangente der Zusammenhaitg bestellt 

s»,-.|r(K)-/;, 

oder umgekehrt 

ÄX, = (i{AiiUi + J,;üMj] + AizUi) ^^ l" F' (!J,), 

wobei Q Proportion alitätsfaetor ist. In Folge dessen verwandelt sich 
die Grösse p{p, u) oder F{p, u) nunmehr in — (^'i^^i + p3^2 H" Ps^a)) 
an Stelle von a(ii,u) tritt Aro(/i,^,f3), A wird gleich Ä\ Bei Suh- 
atitution dieser Ausdrücke in (15) hebt sich der Proportionalitätsfactor 
Q weg und man erhält für den Radius r des zum Punkte x gehörigen 
Erümmungskreiaes : 



<n) 



•HA,f,,a. 



aus (IG) evgibt sich als GleicbuDg des Krüiimmiigamilitclpuuktes ; 
(18) ,,„, + V. + .,v, + 'ih^l^f,^ _ 0, 

die Coordiuiiteu desselben sind demnach 

(101 <is,-ft + '^-;/;#(«„A + «.../. + o<je (i = i,2,3), 

wobei 6 einen Proporti onalitätstactor bezeichnet. 

Auf demselben Wege, der eingeschlagen wurde zur Bestimmung 
des einem beliebigen Punkte einer Curve h^^' Oiasse augehörigen Kriiui- 
raungskreises, kann man auch vorgehen, wenn eine Cnrve f^' Ordnung 
f{x, a:) = gegeben ist. Man würde für die Länge des Krümmungs- 
radius finden 

(20) .- -^^f^ . 

wobei 

t 3/' . 1 d^f 

(^^) ^'""¥e"^V '''*= n{n— 1) dx^dx^'' 

die Gleichung det^ dem Punkte x zugehörigen Kr ü m mungsn litte Ipuiiktes 
wird 

(22) «.., + T,,. + ,,.. + ■^.l.J^J^M^ =, 0, 

(«-«■■;),■ ■^±(/;,A,fc) 
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seine Coofdinateii sind daher 

■"«.("=. «(",iA +»,j/, + ",j/,) 



:. V 



±(A,A.A.) 



(23) QS, = s, + - 

■•'-"'■••• -^^ 

Construirt man in jedem Punkte einer gegebenen Curve die Nor- 
male, so umhüllen alle Noimaien eine neue Curve, die sogenannte 
Evolute der gegebenen; zwei duf einander folgende Normalen schneiden 
Bicli in einem Punkt der Evolute, und da dieser Sciinittpunkt zugleich 
Centrum eines Krömmungskreises let, so repräsentirt die Evolute aueli 
den Ort der Krümmungsmitte! punkte, welche den einzelnen Punkten 
der gegebeneu Curve zugehbren 

Wir wollen nun die Gleichung der Evolute ableiten, falls die 
gegebene Curve von der zweiten Classe ist und die Gleichung hat 

(24) K... .) ^ 2 i? ""«""-»■ 

Es sei «5=^0 eine Tangente dieses Kegelschnitts, »,„ ---■- die 
zugehörige Normale; beide achliesaen einen rechten Winkel ein, und 
es ist daher nach (13) in § 2 

a^(^(, v) = ra'(^0"i + «fe)». + ^'{v>, - <'■ 

Femer besteht noch die Gleichung 

9'(«,),. + .p' («.)". + »• CO».-», 

denn der Berührungspunkt der Tangente u liegt auch auf der Nor- 
■ male v; übrigens können wir im gegenwärtigen Falle auch u unti v 
vertauschen und erhalten alsdann ^j'Ci)*^! ~I~ 'P'i^^^'s + v\^-i)'^k "^ ^■ 
A.HS dieser Gleichung und aus m{u,v) = folgt 
(26) «, : «, ; .^ - [,i' (»,) aX<l,)-9 («,) »'(»,)] : W (%) «■'(%) -«.'(o,) »' (%) I 

so dass man nach Sjiufülirung dieser Werthe der u in (24) für die 
Evolute uusrer Ctirve zweiter Classe die Gleichung in Liniencoordinaten 
V erhält: 

"if "u "ij ..V'M rr"'(»i) 

1,1, 
i " 

(26) i «a «.. ■% J ?'(».) 2 "'(",) 

1t>p'(<',) Yl-'C»,) Iv'M 

:i„'(»,) i„-(.,) i„XO .. 
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Multiplieirt man die drei ersten Horizontalreihen dieser Deter- 
minante resp. mit w^, v^, % und subtrahirt sie von der vierten Eeihe 
und verfährt man in gleicher Weise mit den Verticalreihen, so sieht 
man sofort, daas die Determinante sich zerlegen läsat in; 

(27) Aro^C«,«) ~9>(f,p)|AaCi'H l-2A33(»3ras + Aa^c,^) ^=0, 

wohei fl>; ^ ■ye)'(»j) nnd A;* die Unterdetermuiante von ß,v; in 



Die Gleichung (27) enthält die variabelen Liniencoordinateu v int 
vierten Grade, demnach ist die Evolute eines Kegelschnitts im 
allgemeinen von der vierten Olasse. Es stimmt dies auch damit 
nheieoi, dass min nach (23) in § 20 von einem beliebigen Punkte 
der libeiie nach einem Kegelschnitt im allgemeinen vier Normalen 
ziehen Kann, dieselben sind zufolge der Definition der Evolute Tan- 
genten die^ei Cuive 

Es hegt nun die Frage nahe, welche geometnsche Bedeutung der 
Factor von ^{v,!.) in dieser Gleichnng der Evolute besitzt. Zunächst 
bemerkt man, diis Oj {* = 1,2, 3) nach § 2 die Coordinaten eines 
unendlich fernen Punktes sind, und Kwav des Normalencentrums der 
Geladen v, ausseidem liegt dieser Punkt, wenn 

Z=A„V + 2Aisraiß>3 + A,saj/ + 2Aisßii03 + 2A23(Os,<ag + Ag,(o/=0, 

auf der Curve <p{ii', m) ^ 0, denn die Oj erfüllen im Falle % ^^^ diu 
Gleichung des gegebenen Kegelschnitts in Panktcoordinaten. Hieraus 
folgt, dass 'j^ == die Bedingung ist, dass das Normaleneentrum einer 
Geraden mit den Coordinaten v ein Asymptotenpuiikt des Kegelschnitte 
sei, oder mit anderen Worten, dass die Gerade v durch das Normalen- 
eentrum einer der beiden Asymptoten gehe. 

Es möge nun die Formel (27) auf den Fall angewandt werden, 
dass rechtwinklige homogene Coordinaten zu Grunde liegen; ferner sei 
der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel, welche auf 
die Hauptaxen als Coordinatenaxen bezogen ist. Man hat alsdann 
uMh § 10: 

ia(U, U)~. ü^'+ W^O 
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30 dass an Stelle von (27) die Gleiebung tritt 

Wenn dagegen vorgelegt ist die Parabel 

(30) (p(ti, m) ^ e f7/ + 2A' ü, U, = 0, 
ergibt sich an Stelle von (27) der Ausdruck 

~ pA'Xf/i- + U,y - {q ü^' + 2A' (I. U,) ("■ l'' U,') --^ 0, 
oder auch: 

(31) U,{q U,' + 2^U,'U, — 2A'tVt'3l = 0; 

es scheidet sich demnach im FaÜe der Parabel der Factor C^ = 
aus, welcher nach § 10 den Berührungspunkt der Parabel mit der 
unendlich fernen Geraden repräsentirt ; der übrig bleibende Ausdniclf 
ist eine Curve dritter Classe. 

Es möge ondlicb noch gezeigt werden, wie man die Gleichung 
in Punktcoordinaten für die Evolute einer gegebenen Gurve zweiter 
Ordnung 

(32) f{x, x) ~ 2 2 *^''^'"^' ^ ^ 
findet. 

Nach (23) in § 20 können von einem beliebigen Punkte p der 
Ebene im allgemeinen vier Normalen nach einem Kegelschnitt gezogen 
werden, und zwar werden deren Fusspunkte aas (32) ausgeschnitten 
durch die gleichseitige Hyperbel: 

(3;;) u{^,^)^:\ ,.^ ,:^ ^^ j-o. 

j Vi y^ y?^ 1 

Aus der oben gegebenen Definition der Evolute folgt, dass der 
Punkt y der Evolute angehört, wenn von den vier Normalen zwei 
zusammenfallen, oder mit anderen Worten: wenn die gleichseitige 
Hyperbel (33) den gegebenen Kegelschnitt (32) berührt. Die Be- 
dingung hierfür ist nach § 14, dasa die kubische Gleichung 
(34) X^B ~ 3A^0 + SAH - ^ = ^ 

1) Heber die Bildung der Ausdriiclio Q und H vgl. (11) in g 13; diibui isL 
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zwei gleiche Wurzeln besitzt; in dieser Gleichung muss jedoch für 
den vorliegenden Fall H nach (19) in § 17 verschwinden, denn die 
Curve ^ ^ geht durch ein PoldreieCk von f = hindurch, nämlich 
wie aus (23) in § 20 hervorgeht, durch dasjenige Dreieck, welches 
den Mittelpunkt und die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen von 
/' = zu Ecken hat. Die Bedingung aber, dass die kubische Glei- 
chung X^'B — Zi?Q> — A = () zwei gleiche Wurzeln besitzt, ist be- 
kanntlich 
(35) 4e^ + ^j?^ = 0. 

Diese Gleichung ist in den Coefficienten von y = 0, also auch 
in den y^, y^, y^, vom sechsten Grad, die Evolute eines Kegel- 
schnitts ist daher im allgemeinen von der sechsten Ordnung. 
Wir wollen nun wieder die Formel (35) auf den Fall anwenden, dass 
rechtwinklige homogene Coordinaten zu Grunde Hegen; der gegebene 
Kegelschnitt sei zunächst eine auf die Hauptaxen als Coordinaten axen 
bezogene Ellipse oder Hyperbel. Man hat alsdaun nach § 10: 

• ' If (I, Z) — J z," + i X,' + xX,', 

«laller nach (33); 

i'X, tX, 

I Y, Y,_ Y, ! 

— Y^i"x^x,~ Y,i'x,x,+ y,(j'- -r)x,x,~«. 

li'eniec findet man: 
(38) , 

■de — — - i).'i"n" y," + / r,') + «(»■ — tf r^'], 

so ilaKW ati Stelle von (35) die Gleichuni; tritt: 

— i[>-'^"{>-"V+ '■'Y,') + 'ß' -^"yr,']' 

(39) 

+ i'i"a ■ r/VYj' ■ r'r»(i' — r)" ™ 

oder kürzer: 

(39a) (r y,"4-A' Y,'+ j|, (A' — 1")' Y,']'—•^^••(i'—l'■fY;'Y,'Y;•~.0. 

Ist gegeben die Parabel: 
t40) f(a;, »•) = !' X,'+ 2(.Z,,T,™0, 
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(41) 



i 


11, Abschuitt 


/inilet niaD^ 






rx, (>x, 


) g(', x) i= 


X, K, X, 




^1 i'i y. 


— 


Y.jx,' - (r,i' 4 



(r,i' + yjp)x,x, + r.j'x.x, ~ O; 
i'j(i'r, + (ii',)Y„ 



ferner wird; 

(42) A—--Kif', 11- -\-i"gY,r,', 30 

so dass an Stelle von (35) die GleicliMiig tritt; 

(*') " -8^ *■ '"'(*' y. + ? 1^)" V ~ -''i'f '- i'," y,' - 

oder kürzer: 

(43a) 8(A' Z, + y Ts)" + 27i'V 7^^ Y^ = i); 

es scheidet sich demnach im Falle der Parabel der Factor Y,,^ -= 
aus, welcher dreifach zälilend die imendlich ferne Gorade repi-Jiaeiitirt; 
der übrig bleibende Ausdruck ist eine Curvo dritter Ordnnng. 



§ 22—25. 
Kegülschiiiiüietz und KegelsclmUtgewehi^, 
§ 22. 
Die Heseiane eines Kegels chn.ittnetaes. 
Eh seien gegeben drei Curveii zweiter Ordnung: 
(1) ipix, X) = 0, t{x, x) =-- 0, x{x, x) = 0, 

die nicht einem und demselben Böschel angehören mögen. M 
alsdann folgenden Satz: 

I.'^) Jeder Punlrt y, dessen Polaren in Bezug auf dr 
gebene Curven zweiter Ordnung (1) sich in einem E'ui 
schneiden, liegt zugleich mit diesem Punkte auf der 
dritter Ordnung 



1 ge- 
ikte X 
Curvc 



(2)2'±f 



h ^P'i Xü) = 



■ 0, wobei qi; = -g ' 
(i = 1, 2, 3). 



. %i --^ -c 



1) Die Satze dieses tinil des folgenden Patignpl cn weilpn lmt.li fort- 
laufen le riSmiHclie Zifieiu bezeichnet um alBlflim in §"4 die duihiatiBch ent- 
spreohenden. Sat/e uut denselben Z fierii veischen zu könneu 
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Diu Polaren eisiea Punktes y in RtKug a,uf dio drei Ke;felsclunttü 
(1) haben iiänilicli die Gleichungen 

in denen auch, wie wir iu § 4 saheu, die Xi mit den j/; vcrfcausclvt 
werden können. Die durch (3) repräsenticten Geraden schneiden sieli 
a,her in einem Punkte, aohald die Determinante der Coefficienten ver- 
schwindet, und diese Determinante ist eben mit (2) identisch, stellt 
also, da sie in den Variabein vom dritten Grade ist, eine Curve dritter 
Ordnung dar. Man bezeichnet dieselbe nach dem Mathematiker Otto 
Hesse^) ala die Hease'sche Curve oder Hessiaue der drei ge 
gebenen Kegelschnitte (1). 

Auch die Umkehrung von I ist giltig und kutet: 

la. Jeder Punkt x der Curve dritter Ordnung (2) kann 
angesehen werden als ein Punkt, dessen Polaren in Beaug 
auf die drei gegebenen Kegelschnitte (1) sich iu einem 
Punkte schneiden. 

Es folgt dies daraus, dass man beim Bestehen von (2) stets drei 
Grössen yi,y2,y-6 finden kann, welche die Gleichungen (3) erfüllen. 

Zwei auf die in I und la angegebene Art zusa-ramengehörige 
Punkte X und y heissen conjugirte oder harmonische Pole jener 
Curve dritter Ordnung (3). Multiplicirt mau die drei Gleichungen (3) 
resp. mit den Parametern st, A, ;t imd addirt, so sieht mau, dase die 
Punkte X und y harmonische Pole sind für jeden Kegelschnitt, dessen 
Gleichung von der Form ist 

(4) %ip{x, x) + k^{x, x) -V ^%{x, x)^(). 

Die Gesammtheit aller Kegelschnitte, die man erhält, wenn in (4) 
den Parametern alle möglichen Werthe ertheilt werden, heisst ein 
Kegelsehnittnetz. Dasselbe fasst uneudheh viele KegelschnittbüscSicl 
in sich. Sind z. B, 

x^ip -\- A|i/j -}- fijj; = und n.^ip -j- X.^i' + {i.^% = 
irgend zwei bestimmte Curven des Net/es, so repriisentiri 

(5) Zi<p -\- X^t + CiX + pCä^y + h^ + faZ) = 

bei veränderlichem Parameter p ein Kegelschnittbnschel; eii-v /weitcM 
Büschel werde dargestellt durch 

(6) %,>p + L^ij^ -\- (la + «(^.i-p ■+ -^.1^ + '^a) = , 

1) Vgl. Hesse; „Uebev <iio Weniicpunktu der Cm-vcn dvitter OrdiMiug", 
Journal für die reine und anguwiuidte Mivtliumatik, Bd. 38, H. 105, 1844. 
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wobei 6 einen veränderliehen Parameter bedeutet. Man tann buh q 
und 8 immer so bestiinuien, dass die beiden Gleichungen (5) und (6) 
einen und denselben Kegelschnitt repräsentiren ; es muss dann sein 
j «, + 9^ = t{% + 6%,)- ^i + Qh = <^^ + '^k)> 

Aus diesen Gleichungen lassen sich die drei Unbekannten q, r, lir. 



von Null verschieden ist, also vorausgesetzt, dass der durch den Index 
2 eharaltterisirte Kegelschnitt nicht dem Büschel angehört, das durch 
die Kegelschnitte mit den Indices 3 und 4 in (6) bestimmt ist. Man 
hat somit den wichtigen Satz: 

II. Irgend zwei in dem Kegelsehnittuütze (inthaltoiicn 
Büschel haben stets einen Kegelschnitt gemeinsam. 

Ein weiterer Satz lautet; 

III. Die Spitzen aller in einem Kegelschnittnetze ent- 
haltenen Geradenpaare liegen auf der Kessiane, und i 
kehrt; Jeder Punkt de 
solchen Geradenpaaref 

Man kann dies auch 
Illa. Die Hessiane 



Hessiane ist der Schnittpunkt eines 



er Form aussprechen: 
st der geometrische Ort der Scheitel 
aller Poldreiecke, die irgend welchen Kegelschnitten des 
Netzes gemeinsam sind. 

Die Form III dieses Sataes ergibt sich daraus, dass die Coordi- 
naten der Spitze irgend eines in dem Netze enthaltenen Geradenpaares 
die Gleichungen erfüllen: 

(8) xqrij -|- A^i + ^Zi = '^. «9>a + Ai/^ä + ftza = 0, ^9b + ^'^i + Ma = 0, 
ans denen durch Elimination von x, Ä , (t wieder (2) folgt. Auf Grund 
des Satzes (1?) in § 14, demzufolge die drei Spitzen der in einem 
Kegelaclmittbüschel enthaltenen Geradenpaa.re ein Poldreieck für Jede 
Ourvß des Büschels bilden, l'äsat sich der Satz III auch in der Foi-m 
III R aussprechen. 

Für die conjngirten Pole der Hessiane gilt der fundamentale Satz: 

IV. Wenn zwei Punktepaare eines vollständigen Vierseits 
coujugirte Polepaare der Hessiane sind, so sind auch die 
Punkte des dritten Paares eonjugirte Pole. 

Der Beweis dieaes Satzes fällt zusammen mit ih'm Beweis des 
Satzes von Hesse^): 



1) Hesse: „De curvia ot siiporfioielius BenunJi ovdinie", Joarnal für dio teiiie 
angewandte Mathematik, Bd. 20, S. 301, 1840, Vgl. auch die Abhandlung 
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Wenn zwei Punktepaare eines voJlständigen Vierseita liatmonisclie 
Pole eines Kegelschnitts sind, so sind auch die Punkte des dritten 
Paai-es harmonische Pole des Kegelschnitts („Polvieraeit"). 

Dieser Sata ergibt sich folgendennassen; Der gegebene Kegel- 
schnitt sei dargestellt durch 

f{x, x) b^ ^ ^ nn^'f'iXk = 0, 
diR beiden Piinktepaare seien 

uüd 

wobei nun die Dotermjiiantün A und B dieser Leiden Functionen ver- 
schwinden. Die Bedingungen, dass die Punktepaare « und (3 in Be/.ng 
auf /'=0 conjugirt seien, sind dann, wie dualistisch aus (22) in § VI 
folgt, ausgedrückt durch 

f e„=«,iö,,+2«,,«,, + Koaa,»+2K,,a,.,+2K,„%,, + «a„fl,..==0 und 
, , I « u 11 I la 18 I BS aa i» id i ä3"aj 38 »., 

^ ' \9^T-j5,,«,. + 2ft,a,3 + ^ää% + 2An"i. + 2/J^%, + ft,«,,=-0. 
Dil, die Gleicliung des dritten Punktepaares von der Form ist') 

hat man als Bedingung dafttr, dass auch dieses Punktepaar zu f(x,x) = 
conjugirt ist, die Relation 6« -{-96^ = 0, und diese wird in der 
That erfüllt, da 0a und 0^* einzeln verschwinden. Hiermit ist der 
obige Hesse'sche Satz bewiesen, daher auch Satz IV, wenn man als 
Kegelschnitt f(x, a;) = irgend eine Curve des Netzes (4) wählt. 

Man kann den Satz IV noch in der oft zweckmässigeren Form 
aussprechen : 

IVa. Verbindet man irgend einen Punkt 3 der Hessiane 
mit zwei conjugivten Polen x und §, so sehneiden die Ver- 
bindungslinien sx und ß| die Hessiane noch in je einem 
weiteren conjugirten Pole tf, resp. »j, und die Geraden y^ 
und XI} treffen sich in dem zu s conjugirten Pole g der 
Hessiane. 

„Ueber Curven dritter Ordnung uttd die Kegelschnitte, welche diese Cuvven in 
drei verachiedenon Punkten berühren", in demselben Journal, Bd. 30, S. 14G f., 1847, 
1) Folgt dnaliatiach aus den Betrachtungen S. 137. 
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Denn d*ss der dritte Sclinittpuakt i] der Geraden .s| mit der 
Curve der coMJugirte Pol zu y ist, ergibt sicli folgendermassen : Be- 
zeichnen wir die za s, x, y conjugirten Pole reep. durch ^', ^, t\', so 
müssen dieselben ein Dreieck bilden, bei dem z. B. die Seite |jj' durch 
s hindurchgeht, d, h. aber ri' muss auf der Geraden s% liegen, und da 
Tj' auch der Curve angehört, muss dieser Punkt mit dem dritten 
Schnittpunkte i) der Geraden s| and der Curve zusammenfallen. Ebenso 
ergibt sich, dass §' mit t, identisch ist. 

Aus IVa folgt ein weiteres interessantes Theorem: 
V. Die Tangenten in zwei eonjugirten Polen j» and sc der 
Hessiane schneiden sieh in einem Punkte dieser Ourve, und 
awar ist derselbe conjugirt zii dem dritten Schnittpunkte 
der Geraden p% mit der Curve. 

Nennen wir nämlich q den dritten Schnittpunkt der Geraden pit 
mit der Hessiane und k den zu q eonjugirten Pol, so sind nach IVa 
die dritten Schnittpunkte, welche die beiden von % nach den zugeord- 
neten Polen q und x gezogenen Strahlen mit der Curve gemein haben, 
conjugirt. Einer dieser dritten Schnittpunkte ist p, und da dessen 
zugeordneter Pol it ist, so fällt der dritte Schnittpunkt der Geraden 
7CX und der Hessiane mit 3i zusammen, d. h. x liegt auf der in % ge- 
zogenen Tangente; aus analogem Grunde liegt x auch a.v£ der in p 
gezogenen Tangente, womit alsdann gezeigt ist, dass sieb diese beiden 
Tangenten in dem zu q eonjugirten Curvimpunkte m schneiden. 



§ 23. 
Die Caylej'sche Curve eines Kegelsobnitt.netaes. 
Diese Curve ist definir-t durch folgenden Satz; 
VI, Die Gevadenpaare, die sich in einem Kegnlschii 
netze befinden, umhüllen eine Curve dritter Classe, die 
genannte Caylej'scbe Curve des Netzes^), 
Zum Beweis dieses Satzes seien 



1) Man ueiiiit diese Uui've auch vielfach die Hermite'ache Curve des 
Netzes mit Rticksicht auf die von Herrn Hermite im 57. Bande von Crelle's 
Journal, S, 371 — 376, 1860, gegebene Darstellung. In dem speciellen Falle, dase 
die Auedrücke ip{x,x), i;i{x,m), x(a;,x) in (1) die partiellen DUFeteatialiiuotiantea 
einer temlreu kubischeQ Form bedenten, geht die Hecmite'sche Curve in die so- 
genannte Cajley'aohe Curve der Curva dritter Ordnung über. Mit Rücksicht 
hieran! haljen wir die Bezeichnung Cajley'sche Cnrve gewählt. 
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Cajlej'scliB Ourve ßiiiea KogelächnittiifitKOs. 



(1) 






drei Cui'Ten des Netzes, tlie nicht einem und demselben Büschel : 

gehören; eine Cnrve dieses Netzes 

(2) x(p{x, x) -\- ki^ix, x) + (lyXx, «) = Ü 

zerfällt alsdann in ein Linienpaar 

wenn die Bedingungen erfüllt werden: 

Kflj^ + ^^»3 + (*% = Mg^^äj 

Durch Elimination von x, X, fi,v-i,v^,Vg erhält man hieraus 
Gleichung der Cayleysehen Curve in der Gestalt 
,, h,, c,, u, 



(3) 



(4) 



2031 2&31 



1 2 0,2 2&,s 
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2c,2 ih 















und diese Determinante repräsentirt in der Thaü eine Ourve dritter Clasac. 

Umgekehrt gilt auch der Satz: 

VII. Jede Tangente der Cayley'schen Curve gehört einem 
Geradenpaare des zugehörigen Kegelechnittnetzes an. 

Dies folgt daraus, dass sich auf Grund der Gleichung (4) stets 
sechs Grössen x, A, ft, v^, «g, v^ bestimmen lassen, welche die Rela- 
tionen (3) erfüllen. Hierbei können die Vi nicht sämratlich ver- 
sehwinden, da sonst küh^ + '^^i* "}~ f*ft* = wäre, die Kegelschnitte 
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'2H II. Allsullnitt, S •:d3. 

9, ijj, X i^lso einem und demselben Büscliel iiDgebüi'eu würden, wan 
gegen die Voraussetzung ist. 

Ein weiterer Satz lautet: 

VIII. Jede Gerade, welche zwei conjugirte Pole x und y 
der Hesaiane verbindet, ist Tangente der Cayley'schen Curve. 

Zunächst müssen nämlich, da x und y coiijvigirte Pole sind, die 
Gleichungen bestehen 

(5) <f{x,y) = 0, ■4>{se,y)=--=0, %ix,y)^-=(}, 
wobei 

9{^, y) ^ («11*1 + «i^^a + «i;i3^:i)y, + («si^i 4- a^i^i + «sfl^iO^a 

während i>{x,y) und i{x,%j) analog gebildet sind. Die Coordinaten 
:(j,*(ä,% der Verbindungslinie der beiden Pole genügen nun der Gleichung 

(6) f(Mi, u.„ Mg) = {u^x^ + u.^x., + u^x^){u^y^ + ii^y^ -f u^y^) = 0; 
suchen wir die Enveloppe dieser Verbindungslinie, so müssen noch 
erfüllt werden die drei Gleichungen 

(7) ¥-=u,yi-\-u,x,=:() (*=],2,3), 

und die Gleichung der Enveloppe ergibt sich schliesslich durch Eli- 
mination der sechs Grossen x^yy, x^y^, x^y^, x^y^ -\- x^yx, ^'g^a ~l~ ^iV^i 
^»Vx "t" ^iJ/s ^'^^ ^^^ sechs Gleichungen (5) und (7) in Porra einer 
Determinante, die sich von (4) nur dadurch unterscheidet, dass die 
Horizontal- und Verticaireihen vertauscht sind und jede der drei ersten 
Verticalreihen mit. dem Factor -s- multiplicirt erseheint. 

Das Theorem VIII lässt sieh auch in folgender Form aussprechen; 

Villa. Jede Gorade, welche die Kegelschnitte des Netzes 

in Punktepaaren einer Involution schneidet, beröhrt die 

Cayley'sche Curve. Die Doppelpunkte der Involution auf 

dieser Geraden sind die conjugirten Pole der Hessiane. 

Es geht dies daraus hervor, dass die Verbindungslinie zweier 
conjugirten Pole von allen Kegelschnitten des Netzes harmoniseli ge- 
theilt wird und dass auf solche Weise eine Involution entsteht, welche 
diese conjugirten Pole zu Doppelpunkten hat, 
Umgekehrt gilt auch folgender Satz: 

Vlllb. Jede Taugente der Cayley'schen Curve trifft die 
Kegelschnitte des Netaes in Punktepaaren einer Involution. 
Sind nämlich u^, u^, u^ die Coordinaten einer Tangente der Cay- 
ley'schen Curve, so besteht nach VII eine Identität von der Form 
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i'liiifiichate Bildung di 
(8) («,cc, + «,x. + .,s,)(i 



'!,X^ 


4- v^x^ -\- V^Xs) 






= 


x<p{x,x) -f Xti^s, 


x) ■}■ iixix 


,,i), 


< di 


.e Coordinatösi zw 


eier ^an« 


will 



und wenn ^j unil ij; {i = 1, 2, 3) 
kflrlicheii Punkte bezeiclmen, liat niün auch 

(9) Miw,, + M,«s = 2 {sc^d, Tj) + lt!,{t, 7,) + ^z(^, ^) i . 

Da X, l, (i nicht gleichzeitig verschwinden können, sei etwa n 
von Null verschieden. Sind dann insbesondere § und ij die Punkte 
jener Tangente, welche harmonisch Hegen sowohl zu den Schnitt- 
punkten der Tangente mit 9 = 0, als auch zu denen mit p = 0, so 
hat man die Gleichungen: 

(10) Mj = 0, *(,, = 0, (p(^,7,) = 0, j/'d, ^) = 0; 

aus (9) ergibt sich daher );(|, tj) =^ 0, d. h. das Punktepaar |, ij liegt 
auch harmonisch zu den Schnittpunkten jener Tangente mit % = 0, 
man hat folglich auf der Tangente eine Involution j deren Doppel- 
punkte durch § und ij gebildet werden. 

Der obige Satz Villa, dass die Cayley'sche Curve von allen Ge- 
raden umhüllt wird, weiche die Kegelschnitte des Netzes in Punkte- 
paaren einer Involution sehneiden, gestattet die Gleichung dieser Curve 
in einer Gestalt abzuleiten, die für viele Fälle zweckmässiger ist als 
die Berechnung der Determinante (4). Einer Geraden u^^ = ent- 
spricht nämlich nach (6) in § 20 als Ort ihrer Pole in Bezug auf die 
Kegelschnitte x^ •\- i.-^^0 des Netzes Kip -{- i,ij) -\- ii%'=0 ein Kegel- 
schnitt 

(11) K^,,/, = {-^ ± (<p'(x,) i>'(x,) u,) = 

und dieser trifft, wie gleichfalls in § 20 gezeigt wurde, die Gorade 
Mi = in den Doppelpunkten p,q der Involution, weiche auf u^ = 
von den Kegelschnitten des Büscheis ausgeschnitten wird. Bildet man 
nun nach (15) in § 15 die Bedingung, dasa die Gerade u^ '^ die 
Kegelschnitte Np ^ und ^ = in zwei harmonischen Punktepaareu 
triift, so hat man hieimit die Gleichung der Cayley'achen Curve in 
Liniencooi ilmaten, denn das aut der Geraden gelegene Punktepaar p, q 
liegt alsdann haimoniSLh zu den Schuittpunktepaaren der Geraden und 
der Kegelschnitte q; ^ 0, j^ = 0, x =^ 0, d, h. die Gerade trifft die 
Kegeluchnitte de-^ Netze» m l'unktepaaren einer Involution, ist somit 
Tangente der Cayley 'sehen (.urvf 
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§ 24. 
Das Kegelaeliuittgewe'fae. 
Es seien gegeben drei Ciirveii zweiter Classe: 

(1) <t,{u,u)=0, Y(m,w) = 0, X(m,m)=0, 

die nicht einer un.d derselben Schaar angehören mögen. Es lassen 
sieb alsdann Sätze aufstellen, die zu den in § 22 und § 23 bewiesenen 
dualistisch sind. 

Zunächst werde bemerkt, dass eine Gleichung von der Form 

(2) «*(»,») + JVC«. .) + ,aX(«,o)_0 
entsprechend den zweifach unendlich vielen Werthen der Verhältnisse 
der Parameter x, A, f* zweifach unendlich viele Curven zweiter Classe 
darstellt, deren Gesamratheit man als das durch <i)^0, ^K = 0, X = 
bestimmte Kegelschnittgewebe bezeichnet. 

Dem Satze I in § 22 entspricht dualistisch'): 

I. Jede Gerade v, deren Pole in Bezug auf drei gegebene 
Ourveu zweiter Classe (1) auf derselben Geraden u liegen, 
berührt zugleich 



(3) 



t dieser Geraden die Curve dritter Classe 

^ — Vß«, du, duj ^' 
die sogenannte Hesse'sche Curve oder Hessiane des Kegcl- 
schnittgewebes (2). 

Zwei auf die soeben angegebene Art zusammengehörige Geraden 
heissen conjugirte Tangenten oder harmonische Polaren der 
Hessiaue (3). 

la. Umgekehrt kann auch jede Tangente der Curve dritter 
Classe (3) angesehen werden als eine Gerade, deren Pole in 
Bezug auf die drei gegebenen Kegelschnitte (1) in einer Go- 
raden liegen. 

IL Irgend zwei in dem Kegelschnittgewebe (2) enthaltenen 
Schaaren haben stets einen Kegelschnitt gemeinsam. 

in. Die Träger aller in einem Kegelschnittgewebe ent- 
haltenen Punktepaare berühren die Hessiane, und umgekehrt: 
Tcde Tangente dei Hesfi lue i'>t dei Iragfi eines solch f n 
Punktepaaies 

i) Die Bei^eiae lei len Sitten I-\ITIb ii ^2 ml ^ '3 iuüisti'! h / 
gehörigen und ä«n,lj dieselben -iitierc beieiclineten bdtze wuidtii m allen Feilen 
uEti,ila?aen in denen sie den frühei gegebenen Bewiism der ent'5pre:'li enden 
bätee mutatiE mutandi'' gleicb und beaondeis emfacb waieu 
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Kessiane eines Kcgelschnittgijwübes. 32V 

lila. Die Kessiane ist die Einhüllende der Seiten aller 
Poldreieeke, die irgend welclien Kegelschnitten des Gewebes 
gemeinsam sind. 

IV. "Wenn zwei Seitenpaare eines vollständigen Vierecks 
eonjugirte Tangenten der Hessiane sind, so sind auch die 
Geraden des dritten Paares conjugirte Tangenten der gleichen 
Cirve. 

IV a. Eine Tangente u der Hessiane des Gewübes (2) 
schneidet zwei conjugirte Tangenten s und derselben 
Cnrve in zwei Punkten (w, s)^) und (m, e), von welchen sich 
noch zwei weitere conjugirte Tangenten ( und x der Hessiane 
logen lassen; die Verbindungslinie der Punkte {t, fl) und 
(t, s) ist überdies die zu u conjugirte Tangente v. 

Dass nämlich die dritte Tangente r, die man von (u, ö) an die 
Curve legen kann, in der That die zu t conjugirte Taugente ist, er- 
gibt sich tblgendermassen: Bezeichnen wir die zu u, s, t eonjugirten 
Tangenten resp. durch v', 0, %', so müssen dieselben ein Dreiseit bil- 
den, bei dem z. B. die Ecke {at") auf u liegt, d. h. aber x' gebt durch 
(m, 0) hindurch, und da t' Tangente der Curve ist, muss dieselbe mit 
der dritten von (m, ts) au die Curve gelegten Tangente t zusammen- 
fallen. Ebenso ergibt sich, dass auch v mit v identisch ist^ 
Aus IVa folgt weiter: 

V. Die Gerade, welche die Berührungspunkte zweier 
eonjugirten Tangenten jy und % der Hessiane verbindet, ist 
selbst Tangente an diese Curve, und zwar conjugirt zu der 
dritten Tangente, welche vom Punkte (ji, je) au die Hessiane 
gelegt werden kann. 

Nennen wir nämlich $ die dritte Tangente, welche sieh vom 
Punkte (j), it) an die Hessiane legen läset und x die zu q conjugirte 
Tangente, so sind nach IVa auch die dritten Tangenten, welche sich 
von den Punkten {%, q) und (31, x) an die Curve legen lassen, con- 
jugirt. Eine derselben ist p, und da ihre zugehörige m ist, so fäUt 
die dritte Tangente, die man von (ji;, k) an die Curve legen kann, mit 
n; zusammen, d, h. aber (jt, x) ist der Berührungspunkt der Tangente 
n:, und aus analogem Grunde ist (p, x) der Berührungspunkt der Tan- 
gente p, so dass also in der That die Verbindungslinie k dieser beiden 
Punkte die zu jener dritten Tangente q conjugirte ist. 

Der Cayley'sehen Curve eines Kegelschnittnetzes entspricht eine 
analoge Curve des Gewebes auf Grund des folgenden Satzes: 

1) (j), 3) beKeicbnet »Ugemein den Schnittpuokt der Geraden p und 9, 
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228 n. Abschnitt, § 25. 

VI, Die Pnnlütepaare, die sich in einem Kegelsehiiitt- 
gewebe befinden, liegen auf einer Ourve dritter Ordnnii};, 
der sogenannten Cayley'scben Curve des Gewebes. 

Um gekehrt: 

Vn. Jeder Punkt dieser Cajley'schen Curve gehört oineni 
Puiiktepaare des zugehörigen Kegelsehnittgewebes an. 

VIII. Der Schnittpunkt zweier eonjugirten Tangente o 
der Hessiane ist ein Punkt der Cayley'sohen Curve. 

Villa. Alle Punkte, von welchen an die Kegelschnitte 
des Gewebes Tangentenpaare einer Involution gelegt werden 
können, liegen auf der Cayley'schen Curve. Die Doppel- 
atrahlen dieser Involution sind die conjngirteu Polaren der 
Hössiane des Gewebes. 

Umgekehrt: 

Vlllb. Von jedem Punkte der Cayley'schen Curve lassen 
sieb an die Kegelschnitte des Gewebes Tangentenpaare einer 
Involution legen. 

% 25. 
Ueber einen merkwürdigen. Dnalismus, der zwischen iloi: Hesse 'sehen 
und Cayley'echeu Cur^e besteht. 
Wir sind nunmehr in der Lage, ein wichtiges Uebertraguugs- 
prineip aufzustellen, welches gestattet, jedem Satz för die Hessiane') 
sofort einen entsprechenden für die Cayley'sche Curve an die Seite zu 
stellen. Es ist zu diesem Zweck eine Curve dritter Classe einzuführen: 
(1) P^ßm«/ + S^JnaMi^Mg + Sp^g^M^Ma^ _|- . . , ^ ^Äss^'i^^ = 0, 
wobei die Coefficienten p^},f, den im allgemeinen stets erfüllbaren neun 
Gleichungen zu genügen haben; 

iri'^""'-'^"' $$''-^"-'-°' $2^"""-"- 

i|.--<...=o, i;.|,..,..,=o, 22p..'.o.,.-o, 

1) Wir werdpn m diesem PacagrapUen unter der HeEsiane, wenn nicht das 
Gegentheil bemerkt ist, ?tets die Hessiane des in g 39 und § 23 betraolitcten 
Kegelscbuittnet^es verstehen 
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in welchen a^>,, fe^;, Cxi die Coefficienten der Gleiehiiiigeu dreier Curve» 

zweiter Ordnung 

(3) fp{x,x) = 0, ■^(x,x) = Q, %{a:,x) = 

darstelleu, die nicht einem und demselben Büschel angehören. 

Als erste Polare einer Geraden v in Bezug iiuf die Curve dritter 
Olasse P==0 bezeichnet man nun eine Curve, deren Gleichung lautet^) 

Diese Gleichung ordnet jeder Geraden v der Ebene eine Curvc 
Bweiter Ciasso zu; den zweifach unendlich vielen Geraden der Ebene 
entsprechend repräsentirt daher (4) ein Kegelsehnittgewebe. Für das- 
selbe gilt der wichtige Satz: 

IS. Die Punktepaare des Gewebes (4) sind harmonisehe 
Pole der Hessiane des Netzes 

(5) Kfpix, x) + Xi>{x, x) + ^t{x, x) = 0. 

Soll nämlich eine Curve zweiter Classe (4) ein Punkte paar x, y 
darstellen, so müssen die Relationen besteben 

(6) 2{vipiy,). + Vi^^i^t + üsPs^j) = x^yi + xiy.. («, A =- 1, 2, S). 
Multiplicirt man nun (6) mit ß,i und suraraii-t mau wowoh! über 

% als über l von 1 bis 3, so folgt mit liücltsicht auf diiw System (9): 

und ebenso würde man analog erhalten 

('») '>- 'S %""'«'■ ™''o-22«'«*. 

womit gezeigt ist, dass die Punkte x und y harmonische L'ole der 
Hessiane des Netzes (5) sind. 

Dem soeben bewiesenen Theoreme steht reciprok das folgende 



S, Die Geradenpaare des Netzes (5) sind harmonische 
Polaren der Hessiane des Gewebes (4). 

Die Goordiuaten m; und Vi eines jeden im Netze (5) enthaltenoii 
üeradenpaares genügen nämlich dem System von Gleichungen 
(8) ^{xa,^., + X\„ -f- fnij,«) = u^Va + Mo«e (p, « = 1, 2, 3). 

1) Ma« vergleiülie liieren die auf die dualistisuli entspro eilenden Gobildü bei 
Ctuivon w^ Otduung aich beziehende Fnssnote zu S. 32. 
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230 ^I- AljBcliiiitl. § 25. 

MuItipHcitt mau (8) mit pi^|„ und euDimirt man über p nud e 
von 1 bis 3, so ergeben sich wegen (2) die drei (Gleichungen 

P) ^^•p,„»,,v,-0 (.-1,2,3), 

aus denen hervorgeht, dasa die Geraden u und v harmonische Polaren 
der Heesiane des Gewebes (4) sind. 

Da nun ferner nach HI in § 22 jeder Punkt der Hesaiane eines 
Netzes »ugleich der Schnifctpnnkt Kweier dem Curvennetze angehörigeü 
Geraden ist und diese zugleich nach dem soeben bewiesenen Satze 
harmonische Pokren der Hessiane des Gewebes (4) sind, liegt jeder 
Punkt der Hessiane des Netzes (5) nach VIII in § 24 auch auf der 
Cayley'schen Ciirve des Gewebes (3). 

Und da dualistisch nach ÜI in § 24 jede Tangente der Hessiano 
eines Gewebes (4) zugleich Träger eines dem Gewebe angehörigen 
Punkfcepaares ist und die Punkte eines solchen Paares nach IX har- 
monische Pole der Hessiane des Netzes (5) sind, so ist jede Tangente 
der Hessiane des Gewebes (4) nach VIII in § 23 zugleich auch Tan- 
gente der Oajlej'sehen Curve des Netzes (5). 

Es läast sich somit die Hesaiane des Netzes (5) auffassen 
als die Cayley'sche Curve des Gewebes (4), und umgekehrt 
die Cayley'sche Curve des Netzes (5) als die Hessiane des 
Gewehes (4)i). 

Die Eigenschaften dieser beiden Cvirven lassen sich daher un- 
mittelbar auf einander übertragen. 

Die Theoreme H, IV, IVa, V, VIHa und Vlllh in § 24 Hei'em 
z, B. für die Hesse'sehe und Cayley'sche Curve des Gewebes erster 
Polaren 

d. h. für die Cayiej'sche xmd Hesse'sehe Curve des Netzes 
( ! 1) x(p{x, x) + XMx, X) ■{■ tix(x, x)^0 

sofort die folgenden Sätze XI, XH, XHa, XTH, XIV: 

XL Die acht Seiten zweier vollständigen Viorscito, deren 
Paare von Gegenecken conjugirte Pole der Hessiane des 
Netzes (11) sind, berühren einen Kegelschnitt. 

1) Der hier gegebene Beweia ist im Grunde auf den l'all beschräukL, ilasa 
<\ie dvei Kegel schnitte (8) keinen Punkt geiiieiosani haben; diceu lieflohräiikung 
wird in g 26 duroli den Beweis der heideo Theoromo (38) and (30) TollatHjniig 
aufgehoben werden. 
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Weitere Sätze ülier die Caylej'sche und Heanc'ache Curve. 2.äl 

üeHn die Hesaiane dieses Netzes lässt sich auch auffassen ala 
Cayley'sche Curve eines Gewebes; nach VII in § 24 gehört aber jeder 
Punkt dieser Curve einem Punktepaare des Gewebes an, so dass jedes 
der beiden Vierseite durch seine Seiten eine in dem betreffenden Ge- 
webe enthaltene Kegelsehoittschaar bestimmt. Nach II in § 24 haben 
aber die zwei so entstehenden Kegelschnittschaaren eine Curve zweiter 
Classe gemeinsam, d. h. jene acht Seiten berühren einen Kegelschnitt, 

XII. Wenn zwei Seitenpaare eines vollständigen Vierecks 
eonjugirte Taugeuteu der Cayley'schen Curve eines Kegel- 
schnittnetzes sind, so bilden auch die Geraden des dritten 
Paares conjugirto Tangeuten dei- gleichen Curve. 

Xlla. Eine Tangente u der Cayley'schen Curve eines 
Netzes schneidet zwei eonjugirte Tangenten s und e der- 
.selben Curve in zwei Punkten, von welchen sich noch zwei 
weitere eonjugirte Tangenten t und r der Curve legen lassen. 
Die Verbindungslinie der Punkte {t, ö) und (s, t) ist überdies 
die zu u eonjugirte Tangente v. 

XIII. Die Gerade, welche die Berührungspunkte zweier 
conjugirten Tangenten h und v der Cayley'schen Curve ver- 
bindet, ist selbst Tangente an diese Curve, und zwar eon- 
jugirt zu der dritten Tangente, welche vom Punkte {ii,v) au 
die Cayley'sche Curve gelegt werden kann. 

XIV. Die Geraden, welche irgend einen Punkt p der Hes- 
aiane des Netzes (5) mit zwei conjugirten Polen verbinden, 
bilden eine Involution. Die Doppelstrahleu dieser Invo- 
lution bestehen aus dem durch den Punkt gehenden Paaro 
conjugirter Tangenten der Cayley'schen Curve. 

Wendet man diesen Satz XIV nach dem bekannten Principe der 
Dualität an auf die Hessiane des Gewebes (10), d, h. auf die Cayley'sche 
Curve des Netzes (11), so folgt: 

XV. Die Punkte, in denen irgend eine Tangente der 
Cayley'schen Curve des Netzes (11) von zwei conjugirten 
Tangenten dieser Curve getroffen wird, bilden eine Invo- 
lution. Die Doppelstrahlen derselben bestehen aus dem auf 
der Tangente liegenden Paare conjugirter Pole der Hessiane. 

Lässt man die Spitze des in Satz XIV erwähnten Strahlensystems 
in einen von zwei conjugirten Polen p und jr der Hessiane rücken, 
so ergibt sich: 

SVI. Die Tangente eines Punktes p der Hessiane und die 
Verbindungslinie dieses Punktes mit seinem conjugirten Pole 
% liegen harmonisch zu den beiden conjugirten Taugeuten 
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der Cayley' sehen Curve, welche ausser ^je noch an die Gay ■ 
ley'ache Curve gezogen werden können. 

L'dsst man analog den Träger des Punktsystems in XV mit einur 
von zwei conjugirten Tangenten der Cayley'sehen Ourve zusammen- 
fallen, so folgt der Sa.tz: 

XYII. Jede Tangente der Cayley'sehen Curve des Netzes 
(11) trifft die Hessiane in einem Paar conjugirter Pole, Aas 
harmoniach liegt num dritten Schnittpunkt mit def Ressiane 
und Kum Berührungspunkt mit der Cayley'sehen Curve. 



§ 26. 
Uöber conjiigirte, Mnoare KogelschnSttsystcme ^). 
Der Satz, dass ein Kegelschnitt durch fünf Tangenten im allge- 
meinen vollständig und eindeutig hestimmt ist, hildet nur einen spe- 
ciellen Fall des folgenden Satzes: 

(1) Es gibt nur eine einzige Curve zweiter Classe, die 
conjngirt liegt^) zu den fünf gegebenen Curven zweiter Ord- 
nung /■i(a;,a;)-=0 (i= 1,2,3,4,5), vorausgesetzt, dass nicht 
zwischen den fünf Ausdrücken fi,{x,x) eine lineare IdentitUt 
stattfindet. 

Es ist also vorausgesetzt, dass keine ßelation stattfindet von der 
Form 

(2) Kf,{x, x) + XJ.,{x, X) + hh{x, x) + l^x, x) + y\{x, ^) =0, 
oder dass nicht gleichzeitig die sechs Gleichungen erfüllt werden: 

(3) X^aii-{-hfii^'\-h<kk-\-K(^i!^-^heiT==-^ (i,fc = l,2, 3), 

in welchen «ü, ö,;,, ... die Coeffieienten in den Gleichungen der fünl' 
gegebenen Curven zweiter Ordnung bedeuten. 
Soll nun die Curve zweiter Clasae 



(4) <f(»,«)^j2^« 



1) Die Grundlage zu dpn bi i behimdelten infgfiben findet sich dei Haujit 
Bache nach BchoB hei Hfsafl in dei Ahhanrllaug ,,De ourvis et auiierliutbua 
BPcnndi otdimi", Jouroal füi die reim; und angew,indie Mathematik, Ed 20, S 293, 
§ 8, 1840 Ueber die DeutnDg ier simnltanen Tuvariinte = Teigleii,he man 
aui,h Hesae ^ Abhaudlnog ,,Ui,hei die goometiiBche Bedeutung dei hneuen Bi 
dmgimgspleiehune zwischen den CoefflcientLn eiiiti GleichiiBp; zweiten Iti iJp8 ' 
in leniselbeti Touinal, Bd 45, 3 82—90, 18Ö2 

3) Vgl au djeaei BeMiehnuBgswrise S 162 
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System tod fünf KKäölsülinittun, 

conjugirt liegen zu den fünf Curven dix, x) = C 
(4) naelt S. 162 die fünf GleieliuHgen bestehen 



(ö) 



(6) 



.. + 2«,.«,s + " 



, +2«,,«,3+2«,,«,, + , 



muas die Determinante versehwinden: 



Uj' Mj«^ 



MaMg 



Auch können hier die Coefficienten der Quadrate und Producte 
tiiUii nicht sämmtlich Null sein, weil auf Grund der Voraussetzungen 
über die Ausdrücke (3) mindestens eine der sechs ünterdeterminanteii 
der in der letzten Horizontalreihe von (6) stehenden Elemente von 
Null verschieden ist; es stellt mithin (6) die Gleichung der gesuchten 
Ourve zweiter Classe (p(m,m) = dar. 

Man erkennt aucli sofort aus (5), dass diese Curve conjugirt liegt 
zu jedem Kegelschnitt des Systems 

Es gilt nun ferner der fundamentale Sata: 

(7) Jede Curve zweiter Ordnung ft^{x,x) =^^), welche con- 
jugirt liegt zu (4), hat eine Gleichung von der Form 

(8) f, ^-- C,A + F>/> + fcf, + ,»./. + Hh - 0. 

Sind nämlich /j^ die Coefflcieiiteu von f'g(,x,x) = 0, so tritt au 
den Relationen (5) noch hinzu 

«iifi. + äxu/ls + "«& + a«../» + 2«../.. + %./» ~ ö; 

es verschwindet also eine Determinante, die aus (6) dadurch hervor- 
geht, daas man in der letzten Horizontalreihe UiUi, ersetzt durch fuc. 
Nach einem fundamentalen Satze der Determinanteutheotie gibt es 
also sechs Factoren Aj, ...A^, für welche die sechs Gleichungen be- 
stehen 

(9) Ä,a,k + l^iii -\r h^i» + k<-hi + h^a + hffk = 0; 

dabei luuss A^ voji Null verschieden sein, weil sonst gegeji Voraus- 
; die Relationen (3) erfüllt würden. A.us (9) folgt daher 
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U. ALiMclinitt. § '26. 
^;=~'- C; = l,2, 3, 4, 5) 



gesetzt wird; luermit ist (7) 1 

Sind die fünf Kegelaehnifcte fi{x,x) ■-— Doppelgeradeii, situ! uisu 
ihre Gleiehiiugen von der Form m^'" = 0, so iat die Curve zweite)- 
Claase rp(u,u) = der Kegelschnitt, der die fünf Geraden ku Tan- 
genten hat, Für eine sechste Tangente f^ ^ uj'^^ = würde alsdann 
eine ähnliche Relation wie (8) bestehen, mau hat also den Satz: 

(10) Die Änsdrücke für irgend sechs Tangenten uJ-''>=^-0 
(i=l,2,.,6) eines Kegelschnitts genügen einer Gleichung 
von der Form 

und umgekehrt. 

Wir wollen nun dieselben Betrachiongen wie bisher anstellen 
für den Fall, dass nur vier Curven zweiter Ordnung gegeben sind. Es 
gilt hier der Satz: 

(11) Sind vier Curven aweiter Ordnung /i(a;,a;)=0 (i= 1,2,3,4) 
gegeben, zwischen deren Gleichungen keine lineare Identität 
stattfindet, so gibt es unendlich viele, einer Schaar an- 
gehörige Curven zweiter Classe, welche zu den vier ge- 
gebenen Kegelschnitten conjugirt liegen. 

Hier ist vorausgesetzt, dass nicht gleichzeitig die sechs Kelatioucn 
erfüllt werden: 

(12) A^aik-{- hhk + hCik-{-h^ik==0 (i,/t=1,2, lä), 

in welchen «uj ^u, ''H, ^Hi i^iß Coefficienten in den Gleichungen der 
vier gegebenen Curven zweiter Ordnung bedeuten, 

Soll nun die Curve zweiter Classe (4) conjugirt liegen zu den 
vier Kegelschnitten fi(x, x) = 0, so müssen die vier Relationen bestehe]] 

|'*u'*ll + 2«i2%2 + «22^23 + 2«i;j%y + 2KäBa,3 + «33"33 '^ '' ' 

«u'^ii + 2«3ä<^i2 + «aa^^a + 2ö:,3(iig + '^f^-^Ai + «33*^33 = <*• 

Auf Grund der gemachten Voraussetzungen muss nun mindestens 
eine aus Coefflcienten a, h, c, d gebildete Determinante vierton Grades 
der Matrix 
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(l'J) 



(15) 



(h% 



\\ '\% ^i% ^%t ^vi ^ki '■ 
lüden sein; es sei etwa, um die Vorstellung «li lixii'ej 



Csa 



Alsdaj 



(?ii (?,ä (^33 i?ia 
i stellen wir zusammen die fünf (Ueichui 



«U Ca + 2 Ki3 Ci2 + «33 Cgj + 2 «ig Cig = — (2 «g 






i^-|-2aj3«(^M3-|- K 



-2«„«,»5 +(2o„iis!i,H 



.")"0. 



Mit Hilfe der vier ersten dieser Gleichungen kann man «j^, ßi^, 
«23, «13 eindeutig und linear durch a^^ und a^^ ausdrücken, weich 
letztere Grössen vollständig beliebig bleiben, die so beiechneten Werthe 
von ffji, «13, Kgg, «13 setzt man nun m die letztL Gleiebung (16) ein 
und multiplicirt dieselbe mit der alsd-mn links im Nenner auftretenden 
Determinante d. Es ist noch zu brachten, ddss nur für a^^ = «^g = 
in der letzten Gleichung (16) dei link'i stehende Ausdruck für alle 
Werthe der u verschwinden kann Fände das Gegentheil statt, so 
mflsste der Coefficient von u^u^ und derjenige von ii^ gleichfalls ver- 
schwinden. Diese beiden Coefficienten sind aber u^^d nud «33^, es 
miissten also a^^ und «g^ verschwinden. 

Es gibt demnach unendlich viele Gurven zweiter Classe der oben 
verlangten Art, und zwar sind ihre Gleichungen von der Form 

ff33^(w, II) + «SS-t("l ") = **! 

wobei ßgj und a^g wiiikiirliehe Parameter bedeuten, oder, wie wir 

allgemeiner sagen wollen, ihre Gleichungen sind 

(17) «*(«,«) + (ix(«,«)-0, 

die einzelnen Curven gehören somit sämmtlich derselben Scbaar an. 
Auch erkennt man wieder, dass auf Grund von (16) jode Ourvc dieser 
Sehaar cunjugivt ist •/.». jedem Kegelschnitt des Systems 

(lu) .«,/; + (•/, + ftft + )•/.- 0. 
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236 li- ALacliintt. § ae. 

ümgekeiirt gut der Satz: 
(19) Wenn eine Curvii zweiter Ordnung f,^{x,x)^0 con- 
jugirt liegt zu jeder Curve der Scbaar (17), so ist ilire Glei- 
chung von der Form (18). 



Sciiaar (17); alsdann tritt zu den vier Gleichungen (13) noch hinau 
''ii^ii H" ^ßiaCia + <^s2^ä3 "H 2aj3ejg 4" 2Kg3eg3 ~!- «53% = 0, wenn wir 
mit ea die Coefficienten von f^{x,x} = bezeichnen. Werden diese 
fünf Gleichungen resp. mit X^, A3, A3, A^, A5 multipHcirt und hierauf 
addirtj und setzt man zur Äbküi-znng 

(20) [i, /c] = Aif(;i + L,hik + X.,Cik + l,d„^ + A^cu, 
so iblgt 

(21) «„[1, 1] + 2«,,[1, ä] + «,,[2, 2] + 2«,3|1, 3J 

+ 2«23[2, 3] + a33[3,3] = 0. 
Dom Fmstaiide zufolge, daas (p(ii,u) = der Sclmar (17) an- 
LfeliÖrt, ist die Gleichung dieser Curve von der Form 
!S 3 s 3 

wenn wir mit ya und iJfj die Coefficienten von jjj und ;[ in (17) be- 
«eichneii. Hier ist mindestens eine aus diesen Ooeffleienten gebildete 

Determinante der Gestalt ' von Null ver schiede 13 : nehmen 

I Sa Si^ I ' 

wir, um die Vorstellung zu fixiren, etwa an, es sei 

(22) nA,-r,A,^0- 

Wir denken uns dann ^^, Aj, A^j A^, A5 so bestimuitj dass alle 
Grössen [i,k] veraehwinden mit Äuanahme von [2, 3J und |3, 3J; hier- 
durch reducirt sich (21) auf 

(23) 2«as[2,3] + ß3B[3,3] = 0, 

wobei nochmals daraufhingewiesen werden möge, dass a!ii = ayiic~{- ßSn, 
und a, ß ganz willkürlich sind. Setzt man nun a = 1, j5 = 0, bezw. 
K == 0, ^ = 1, so treten an Stelle von (23) die zwei Gleichungen 

(24) 2f,,[2, 3] + n,[S, 3J = 0, 2d,3[2, 3] + ä,,\d, 3J = 0, 

aus welchen auf Grund von (22) folgt [2, 3] = 0, [3, 3] = 0. Hier- 
mit ist aber nun gezeigt, dass alle Grössen [■*, k] {i, k == 1, 2, 3) ver- 

schwinden, dass also in der That Cü = — — ^ ; auch 
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Ccweliß, conjngirt au eiiiftm Kogel^üliuittüftta, ^S57 

mu8s Af, in den Relatioueu [i, Ic] = von Null -verseliieiJen soiii, soaat 
würden gegen die Voraussetzung die Gleieliungen (12) bestehen. 

Wenn man speeiell als Curve f^(x,x) = irgend eine doppelt 
zu zählende gemeinsame Tangente iij'''>''=0 der Kegelschnitte ^(m,j() = 
und x(^'i m) = wählt, erhält man, da es im allgemeinen vier ver- 
schiedene solcher Tangenten gibt, den Satz: 

(25) Sind fi{x,x)^0 (i = l,2, 3, 4) die Gleichungen von 
vier Ourvea zweiter Ordnung, so lassen sich im allgemeinen 
auf vier verschiedene Arten Factoren Aj, Ag, Ag, il^ so be- 
stimmen, dasa ^xfi~\' ^a/ä ~l~ ^a/s "H ^1/4 '^^^ Quadrat eines 
linearen Ausdrucks darstellt. 

Uebrigens folgt hieraus auch umgekehrt, dass jede von vier ge- 
gebeneu, linear unabhängigen, ternären quadratischen Formen als 
lineare homogene Function derselben vier Quadrate (tij-^') dai'gestellt 
werden kann, so lange die Curven der Schaar «^(m, m) -j- ß% (u, w) = 
vier verschiedene gemeinsame Tangenten haben. 

Wenn nur drei Kegelschnitte gegeben sind, tritt an Steile von 
(11) der folgende Satz: 

(26) Sind drei Curven zweiter Ordnung /■;(a;,ic) = (i=l,2,3) 
gegeben, zwischen deren Gleichungen keine lineare Iden- 
tität stattfindet, so gibt es unendlich viele, ein Gewebe 
bildende Curven zweiter Ciasee, welche zu den drei ge- 
gebenen Kegelschnitten eonjugirt liegen. 

Jede Curve 9d(m,m)^ ^I _^a o:itMiWi:==0 des Gewebes musK sich 

also durch drei solcher Curven ausdrücken lassen in der l'orm: 

(27) f («, ») = r*(«, a) + «i(», ») + '1(», «)• 

Nach Voraussetzung können nämlich nicht gleichaeitig die sechs 
Relationen erfüllt werden 

(g8j AjO« + l^hik + X^Cii, = (i, h = 1, 2, 3), 

in welchen «^jt, ha, Ca die Coefficienten in den Gleichungen der drei 
gegebenen Curven zweiter Ordnung bedeuten; es muss also mindestens 
eine Determinante dritten Grades der Matrix 

I %^ a^g «32 ft[j ögj «33 1! 



von Null verschieden sein; es sei etwa, um die Vorstellung '/.a iixiren: 
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(31) 



(30) (i^\hi 'hi, i.3^0. 

I C,! C^2 ^S2 I 

Alsdaaii müssen analog zu (13) , bezv/. (1 ß) die fUeic.liinigen 
1j es teilen : 

I Ui^a,^ + 2ff,2a,3 + ci^as2 = — (2«j3«i3 + 2ci^i,a^3 + «agOsä) , 
1 «u &11 + 3 «13 ;),2 + «aä f'aa = - (3 «is ^is + 2 «as ögg + ß^ss ^bs) . 

1 + 2k,2% 4-ß23Cs3= — (2«i3Cis + 2«23C2ä + «8flC8B)j 
Ui,V + 2ßjaUi«2+ «2a< + (aWigMjMg + 2ß23W2W3 4- ffi33V) = 0. 

Mit Hilfe der drei ersten dieser Gleichungen kann man mm 
wieder «j^, «,2, k^^ eindeutig und linear ausdrücken durch €t^^, «^g, «gg, 
welch letztere Grössen ganz beliebig bleiben. Durch Substitution der 
Werthe von k,j, «jg, a^^ ii^ ^^ letzte Gleichung (31) erhält man 
einen Ausdruck zweiten Grades in u mit «j^, «gj, «gj als willkürlichen 
Parametern. Dabei sind die Ausdrücke zweiten Grades der «;, die mit 
''isi «231 0^33 multiplicirt sind, linear unabhängigj d, h. nur für «jj = «jj 
= «33 ^ kann der in der letzten Gleichung (31) links stehende 
Ausdruck für alle Werthe der u verschwinden. Fände das Gegentheil 
statt, so müssten die Ooefflcienten von ti^Ug, tt^u^, v,^ verschwinden; 
diese sind aber u^^d, K^^d, a^^d, es mÜssten also «u, a^s und «gg ver- 
schwinden. 

Es gibt demnach zweifach unendlich viele Ourven der oben ver- 
langten Art, und zwar sind ihre Gleichungen, wie wir nun allgemeiner 
sagen können, von der Form (27), sie gehören somit aammtlich dem 
selben Gewebe an. 

Auch erkennt man wieder, daes auf Grund von (31) jede Cnrve 
des Gewebes (27) conjugirt ist zu jedem Kegelschnitt des Netzes 

(32) h/i + Cifi + fcf. - 0- 

Umgekehrt gilt der Satz: 
(32a) Wenn eine Curve zweiter Ordnung f^isc, x) = Q con- 
jugirt liegt zu jeder Curve des Gewebes (27), so ist ihre 
Gleichung von der Form (32). 

Zum Beweis dieses Satzes sei iy(M, m) b^ ^T ^jt öaMiifj. == 

irgend ein Kegelschnitt des Gewebes (27); alsdann tritt zu den drei 
ersten Gleichungen von (31) noch hinzu 

wenn wir mit du die Coefficienten von fi,{x, ä) = bezeichnen. Durch 
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Kegelsclmittaet?,, oünjugirt Kiiiii ftonju^irteu (Jewebe. 2l.i9 

Multiplicatioü dieser vier Gleichungen mit Ij, 1^, A^, 1^ und Ädtlitioii 
erhält man 

(33) <.,,(!, 1) + 2«,,(1, 2) + «,,(2, 2) + ä«„(l, 3) 

+ 2r,,,(2,3) + «33{3, 3) = 0, 
wobei Kur Abkürzung gesetzt ist 

(34) (i, &) = A.aa -f A,6i4 + k,e,t + A^t?,-,. 

Dem Umstände zufolge, daaa q>{u,v,) = dem Gewebe (27) au- 
getÖrt, ist die Gleichung dieser Curve von der Form 

wenn wir mit ya, Sa, e;^ die Coefflcienten von i/i, ^ und ij in (27) 
bezeichnen. Ea ist nun mindestens eine aus diesen Coefficienten 
gebildete Determinante von Null verschieden; nehmen wir etwa, a,n, 
es sei 

j ris ^3 ras I 

(35) I «13 ö\., 1*53 1^0. 

I ^13 hB hi i 

Wir denken uns alsdann die Verhältnisse A^ : Ag : Ag : A^ so be- 
stimmt, dass die drei Grössen (1,1), (1,2) und (2,2) verschwinden, 
wodurch sich (33) reducirt auf 

(36) 2«„C1, 3) + 2«„(2, 3) + .„(3, 3) = 0, 

und hier sind in tta '= y ■ y^ -\- 6 • Sm -\- e ■ e,j,. die Para,meter y, d, e 
ganz willkürlich. Setzt man nun eimnal y = 1, (J =; e ^^^ Ü, ferner 
ö = 1,, y = £ D= 0, endlich i = 1, y = d = 0, so treten au Stelle 
von (3ß) die drei Gleichungen 

(2^1,(1, 3) + 2y,3(2, 3) + y,,{S, 3) = 0, 

(37) 2öi3(l, 3) + 2*33(2, 3) + 033(8, 3) = 0, 
\2,„{1>Z) + 2.,,(2, 3) + £3,(3, 3) = 0, 

aus welchen auf Grund von (35) folgt (1, 3) = (2, 3) = (3, 3} -- 0, 
Mithin verschwinden sämmtliche Grössen (i, Ic), nach (34) ist also in 

der That dik = j ; auch muss A^ von Null ver- 
schieden sein, sonst würden gegen die Voraussetzung die Gleichungen 



Das Theorem (32a) ist, wenn man von einem directen Beweis 
absehen will, im Grunde schon durch (26) erwiesen. Denn alle ter- 
näre quadratische Formen, die zu drei gegebenen, linear unabhängigen 



y Google 



240 n, AlisclinHt. § BG, 

quadratischen Formen vou contragredieriten Veränderlielieji conjugirii 
sind, lassen sich nach (26) als lineare Functionen dreier linear unab- 
hängigen quadratischen Formen ausdrücken. Da nun in (32 a) die 
drei gegebenen (linea,r unabhängigen) Formen /j, /g, /g eonjugirfc sind 
zu den drei Formen ip, %, ti in (27), so muas jeder Kegelschnitt f^, 
der zu jeder Cnrve des Gewebes (27) eonjugirt sein soll, eine Glei- 
chung haben vou der Form 

f. 3 (■/, + (•./; + ,••=/■.■ 

Mittels der bisherigen Betrachtungen lassen sich sofort die Kwei 
fundamentalen Theoreme beweisen: 

(38) Die Cayley'sche Curve des Gewebes (27) ist identisch 
mit der Hessiane des Netzes (32), und: 

(39) Die Hessiane des G-ewebes (27) ist identisch mit der 
Cayley'schen Cnrve des Netzes (32). 

Nach VI und VII in § 24 besteht nämlich die Cayley'sche Curve 
des Gewebes aus den Punktepaaren des Gewebes; diese sind aber con- 
jagirte Polenpaare des Netzes. Umgekehrt wird nach I in § 24 die 
Hesse'sche Curve des Gewebes eingehüllt von den harmonischen Po- 
larenpaaren des Gewebes; diese sind aber identisch mit den Geraden 
paaren des Netzes. 

Der Vollständigkeit halber sei noch darauf aufmerksam gemacht, 
dass aelbstverständlieh die zu vorstehenden Sätzen dualistisch ent- 
sprechenden in analoger Art zu beweisen sind. Auch gilt das Beweis- 
verfahren noch bei beliebig vielen Formen mit einer willkürlichen 
Anzahl von Veränderlichen. 

Ein eleganter Beweis der in vorliegendem Paragraphen abgeleiteten 
Sätze kann allgemein auch mit- Hilfe eines von Herrn Brill ge- 
fundenen fundamentalen Theorems') gegeben werden. 

1) Brill: „Ueboi' ?.wei BerähvuügBproblemii" , Math. Annalen Bd. 4, S. 530, 
1871; vgl. aucli Pasch: „Zur Theorie der linearen Coraplese", .lonnial fCir die 
reine und angewandte Matheniatilc, Bd. 75, S. 108, 1872. 
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Änliaiigo 

Ergänzniigeii zur voraustelicudeu Theorie und Liisniig yoii Aufi;a."beii. 

Anwendung von § l—S. 

1. Das Produet \W tat positiven Wevtli, wenn der Einlieits- 
punkt trjgüiial gelegen iat, negativen Werth bei tetragonaler Lage^). 

Liegt der Einlieitspunkt E im Inneren des Dreiecks, so ist Wh.j 
sicher positiv; beim Uebergang von B ia ein tetragonales Feld ändern 
eine der Grossen hi das Vorzeichen, das Produet wird also negativ; 
beim Uebergang ans dem Inneren des Dreiecks in ein trigonalea Feld 
ändern zwei der Grössen % das Vorzeichen, das Produet bleibt also 
positiv. 

2. Bei beliebiger Lage dcH Eiiilioit^ipunktes ist das Produet 
?^^ positiv, wenn der znsehöH^e Punkt P trigonal gelesen isl, 
negativ bei tetragonaler Lage. 

Aus (1)^) und ans einer Bemerkung S. 2, Zeile ll-i — 9 v, n. geht 
hervor, dass bei trigonaler Lage des Punktes P das Produet der qi 
stets gleiches Vorzeiehen hat mit dem Produet der Ih (positives oder 
negatives Vorzeichen, je nachdem E trigonal oder totragonal gelegen 
ist). Ebenso folgt, dass bei tetragonaler Lage des Punktes P das 
Produet der qi stets das dem Prodaet der Ä,- entgegengesetzte Vor- 
zeichen hat, und zwar ist das Produet der g^ positiv oder negativ,, je 
nachdem der Einheitspunkt tetragonal oder trigonal gelegen ist. Bei 
tetragonaler Lage des Punktes P ist also der Quotient ry i^ in der 
That negativ. 

1) Wii sagen im FolgeaUpc ein. Punkt liege trigonal, wenn er im Inneren 
oder m einem dPi diei trignnaleu äTelder des Coordinateadieieoks gelegen ist; 
hingegtü hegt ei teti igonal, wenn er eich in einem der drei tetragonalen Felder 
befißdet 

2) Die m Klammein eiageacbloasenea Zahlen, denen keioe Seiten- oiicr 
Paragtaphenin'il beigftust ist, bezeichaen die Hummern der Aufgaben des Anliiinges. 
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3. Ein Punkt mit den Coordinaten x-^ix^ix. liegt tr 
oder tetra.gonal, je naehdem der Ausdruck 



positiv odor negativ ist; die Lage des Einheitspunktes ist 
dabei ganz winkörKch. 

Führt man in das Product /,^/ für die qi aus (6), S, 3 die 
Werthe ein, so yerwandelt sich dasselbe in -' \ ^) VV~ O'^sr i'i 
— PtPsPx 1 a 3 — ^. fjjig]^ Mültiplieation mit dem positive« Factor 
pj' erhält man den Ausdruck x^x^x^PiP^p^ (i'iS^i +^'3!^ +i'9^s)f ^^i^ '^'*' 
f^^^iPi^i+Pi^i+PiO^i) luid ""i: p^- gleiches Vorzeichen hat 
und bei Anwendung von (2) obigen Satz liefert. Das Vorzeichen 
des Ausdrucks ändert sich Übrigens nicht, wesin man die jp; 
und «( (i ^ 1, 2, 3) durch Werthe ersetzt, die ihnen propor- 
tional sind. 

4. Gegeben sind drei Geraden 11^ = 0, v^ = 0, w^- = und die 
unendlich ferne Gerade p^, = 0, bezogen auf ein Coordinatendreieck 
mit den Seiten 3:, =0, 1^3 = 0, % = 0. Wann liegt ein Punkt mit 
den Coordinaten J/iij/aiJ/s trigonal in Bezug auf das durch «,, = 0, 
«I ■= 0, Wj, = gebildete Dreieck, wann liegt er tetragonal? 

Um dies zu nntersneben, setze mau pMj, ^= X,, ^v^ = Xg, 
QtVx = Xy, wobei p einen Proportionalitätsfactor bedeutet. In Folge 
der Relation 



Wi W^ «Cg 

Pi P, Ps 



= 



oder 

(uvw)px = {pviv)if,T: + {piou)v,^ -\- {puv)wx^) 
hat man 

Q^UVW^Px = (pDW))X^ 4~ {pivu)X^ ~\- (puv)X.^, 

so dass also die Gleichung der unendlich fernen Geraden ira Coordi- 
natensystem der Xi die Gestalt erhält 

(pvw)X, + (j)wu)X, + (puv)X^-^.F,X, -i- I\X, + Pi,X, =0. 

1) {uvi«) ist am- Abkürzung gesetzt für 2,' + (^^,^'.,^l^.|), iinalogRU gilt von 
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Transversalen, 
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Die Coordinaten tles Punktes y im Coordinatensystem der Xj seien 
r, : Ya : Tß ; nach (3) liegt alsdann der Paukt Y trigonal oder tetragonal 
in Bezug auf das durch u^ = 0, Vx = 0, Wi, == gebildete Dreieck, jo 
nachdem 

^jr^ (Pi r^ + P, 7, + F, Y,) > oder < 0, 
d, h. je nachdem 
V,%'[(p^«')«, + (g^'*)^,+ (ff'^^>,j _ JW!?^^>0 oder <ü 

Der jedenfalls positive Factor p* wurde hierbei ausser Acht gelassen. 



5, Die Gleichung einer Geraden, die durch den Schnitt- 
punkt der Geraden Ux = und Vx = 0, sowie durch einen 
Punkt y hindurchgeht, ist VyU^^ — fiyV^ = 0. 

In Mit — ■ Aua ^ ist l so zu bestimmen, dass diese Gleichung 
durch y erfüllt wird. Ersetzt man Vx = durch p^ = 0, so folgt: 

6. Die Gleichung einer durch den Punkt y parallel zu w^ = 
gezogenen Geraden ist PyU:^ — '^t/P^ == 0- 



= des Coordi- 
it die Gleichung 



7. Die „Schwerlinie", welche die Ecke «g = % ■ 
natendreiecks mit der Mitte der Gegenseite verbindet, 1 
ih^ — Pa^s = 0. 

Die genannte Verbindungslinie iat die vierte Harmoniache zu 
3^2 ^ 0) 3^3 = und zu der durch a^^ = a^g = gezogenen Parallelen 
der Gegenseite; letztere ist aber nach (6) gegeben durch i^a^a+i'a^s^™'^. 

8. Die Gleichung der Halbirangslinie des von den beiden Geraden 

«,„ = und &s = gebildeten Winkels ist ; ■ = 0, 

Jeder Punkt der Halbirungslinie hat von boiden Geraden gleichen 
Abstand; mit Anwendung von (1) in § 2 ßndet man die Gleichung. 
Aus den Bemerkungen zu (21) in § 1 folgt, dass die Gleichung die 
Halbirungslinie desjenigen Winkels der beiden Geraden darstellt, in 
welchem der Einhoitspunkt liegt, wenn man das Vorzeichen von 
ym{a,a) und "|/(»(ö,&) mit demjenigen von üj -}- a^ -\- %, bezw. 
&^ -j- &3 -|- 63 übereinstimmen lässt. Gibt man nur einer dieser Wurzeln 
ein anderes Vorzeichen, sc erhält man die Halbirungslinie des Winkels, 
in welchem der Einheitspunkt nicht liegt. 

Beide Halbirungalinien zusammen sind dargestellt durch 
w (b, b) ■ ax ^ CO (ß, ö) ■ hj' = 0. 
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244 Anhang zu @ 1—3. Mr. 9—15. 

Ibs besondere folgt: 

9. Die Gleiclmns — =i= — ■ — J^ = repräsentirt die Halbiriiiies- 
linie desjenigen Winkele der beiden Seiten z.^ = 0, a^g = des Coor- 
dinatendreieeks, in welchem der Einheitapunkt liegt, ; 
die Ha!bJi'ua2s!inio des Nebenwinkels, 



■1^ 



10. Die Gerade, weiche durch den Vi 
gezogen wird, hat die Gleiebimg 



dit '< 



)rmul i 



I Vi 'A P-i i 

Denn sie geht durch y und das Normal encentruiu von »(.i, --= 0. 
Insbesondere folgt: 

11, Die Gleichungen der Höhen des Coordinatendreiecks sind: 

19. Die Coordinaten der Mitte der Verbindungslinie zweier Punkte 
y und 3 sind j/ij), + ^iPy, (* = 1. 2, 3). 

Irgend ein Punkt der Verbindungslinie hat Coordinaten 
S. + ia, (i-1, 2, 3); 
der unendlich ferne muss erfüllen p^ -|- Xp^ = 0, für ibii wird 

i = ~i)^:jj,; 
dem Mittelpunkt der Strecke (j/s) entspricht als viertem harmonischem 
Punkte zu y, ä und zu dem unendlich fernen Punkte der Werth 

Die Gleichung des Mittelpunktes ist p^u^ -\- Pi/Ui ---^ 0. 

13. Die Gleichung des Mitteilothes der Verbindungslinie zweier 
Punkte y und s ist i). (^ ^^ — P;, (^ ^^^ = 0. 

Sind 

«'i = y^^s ■■■- V'A^ % = Vi^y — ?/i%> ''ii ^^" ^^^9 ■■■■■ y««i 

die Coordinaten der Verbindungslinie iys), so ist die Gleichung des 
Mitteilothes nach (10) und (12): 
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= oder p, (^ "") — jj,, {' '') -= 0, 



Wittellotli. Soluverpimkt. 24^ 

die nach EiüfiihruTig der Vt in die Gestalt gebracht werden kaim 
: »u ""lä «»13 PiP^ + ^'Pn ^1 I 
; ^si ^li «»as V^P^ + '^-^Py ^% 
I «Kl »SS tOsB J/3P, + SaJV 3:^ 
■yi ?/2 !/3 

I h h H ^ i 

Insbesondere folgt: 

14. Die Miitellofche der Seiten -x^ = 0, «g ==^ 0, rr<, = des Coor- 
djnatendreiects haben bczw. die Gleiehungen 

Ksl'a — <^xiP^^^ — ^niP'iH '- Pi'^fd = 0- 

Zum Beweis, dasa sich diese drei Geraden in einem und dem- 
selben Punkte schneiden, mulfcipüeire man ihre Gleichungen resp. mit 
Pt^! Pi) Pi ^^^ eliminire die Grössen cotipi vermittelst der Relationen 
wie fl)^i_Pi = — (s'iai's ~l~ '^'isi'a)? '■'• ^- ^- Werden hierauf die drei 
Gleichungen addirt, so ergibt sieh eine identisch verschwindende Summe. 

Die obigen Gleichungen der Mittellothe können noch in eine andere 
Gestalt gebracht werden, welche zeigt, dass diese Geraden durch die 
Ecken des dem Coordinatendreieek parallel eingeschriebenen Dreiecks 
hindurchgehen. IVlultipliciit man nämlich z, B. die Gleichung des 
Mittellothes von a^j = mit p^ nnd ersetzt a^iP, wieder durch 
— («läJ's + WisPs)' so erhält man: 

Die Mittellothe von a;^ = and % = werden: 

Dftss die in den % linearen Klammerfactoren die Seiten des dem 
Coordinatendreieek parallel eingeachriebenen Dreiecks darstellen, wird 
in (22) gezeigt. 

15. Der Schwerpunkt des Coordinatendreieek s hat die 
Coordinaten 

Folgt sofort aus (7). 
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16. Die Mittelpunkte dea dem Coordinatendreieck eiii- 
geschiriebenea und der drei angeschriebenen Kreise haben 
die Goordinaten 

^1 : ^ ■• % = ± )/«;; : ± y~o>Z : ± Ym,, , 
wobei gleielie Vorzeichen der drei Wurzeln dem eingeschriebenen Kreise 
entsprechen, falls der Binheitspunkt innerhalb des Dreiecks gelegen 
ist; die Übrigen Combinationen der VoiKeichen liefern die Mittelpunkte 
der drei an geschriebenen Kreise. 

Folgt sofort aus (9). 

17, Der Höliensehnittpuukt des Coordinatcndreiecks 
hat die Coordinaten 



Folgt sofort aus (11). 

18. Der Mittelpunkt des dem CoordinatendroJcck um- 
schriebenen Kreises hat die Coordinaten 

Folgt sofort durch Berechnung dea Schnittpunktes der Mittellotlm^ 
deren Gleichungen in (14) gegeben sind. 

19. Man bestimme für das Goordinatemlreicck die Coordinaten 
dea Mittelpunktes N des eingeachnebenen Kreises, des Mittelpunktes M 
des umschriebenen Kreises, des Schwerpunktes S, des Hßhensehnitt- 
punktes H, wenn der Einheitspunkt E Jn einem dieser vier Punkte 
gelegen ist. 

Das rait Hilfe von (15) — (18) durch Einführung der Stücke des 
Ooordinatendreiecks leicht abzuleitende Resultat möge folgender Tabelle 
entnommen werden, in welcher «, ß, y die Winkel das Dreiecks be- 
zeichnen. 





Einheitepunlit 


- 


EiEheitaptmkt in M j Einlieitspunkt in B 


Emkeitspnnkt in U 


Ooord. T 


nJV 


1,1:1 


1 1 1 ; . . „ . 


00..,»,, CO., 


Coord.T 


nJHf 


CO.. :■».!!, 


coay 


1 ; 1 : 1 Binaffi:sin2ß:Ein3y 


COB»a!COS*p:cOBV 


Cooiä. y 


onS 


1.1. 


ir. 


ii^=s^=s^ ^■■^■■^ 


cotK : cotp : coty 


Co»,,.v 


onS 


1 1 

p,o."i- 00.(1 ' 


X 
cnay 


\ 1 1 


I :1M 
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Unondlioh. ferne Gerade. Parallel ebgeschriebeues l'reiocl!. 24-7 

20. Man bilcle die Gleichung der unendlieli fernen Geraden, wenn 
der Einheitspuukt eine der vier eben genannten Lagen hat. 
Die Gleichung der unendlich fernen Geraden ist allgemein 

h, ' /'s '^ ' flu -^ ' 

man iindet leicht nachstehendes Resultat: 



Einheitepunkt in N: 
Einheitspunkt in M 
Einheitsponkt in 8 
Biuheitspunkt in H: 



x^ sin a -\- x^ sin ß -{- % sin 7 = 0, 
3^ sin 2w + ^3 sin 2ß -]- «g sin 9^ == 0, 

aij tg ß + aig tg (5 + 3!;, tg 7 "= 0. 



21. Welche geometrische Bedeutung haben die drei Geraden 

''i^i ~H "a^s — *'3% ''^ O, 
wenn 

«laij + o^a^a + v^a^^ = 
irgend eine fest gegebene Gerade darstellt? 

Wir brauchen nur eine Gerade zu untersuchen, etwa 
— V^Xi + v^x^ + V^Xs = 0, 
die Bedeutung der anderen ist dann analog. Diese Gerade ist offen- 
bar die vierte Harmonische zu v^ -^0 und zu dem Geradenpaare 
x^ = 0, v^x^ + VgX^ = 0, wobei letztere Gieiehung die Verbindungs- 
linie des Schnittpunktes von v^ = und x^ = mit der Ecke 
x^ = x^ = des Coordinatendreiecks darstellt. Man kann also sagen: 
Verbindet man den Schnittpunkt Q der Seite A^A^ oder a^ = des 
Coordinatendreiecks Ä^Ä^Äa^ und einer Geraden v^ = mit der Gegen- 
ecke Ai des Dreiecks, so reprasentirt — v^x^ -\- v^x^ + v^Xg = die 
vierte harmonische Gerade zu dem durch Q gehenden Geradenpaare 
A^A^, QÄ^ und zn V;, == 0. 

Die drei obigen Geraden schneiden also bezw. die Seiten w^ = 0, 
x^ = Oj a;^ = des Coordinatendreiecks in Punkten, tue auf 

t\Xi -j- Dg% -\- v^x.^ == 
liegen. 

Wenn man als Gerade v\ =0 die unendlich fei'ue wählt (*■';== i*;)j 
ergibt sich: 

33, Die Seiten des dem Coordiuatendreieck parallel ein- 
geschriebenen Dreiecks haben die Gleichungen: 

— Pi^i +-Pi'^2 +J'3^Q = ö, y^a^j ~-p.iX^ -f PiX^i = 0, 
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248 Anhang y.n @ 1 -3. Nr. 23—26. 

23. Man bestimme die Länge l der Normalem, welcLe vom 
Punkte y auf diejenige Seite des dem Coordinatendi-eieck parallel ein- 
g e seil ri ebenen Dreiecks gefällt ist, welche zu a;^ = parallel verläuft. 
Die Gleichung dieser Parallelen ist nach (32): 
— Pi^i -f i^a^s -^PsXi, = 0; 
filv die Coordinaten «j- dieser Gferaden wird 

0{u, m) = — -ipXtOiaPs 4- >^isPs) ^ ^'^iiPi\ 
(klier findet man nach (1) in § 2 

^ ^ -p^j, +^^^3 +ih y3 

3 Vi y»n (Pi Vi + Ih Vi + P» y,) 
Analoge Wcrthe ergeben sich für die Abstände des PiinktcR y von 
den beiden anderen Seiten des parallel eingeschriebenen Dreiecks. 

24. Die Geraden, welcbe die auf den Seiten x^ = 0, «a = "^j 

a;^ = des Coordinatendreiecks gelegenen Fusspunkte Ä', B', 6" der 

Höhen dieses Dreiecks verbinden, haben die Gleichungen: 

B'C) — ojgga;, + Og.Xg + w,a«3 = 0, 

CA.') »333^ — «ai^s + ""la^a = 0, 

A' B') Ktjgaii + lOsi^'t — ß*ia^3 = 0. 

Die (Joordinaten der Fusspunkte A',B',G' sind nach (II)- 

lur A') X, = 0, x^:Xg = cjjaicjig, für B') x^ = 0, a;, : a;^ =^ Wg, : m^,, 

Cur G") iCj = 0, «1 : 3^2 = Osi r o.,^. 
Hieraus folgen leicbt die otigen Gleichungen, 



25. Der Inhalt J eines Dreiecks, dessen Ecluin .P, 
Coordinaten haben x-y,%^,v,.^\ S'nJ/aiJ's) ■^u^^aj '^t S^g 
die Formel 



-/ = 






+ («, J/, ^.) 



wobei das positive oder negative Vorzeichen zu stehun hat, Je tiadi- 
ilcm das Dreieck 'P.^^^<^V^ mit dem Coordinatundreieck 1--2 — 3 (= Ä) 
gleichstimmig liegt oder nicht, d. h. je nachdem man beim Umlauf 
des Dreiecks P^P^ P3 im Sinne Pj — P^ — Pg die Fläche des Dreiecks 
auf derselben Seite hat wie beim Umlauf von A im Sinne 1 — 2 — 3, 
oder nicht. 

Bezogen auf irgend ein rechtwinkliges Hilfscoordinatensystem 
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Inlialt des Droieclis. 249 

seien x\y'; irJ',y"\ x"',y"' die Coordinaten der Ecken des Dreiecka 
PiPjjPg; mau hat ahdaun für den Inhalt J die Gleichung 



af" y" 

wobei das positive oder negative Voraeichen zu setzen ist, je nachdem 
die Seite P^Pg zur Seite T-^T^ so liegt wie die positive s-Axe zur 
[lositiven y-Axe, oder umgekehrt^). 'Zufolge (9) in § 3 bestehen nun 
zwischen den rechtwinkligen und Droieckscoordinaten der Ecken 
PjjPajPg Beziehungen von der Eorm: 

e'x' == AyX^ -\- i/^s^a -\- CiCCa e" x" = A^y^ ■-]- B^y^ ■•}- C^i/g 

6'y' == A^x^ + B^x^ + C^x^ e"y" = ^ä«/! + ^^y^ + f^sJ/a 

a' =-= Ä^x^ + Pg^ + C^x^ a" = il,y, + B^y., + C^y, 

a"'3:"' = ^jSi + P,Ä3 + (7,^3 

wobei die Grössen j4g, Pj, Cg jedenfalls den Coordinaten ^^jjigjjtg dyj- 
nneudlich fernen Geraden proportional sind. Dareli Einführung der 
Dreieekacoordinaten in den Ausdruck für J erhält man zufolge des 
MultiplicaÜoiistheorems der Determinanten 



]±{Ä,B^G,)-'^±{x,y^z,):^ 



2^ 

" -■- a 
nun sind abei 



±^' 



Ä^_ B^ B^_ 



die rechtwinkligen Coordinaten der Ecken des OoordinatendreieckH A, 
daher ^'^^^ibö,^ i (^i-ßaC3)'-^3-^^3*^3j ^'^o wieder das positive 
oder negative Vorzeichen gilt, je nachdem die Seiten 12 und 13 dos 

1) Wi fUen dip (ibiii^eii'! Ifiioht ilznleitead )Fc\ncltu / 1 ei leclitwink 
ligon Coot lin-iten iIb letiant vo"i,ui und bemeiken mi nocli dMS eine ähnl che 
Vorzeicheuregel wip iJie obige auei''t alleidiogB bei mdpiei Gelegenbeit von 
Gauss gegeben Hern d rftp in seinen Diaq iisitioaea goaeniles i-iica BuperficieB 
on vftB CoiiimentationeE boo leg Boient Gottint, le^ lid b & 10b 1827 od r 
Gavias Weike liigg \aa der kgl &eb d Wisamscli ai Gtttmgen Bd 4 S >2& 
odei in der deutscten von Heiin Waiigeiin besoigten Ausgabe S 10 (Oatwald a 
CiaEBiker dei' esactea WissenBohaften, Nr. 5). 
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250 AnhMg 'Ml g 4, li, Ni. 2ij--3a. 

Dreiecks A so zu einander liegen wie die positive a:-Äxe zur positiven 
i/-Ase, oder umgekehrt. Es wird folglich 

--I- J =- — -^-^ ^,^^ '-, 



und wir können nun sagen, dass hier das positive oder negative Vor- 
zeichen zu stehen hat, je nachdem die Dreiecke Pj^P^P^ und A gleich- 
stimmig liegen oder nicht. Mit Hilfe von As:jB^:C^=p^:p^: p^ er- 
gibt sich sofort die zu beweisende Formel. Man konnte au Stelte von 



V 



±(«^i!/s^.) 



dann -h 2J == ■^^^ ~7=^! ^^^^ Kwar wäre hier rechts "[/t düsaellie 

Vorzeichen zn ertheileii, welches PtP^p^ besitzt. 



Anwendung von g 4 — 6. 
30. Die (':Jleichung einer dem Coordinateudroieck um- 
schriebenen Curve zweiter Ordnung ist von der Form 

Die ijuadvatieehen Glieder müssen fehlen, weil die Gleichung er- 
füllt werden muss sowohl durch x.^ = a>g = 0, als durch a^g = rr j = 0, 
als durch % = a^g = 0. 

Dualistisch folgt: 

37, Die Gleichung einer dem Ooordinatendreiaeit ein- 
geschriebenen Ourve zweiter Oiasse ist von der Form 

38. Wie lautet die Gleichung einer dem Coordinatendreieck um- 
schriebenen Curve zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt die Ooordiuaten 
!/ii ^itVa besitzt? 

lu f(x,x)'^2(a,x^Xg-\-a2U\Xi-\-a^x^x^) = sind die a aus- 
zudrücken durch die j/; unter Berücksichtigung von 



folgt 
P?/i --■= ai(— «lÄ + a,ps + o^Ps), Qtj, -= n^iaah — 'h)h + "i^ft), 
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Mittelpunkt eiucs ICegelscliiiitts in spco. Lagt; zniii Ciiordiiiatentlieiecli, 2öl 
woraus man erhält 

mit q uuti e ala Proportionalitätsfactoren, 

39. Wie lautet die Gleichung einer dem Coordinatendreiseit ein- 
geschriebenen Oiirve zweiter Classe, deren Mittelpunltt die Coordinateij 
Pi,yä,?/3 besitzt? 

In ^{n,u)^2{a^U2V^ -^ a^u^ti^ -\- ttgii^u^) ^ Q sind dio k aus 
zudrücken durch die y; unter Berücksichtigung von 

folgt 

QVi = «aPä ■+- ßnft> QV'i = «a Pi + «1 ?'i] - P!/3 == «a Pi + «1 ?'. ^ 
woraus man erhält 
0Kj — p,(-pii!/i +!>,*;, 4-^)3 «'s). <J«8 =Pa(Piyi —Pi.y. -i'iJ.y.), 

rait y nnd 6 als Proportion alitätsfactoren. 

30. Die Gleichung derjenigen Curve zweiter Ordnung, wolche 
das Cooidinatendreieek zum Poldreiecfc hat und dereu Mittelpunkt die 
Ooordinaten y^, y^, j/g besitzt^ lautet 

l)i(i Gleichung ist nach (50), S. 33 von der Form 

andrerseits findet man nach (23), S. 25 für die Coordiiiatoi JenMiUei- 
punktes Pi-Pz' P3 = 'hiVi •^ssVi-'^ssVa! daher 

31. Die Gleichung derjenigen Curve zweiter Olasse, welche das 
Coordinatendreiseit zum Poklveiseit hat und deren Mittelpunkt, die 
Coordinaten j/^j j/g, jfj besitzt, lautet 

Die Gleichung ist von der Form ccj^u,^ -\- cc^ti/' -\- cc^ii^ = 0; 
andrerseits findet man nach (20), S. 43 J/iiJ/a'!/» '^^ '^il'i ■ "aPa -"aFai 
daher «i:«^:«^ = PiP-^yi'- PaPilft' PiP'iPs- 

32, In welcher Weise wird die Gestalt aller durch drei Punkte 
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SÖ2 Anhang zu 5 i--{;. Ni: 33— 3'i, 

A, B, G der Ebene gehenden Ciirven zweiter Ordnung durch die Lage 
ihres Mittelpunktes bedingt?^) 

Die ßlejchuog des dem Coordinatendreieck umschriebenen Kegel- 
schnitta mit dem Mittelpunkte y ist nach (28) 
f{x, x)~-.2{ y^{— p^y, + p^^j^ +lhys) "^^^ + ViilhPi —PsVa + lhys)^A 

oder 

2{y,ryX^x^ -f yiS^w^x^ + i/gfjXia:^) -= 0, 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird 

Ty = — p, »/i + p^y^ + ?Jgf/s 

Man findet nun für die Determinante Ä den Wcrtli 

A==2y,y^y^r,s,jt^; 
ferner wird 

F{p,p)^ 

^P,jr,jS,jfy. 

Die G rve zerfdUt also nein e ne lei Cooidinaten j/j gleich Null 
iat, d. h. wenn d<r Mittelpmkt y aut emu *:> ite des Dreiecks ABC 
liegt; man =ieht le cht, dasa albdann dei Kt ^eKthmtt ans dieser Seite 
und der Veibindun^slinie vun p mit der gegenüberhegenden Ecke be- 
steht. Itüekt y in eme der Lei en A B C so zei allt lor Kegelschnitt 
in die zwe , ii \et betr Ecl e ich schneiden leu Seiten von ABC. 
Die Discrimmante veischwiudtt auch noch enu oder s„ oder tg 
gleich Null ist d h (znfolgp 22) wenn y dul cmei Seite des dem 
Dreieck ABC j, iralkl om^eschriebenen Dieieck AB'C liegt; da 
alsdann auch F(j),p) = 0, so zerfällt der Kegelschnitt in ein Paral- 
lelenpaar, und zwar besteht dasselbe, falls z. B. y auf B'C liegt, aus 
der zu B'C parallelen Seite BG des Dreiecks und einer durch die 
gegenüberliegende Ecke A gezogenen Parallelen. 

Im Falle PiVi -i- P^y^ -^ PaPs =' ^ ist F(PfP) -=0, A^O, die 
Ciu've also eine Parabel. 

Aus dem Vorhergehenden erkennt mau, dass bei Aufstellung der 

1) Vgl. Stoiner; „Toocemi velfttivi alle coniche inacritte e oircoacritte", 
Joarnal Säe die reine und angewandte Mattematih:, Bd. 30, S. 98, 1846, oder Gior- 
n'ile areadioo di Koma, Bd. 09, S. 147— ISl, oder „Gewaiamelte Werk«", Bd. S, 
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Art d. Kegelschnitts hei trigonaler, rosp. tctragonakr Lage d. Mittelpunktes. 25f) 

Kriterien das parallel eingeschriebene Dreieck A'ß'C eine weaent- 
liclie Rolle spielt. 

Setzt man 'V'^i'i^i! ^y=!^2^%! i'i/=Pa^3i ^^ '^^''^'^ 

nnd 

Dieser Ausdruck ist nach (3) positiv oder negativ, je nachdem der 
Punkt r in Bezug auf das durch die Geraden I^- = (i = 1, % 3) 
gebildete, dem gegebenen Dreieck ABC parallel eingeschriehene Drei- 
eck Ä' li'C' trigonal oder tetragonal gelegen ist. Mit Bücksieht auf 
die in § 6 gegebenen Kriterien der Kegelschnitte folgt also: 

Der umschriebene Kegelschnitt ist eine Ellipse, wenn der Mittel- 
punkt in Bezug auf das dem gegebenen Dreieck parallel eingeschriebene 
Dreieck trigona! und im Endlichen liegt; bei tetragonaler Lage im 
Endlichen ist der Kegelschnitt eine Hyperbel. 

33. Man behandele dieselbe Frage wie in (32) für Gurven aweiter 
Classe, die einem Dreieck ABC eingeschrieben sind^). 

Die Gleichung dieser Curven wird nach (29) folgende: 

-^ qjCM,»0=i'i(~i'i?/i+i'ü!/a+i'3J/s)M3%+i'2O't!'i"^ä!/3 + Ä*'j)«»'"i 
+i'3(Piyi + PiVi — i'a^s)«!«!! = '^■ 
Bei analoger Behandlung dieser Gleichung wie zuvor gelangt mau 
im wesentlichen zu denselben Kriterien wie hei (32), nur treten an 
Stelle der Parallelenpaare natürlich Punktepaare, und ein weiterer 
Unterschied ist dadurch veranlasst, dass bei dem Werthe der Diseri- 
minantö der Factor y^y^y^ fehlt, so dass statt der früheren sich im 
Endlichen schneidenden Geradenpaare nuumehr Hyperbeln auftreten, 
welche diejenige Seite des gegebenen Dreiecks AUG zur Asymptote 
haben, auf der der Mittelpunkt y liegt. 

3i, Man behandele dieselbe Frage wie in (BS^) und (BS) für 
Curven aweiter Ordnung, die das Dreieck ABC (Coordinaten drei eck) 
zum Poldreieck haben. 

Die Gleichung dieser Cnrven ist nach (30): 

hier ist 

^ =■'PlPsPsyl'^y2^y^^ Hp,p) == piihPsHiy^yaiPiyi + p^iV^ -hpnyi), 

also folgt wieder mit Rücksicht auf (3): Sobald der Mittelpunlct y in 

1) Steiner a. a. 0., im Journal für die veino nnd. angewandte Matliotnatik 
Bd. 30, S. 97. in den „Gesammeltoii "Werken" Bd, %, B. 339. 
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eine Seite des Coordinatendreiecka rückt, repräsentirt die Gleichung 
der Curve diese Seite doppelt zählend ; der Kegelschnitt ist eine Ellipse 
oder Hyperbel, je nachdem y in Bezug auf das Dreieck ABC trigonal 
oder tetragonal liegt. Hierbei ist jedoch zu bemerken, dass einem im 
Inneren des Dreiecks gelegenen Mittelpunkte überhaupt kein reeller 
Kegelschnitt zugehört. Denn nimmt man an, dass der Binheitspunkt 
z. B. im Inneren des Dreiecks liege, ao sind die y; und Pi, mithin 
die . Coefficienten von x^^, x^^ und x^^ positiv, die Summe dreier 
Quadrate müsste also verschwinden. Die Curve ist eine Parabel, 
wenn y im Unendlichen liegt, jedoch nicht iuj uneudlich fernen Punkte 
einer Seite des Dreiecks ABC. 



35, Die Verbindungslinien der Ecken eines Dreiecks mit den aul' 
den gegenüberliegenden Seiten gelegenen Berührungspunkten eines 
eingeschriebenen Kegelschnitts schueiden sich in einem und demselben 
Punkte. 

Das Dreieck wird als Coordiuatendreieek gewählt; die Gleichung 
des Kegelschnitts ist dann von der Form 

Aus 

»,v(», ») = («,«, + «,«,){«..., + »,<jj - «,«,»,', 

geht hervor, dass — -| — ^ = und ~ -j — 5. = q die Berührungs- 
punkte des Kegelschnitts mit den Seiten Xg == 0, resp. a;^ =^ dar- 
stellen; analog ist — -|- -2. = der Bcrührungspnnht mit a^^ = 0. 
Es repräsentirt nun -^ -{ — ^ -| — ?- ^= einen Punkt, welcher auf d(!i' 
Verbindungslinie irgend eines der drei eben genannten Berührungs- 
punkte mit der gegenüberliegenden Ecke liegt, also gehen diese drei 
Geraden durch jenen Punkt. 
Duahstisch folgt: 

36, Die Schnittpunkte der Seiten eines Dreiecks mit den durcli 
die gegenüberliegende .Ecke geaogenen Tangenten eines uinschricbeiieji 
Kegelschnitts liegen in einer und derselben Geraden. 

Auch die Umkehrung von (35) ist giitig, nämlich: 

37. Die Vorbindungslinien irgend eines Punktes mit den Ecken 
eines Dreiecks sehneiden die gegenüberliegenden Seiten in drei Punkten, 
welche die Berührungspunkte eines dem Dreieck eingeschriebenen 

i bilden. 
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Sind j/i (i = 1, 2, 3) die Coordinateii des gegeljeneii Punktes, so 
haben die aiif den Seiteu x^ =0, x^ = 0, x^ = geiegeneii eben er- 
wähnten Schnittpunkte bezw, die Gleichungen 

!/ä% + 3/8% = 0, ys% + «/."i = Ö, y,«i + W'i^ = 0; 
andrerseits berührt der dem Dreieck eingeschriebene Kegelschnitt 
ccjii^Ug -f- «2%"! + «3Mi«2 = «. B, die Seite a^i = im Punkte 
— -^ — = 0, welcher mit y^ti^ + J/3W3 = identisch wird, sobald man 
ßg : Kg = - : -- aetzt, und analog ist es bei den Berührungspunkten 
mit a;^ = und a^ = 0. Der betreffende eingeschriebene Kegelsehniti; 
hat daher die G-leJchuns ^^^ + ^^^ + ^^^ = 'l*- 

* !/! ä/ü J/ä 

Ebenso gilt die Umkehrung von (36): 

38. Die Verbindungslinien der Ecken eines Dreiecks mit den auf 
den gegenüb erliegenden Seiten gelegenen Schnittpunkten irgend einer 
Geraden sind Tangenten eines dem Dreieclt umschriebenen Kegelschnitts. 

Aus (37) folgt mit Rttcksicht auf (15) sofort: 

39. Die Gleichung desjenigen Kegelschnitts, der die Seiten eines 
Dreiecke in ihren Mittelpunkten berührt, ist 

eine reelle fiilipso. 

40. Verbindet man einen Punkt P mit den Ecken einea Dreiecks 
und construirt man in jeder Ecke zu den zwei anliegenden Seiten und 
zu der eben genannten Verbindungslinie den vierten harmouiachen 
Strahl, so schneiden diese Strahlen die Gegenseiten des Dreiecks in 
drei Punkten, die auf einer und deraelbeu Geraden, der sogenannten 
Harmouicale des Punktes P in Bezug auf das gegebene Dreieck, 
liegen. 

Für pi. als Ooordinaten des gegebenen Punktes P sind die Glei- 
chungen der vierten harmonischen Strahlen 

2/3*2 + y^^s = ^> S/a^^i + ^1^3 = 0. J^ai^i -\- ViX, = 0, 

und diese schneiden die Gegenseiten in den Punkten y^ii-^ — 1/3M3 = 0, 
y^u, — 1/3% = 0, j/jMj -— j/jj/.g = 0, welche, wie leicht ersichtlich, auf 
der Geraden --■ 4- -S. .4- ^ = liegen. Dieselbe heisst die lineare oder 
gerade Polare des Punktes y in Bezug auf das als ausartende Curvc 
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dritter Ordüuug betrachtete Dreieck XjX^x^ = 0^). Man versteht näm- 
lich Hüter der geraden Polare eines Punktes */ in Bezug auf eine be- 
liebige Curve n'^' Ordnung f(x^,a!z,x^) = die Gerade mit der Glei- 
chung a^ (g) + ^, (g^) + ^a (gj = , wobei in die Differential^ 

quotienten {^-] an Stelle von Xi die Coordinaten ?/,■ des gegebenen 

Punktes zu subatituiren sind. Änsilog ist die konische Polare oder der 
Polarkegelschnitfc von y in Beaug auf eine Curve f{x^, x^, x^) == ge- 
geben durch die Gleichung ^ ^ (- ^^ g^ j XiX,-. = 0, wobei wieder 



f^r~4 — I die Xi durch die Coordinaten «; 



;ebenen Punktes 

zu ersetzen sind^). In Aufg. (42) wird die konische Polare von y 
in Bezug auf XiX^x^ == auftreten. 

Es ist leicht zu sehen, wie der obigen geraden Polare 

^ ■ + - + - = 

^i Vi Va 

auch umgekehrt der Punkt P entspricht, wie also allgemein zu jeder 

Geraden v^ = ein Punkt — --| — - -\ — ^ ==! construirt werden kann. 

41. Wie lautet der dem Satze (40) dualistisch zugehörige? 

42. Die Verbindungslinien eines Punktes y mit den Ecken eines 
Dreiecks Ä]3C schneiden die Seiten des Dreiecks in drei Punkten 
j4j, B^, (7, ; man beweise, dass die Verbindungslinien B^Ci, CiA^, A^^Bi 
dieser Punkte die Seiten BG, CA, AB in Punkten treffen, die auf der 
in (40) behandelten geraden Polare des Punktes y liegen. Man zeige 
ferner, dass die Verbindungslinien der Ecken des Dreiecks mit den 
auf den Gegenseiten gelegenen Sebnittpußltten der geraden Polare 
Tangenten der (dem Dreieck umschriebenen) konischen Polare des 
Punktes y sind in Bezug auf das als ausartende Ourve dritter Ordnung 
betrachtete Dreieck. 

Ffir die Verbindungslinien If|C,, Ci^]^, il|-Bi findet man leicht die 
Gleichungen 

_ ^ _L. ??_ .J-. ?^ ^ 0, ^ — ^ + ''^^ = 0, *i -y ^'- — "'" = 0; 
!/i 2/s !/a Vy y^ I'. 2/. y-2 V^ 

diese Geraden schneiden die Seiten BC,C'A, AB des Dreiecks resp. in 

1) Vgl. Cajley „Sui' quelques thöorfemes de lii, gi5omi5tviu de positiou", 
Journal lur die reiue Tind augawandto Matlienisitik, BU. 34, S, '275, 134';. 

2) Tgl. aacii die Fussnote ku S. 22. 
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denselben Punkten i/a^'a — «/3M3 = 0, J^i«^ — t/aWs'^'-'? VA — Hi^h'^^i 
welche schon in (40) vorkamen und anf der geraden Polare 

"• 4- ''' -j- ^■'- = 

liegen. Die Verbindungslinien dieser Punkte mit den gegenüberliegen- 
den Ecken des Dreiecks sind nach (38) Tangenten eines dem Dreieck 
umschriebenen Kegelschnitts yi-c^x^ -]- y^^s^'i ~\~ y^^i^s '^ ^! ^^^ ^^^ 
kooische Polare von y m Bezug auf a^ifl^a;^ = darstellt'). 

43. Verbindet m m die Punktepaare, in denen ein beliebiger 
Kegelschnitt die Seiten eines Dieieeks schneidet^ mit den gegenüber- 
liegenden Ecken, so sind diese drei Paare V erbind ungsli nie Ji Tangenten 
eines zweiten Kegelschnitts^). 

Für dasjenige Geradenpaar, welches die auf der Seite Xi^ des 
Coordinateudreieeks gelegenen Punkte des gegebenen Kegelschnitts 

^ ^ '^i'^^'^'! '^ ^ ™^* ^^'' gegenüberliegeadea Ecke verbindet, ergibt 

sich unmittelbar die Gleichung a2^x^^ -{- 2a^jfX2Xg -i- a^gX^^ = 0\ für 
die zwei anderen Paare analoger Verbiudungsliniea erhält man 
"ii^i^ "t" SOigiCi^B + %ä%^ '^ ö ^^^ «1!^%^ + 2a^^XiX^ -\- ögglCa^ =■■ 0. 
Diese drei Geradenpaare sollen Tangenten einer und derselben Curve 

zweiter Claase ^j ^|?^iitWjMi = sein. Das vom Punkte % = an 

diese Ourve gezogene Taageiitenpaar hat nun nach (27), S. 45 und 
dualistisch zu (54), S. 34 die Gleichung hg^x./ — 2h2sX2Xg -\- b^^^g^ = ^t 
es müssten also die Relationen bestehen tjj = pOja, \s = — Qti^^, 
^aä = 9%3f ™ denen q einen Proportionalitätafactor bedeutet. Die 
zwei anderen Tangentenpaare liefern ausserdem die Beziehungen 
^33 "^ ^^m ^13 = — 6%3) ^11 '= '"^sa ^^^ ^11 '^ ''^(hür ^13 =" — '^"'lEi 
62g = t«ji (6 und X Proportionalitätsfactoren), und es folgt nnn sofort 
ß:ö:r = %:oiää:fl'g3, so dass man die Gleichung des gesuchten Kegel- 
schnitts in der Gestalt erhält 

~2«s3CS,aMj«s, = 0. 
Ebenso gilt der dualistisch entsprechende Satz: 

1) Vgl. auch Mer die oben citii-te Abhandlung von Cayley, S. 275, aomie 
S ellröter: „Uebev perapectivisch liegende Dreiecke", Math, Annalen, Bd. 3, 
S. 563, 1870. 

3) Vgl. Hesae „Satz aus der Lehra von den Kegelaehiiitten", Journal fiU' 
die veiae nnd angewandte Mathematik, Bd. 65, S. 384, 18S5. 
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44. Legt man von lioii Eckeu eiues Dreiecks dio Tangenten an 
einen Kegelaclinitt, so schneiden diese die Gegenseiten in drei Punkte- 
paaren eines aweiten Kegelschnitts, 

43. Man beweise nach steh enden yoü Steiner ohne Beweis mit- 
getheilten Satz"-): 

„Zieht man ans den Ecken a, b, c eines gegebenen Dreiecks durch 
einen in seiner Ebene liegenden unbestimmten Punkt p Strahlen, 
welche die Gegenseiten beziehlich in den Punkten ai,&i,Ci treffen, und 
verlangt, es soll das Product ap ■ bp ■ cp =pa^ ■ p\ -pCi sein, so ist 
der Ort des Punktes p diejenige dem Dreieck ahc umschriebene Ellitiee, 
welche den Schwerpunkt desselben zum Mittelpunkt hat." 

In — ^ ~ — ^ 1 kann der Quotient aufeefasst werden 

pai pft, jJCi ^ j)Ui ° 

als das Doppelyerhältniss des Punktepanres a, a, zu dem aus p und 
dem unendlich fernen Punkte P„ dar Geraden aa^ bestehenden Punkte- 
paar; dasselbe Doppel verhältnias besitzen die Strahlen ha, ha^, hp, bF^. 
Sind yttVitVi <Jiß Coordinaten des Punktes p, bezogen auf das vor- 
gelegte Dreieck als Coordiuatendreieck, so ist y^x^ — y^x^ = die 
Gleichung der Geraden aa^, daher hat ÖP^ als Parallele zu aa^^ eine 
Gleichung von der Form y^x^ — y./j:^ + ^{Pi^i -\- Pt^i +^^^8) = ^i 
wobei man A dadurch bestimmt, dass diese Gerade durch die Ecke J> 
des Dreiecks gehen soll. Man findet X = — y^'-Pi ^'^^ erhält so als 
Gleichung von fcP^ die folgende: ;Pi«/k^i + (i^aJ/a + J'gJ'a)^'» '^ *^; ^i^ 
Gleichungen von ba, ba, und hp sind bezw. % ■== 0, a^^ = und 
J/b^i — ^1^8 = ^? so ^^^^ ^i<^li ^^^ ^^^ gesuchte Doppelverhaltniss der 
Werth ergibt: 

Analoge Ausdrücke erhält man für -~ mul -^, daher untcrliegcii 
die Coordinaten j/,- der Bedingung 

{Pv—PiVi){Py ~ P,y2)(Pp ~ PsVs) =-~PiVi -P-iV^ -P^Vif, 
woraus bei Ausführung der Multiplication der Klammern folgt 

fiv, y) ^piihv^y^ +P3piyHyi -^-p^p^-Viy^ = o. 

Offenbar stellt diese Gleichung eine dem Dreieck umschriebene 
Ciirve zweiter Ordnung dar, und zwar eiue Ellipse, weil i'ipi'p) positiv 
ist. Für ihren Mittelpunkt ij findet man die Coordinaten 



1) „Lohnsätze". .Tonmal ffir die reine und. angewandte Mathe raatilt, Bii. '. 
S. 177, 1853, oder ancli „Geaaminelte Werke", Bd. 2, S. 43i. 
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die nach (15) auch dem Schwerpuukt des Dreiecks angehören. Nach 
(42) ist diese Ellipse die konische Polare des Schwerpunktes in Bezug 
auf x^x^x^ = 0, 

46. Die Berührungspunkte der beiden Tangenten, die vom Punkte y 
au den Kegelschnitt f(x, sc) = gelegt werden können, sind gegeben 
durch die Gleichung Ä(y^v^ + y^v^ -{- y^Vg)^ — f(^, p) ■ F(v, v) = 0. 

Soll eine Gerade ii« = durch irgend einen yon zwei Punkten 
des Kegelschnitts f{x,x) = G gehen, deren Tangenten sich in einem 
Punkte y schneiden, so besteht zwischen den Coordinaten Vi der 
Geraden und den Coordinaten «/; des Punktes nach (25), S. 45 die 
Relation ÄVy^ — F{v , v) f(y , y) = 0. Nimmt man die Vt als gegeben 
au, so stellt diese Gleichung in variabeleu Punktcoordinaten das Tan- 
gentenpaar dar, welches in den Schnittpunkten der Curve f{x, ic) = 
und der Geraden v^ = gezogen werden kann. Nimmt man die y^ 
als gegeben an, so stellt analog dieselbe Gleichung in variabeleu 
Liniencoordinaten Vi das Paar von Berührungspunkten der beiden 
Tangenten dar, die vom Punkte y an den Kegelschnitt f(x, x) ==-■ 
gelegt werden können^). 

Folgt auch so: Die Berührungspunkte sind die Seimittpunkte der 
Curve mit der Polare f{x, y) = 0; daher hat man in der Gleichung 
1" j des Schnittpunktepaares von n^ = mit f(x, a;) = die ui zu 
ersetzen durch -ä-f^H')- Subtrahirt man in der Determinante ( 1 
die mit y^, y-^, y^ nmltiplicirten ersten drei Eeihen von den die ~ f'iyi) 
enthaltenden Reihen, so erhält man sofort für die Determinante den 
Ausdruck Äy^^ + f(y, y) ■ (",) = oder also Ay/- — fiy,'y)-F(v; «) = 0. 
Dualistisch folgt: 

4i'. Die beiden Tangenten, die in den Schnittpunkten einer Ge- 
raden V und eines Kegelschnitts q>(u,ii) =^=0 gezogen werden können, 
sind gegeben durch die Gleichung 

h{v^x^^ -j- v^x^ -\- v^x^y — q>{v, v) ■ 'i>{x, x) = 0. 

1) Eine analoge Gleichung tritt auch boi Carveu n'^^ Ordnung auf; vgl. 
speoiell fflr Carvea dritter Ordnung die Abhaadluug von Herrn Qundelfinger: 
„Ueber geometriacUe Deutung algebraiBoker Formea, die in der Theorie der Curven 
dritter Ordnung auftreten". Matb. Annalen, Bd. 8, S. Ii3, Zeile 11, 1874:, 
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48. Es sei f(x, x) = die Gleichung einer Curve zweiter Ord- 
nung, g(x, x) ^ ^j ^* Ci^XiXic = diejenige irgend eines Tangenten- 
paares der Curve; mau leite die Gleieliuag der beiden Berührungs- 
punkte ab. 

Der Punkt y, von welchem aus die beiden Tangenten gezogen 
sind, hat nach S. 28 f. Coordinatenj die sich ergeben aus ^yiyi,^ Q^, 
wobei p einen Proportionalitätsfaetor nnd Ca die Unterdeterminante 
des Elementes C;i in der Determinante von 'ij)(x, x) bezeichnet. Diese 
Werthe der yiyt sind in die in (46) abgeleitete Gleichung des Paares 
der Berührungspunkte einauaetzen, wodurch man erhalt 
AGiv,v) — [a,C]F(v,v)^0; 

3 S 

hierbei ist G{v, v) ^^' ^ Cj-*«i^i und 

[a, G] = ffiiÜ.i + 2ai2C?ia + ^asf^ss + ^<^iA + ^«.aCag -\- «s^r,.,. 
Dualistisch folgt: 

49. Ist (p(u, m) ==y^ 'y'l ccikUiUi, = die Gleichung einer Curve 

zweiter Classe, ^(w, «) "^^_// ^* j'iiiWiift = diejenige irgend eines 

Punktepaares auf derselben, so ist das Paar der Tangenten, das in diesen 
Punkten gezogen vverden kann, gegeben durch 

AY(x, x) — [«, r] *(a;, x) = 0. 

Die hier angewandte Bezeichnungsweise bedarf wohl keiner 
näheren Erläuterung. 

Aiis (48) folgt leicht: 

50. Ist fpi^i, u) ^^i ^f Kii-J-H^k '= U die Gleichung einer Curve 

zweiter Olasse, g(x, x) ^^'yj /f CskXiX,, = diejenige irgend eines 

Tangenienpaares derselben, so stellt AG(«, v) - - [A, G] ip(v, v) =^ das 
Paar der Berührungspunkte dar. 
Aus (49) folgt ebenso: 

61. Ist f{x,x) = die Gleichung einer Cur^e zweiter Orilnung, 
Ti!{ii, ii) ^-y^ ^ y,ki''ii^h '-^ diejenige irgend eines Punktepaares auf 
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derselben, ao stellt A'-\'{x, k) ^ [Ä,r] f{x, x) = das zugehörige 
Tangenten paar dar. 

52. Man stelle die Bedingung auf, unter der von dem 
Schnittpunkte y zweier Geraden % = 0, ii^; = an den Kegel- 
schnitt f(x, a:) = reelle oder iiaaginäre Tangenten gezogen 
werden können. 

Die Tangenten aind reell oder imaginär, je iiaclidem in dem 
8trahlenbüschel v^ -\- Xti^ = Strahlen vorhanden siudj die der Glei- 
chung dos Kegelschnitts in Linieneoordinaten genügen oder nicht. Es 
hängt also die Entscheidung ab von der Realität der Wurzeln der 
Gleichung F{y, + Xu„ v^ + Iv^, % + Am^) = oder 
Fiv, v) + 2lF{v, u) + X'F{u, u) == 0; 
dieselben sind reell oder imaginär, je nachdem 

F{it, ti)F(v, v) — F'^iu, v)<0 oder > 0. 
Bei Einführung der Goordiuateu j/i des Schnittpunktes doi' Geratlen 
j(j == und Vi, =0 kann man die linke Seite dieser Ungleiehnng 
auch ersetzen durch Äf{t/,y). Beide Tangenten fallen zusammen, 
wenn f{y,y) = 0, d. h. der Punkt y auf der Curve selbst liegt, oder 
wenn J. = 0, d. h. der Kegelschnitt aus einem Geradenpaare besteht. 

53. Die Gleichung des Geradenpaares, das von einem beliehigen 
Punkte y nach den Schnittpunkten des Kegelschnitts f(x, x) '= mit 
einer Geraden u^ =0 gezogen werden kann, lautet 

«/ ■ fix, x) - a«,n,f{x, y) + fis, s)u,' _ 0. 

Man hat den Parameter l zu eliminireu aus den beiden Glei- 
chungen f{x, x) -{- 2Xf(x, y) -f- ^VO/i !/) = uwi it^ -f- ku,j = 0, wo- 
durch sich obige Gleichung ergibt. 

Liegt insbesondere der Punkt y auf der Curve selbst, ao hat man 
einfacher ti,jf(x, x) ~ 2u^f{x, y) = 0. 

54. Der zu der Richtung der Geraden ji^ -- conjugirle Durch- 
messer des Kegelschnitts f{x, x) = hat die Gleichung 



2'+(".j>>i'"fe))-o- 



Der gesuchte Durchmesser ist die Polare des unendlich fernen 
Punktes von v^ = 0, hat demnach die Gleichung 
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55, Die G-leichung für den Mittelpuukt derjenigen Sehne, welche 
durch die Schnittpunkte des Kegelschnitts f(x, ck) = mit der Geraden 

Vg = heatimmt ist, lautet ( ! = 0, 

Der gesuchte Mittelpunkt ist der Schnittpunkt von v^, ^-= niit 
dem zu der Richtung von v^ = conjugirten Durchmesser, der naeli 
(54) gegeben ist dureli ^ + [vy p^ y /"(*s)) = 0. Denkt man sich 
diese Gleichung geordnet nach iCj,3;@, iK^, so iat leicht za sehen, dass 
dieser Schnittpunkt in den veränderlichen Liniencoordiuaten Ut die 
Gleichung hat ( ] = 0. 

56. Die Gleichung des zu der Geiadou i\ =- U parallelen Tun- 
gentenpaarea des Kegelschnitts f(x, x) =0 aufzusiellen. 

Das Tangentenpaar ist vom unendlich fernen Punkt der Geraden 
w.Ti = an den Kegelschnitt gezogen; diesei Punkt hat die Coordinaten 
yi-ys-ys^{p^%—lh'"id-iPi^i~Pi^!i)-iPi^3~PsVi), weiche nach 
S. 21 in /"(a:, 3^) - /"(»/, y) — Piß, y) =0 zu substituiren sind. Man findet: 

Diese Gleichung kann noch in eine andere Gestalt gebracht 
werden dvirch Anwendung der Formel (32), S. 27: 

/■feä:)fl!,,!,)-f(a>,!/)-2'(..,«), 
wenn «1=3:32/3 — x^y^, etc. In unserem Falle wird u^'^^p^v^ — v^p^, 
so dass sich die Gleichung des Tangentenpaares verwandelt in 

F(t,pW + F{v, v)p.' - 2jP{y, v)p.v, - 0. 

Ans dieser Formel erkennt man auch, dass im Falle der Parabel 

{F(p,p) == 0) die eine Tangente mit der unendlich fernen Geraden 

zusammenfällt, während die andere gegeben ist durch 

F(v, v)-p^— 2F(j), v)-v. = 0. 

57. Ist f{x, a;) = die Gleichung eines Geradenpaares (A = 0), 
so sind die beiden Geraden einzeln dargestellt durch 

{^ + {r{^Df'(y.)«.) + f(!i,'')V^F'(<^)-o, 

wobei die j/,- und «,- völlig willkürliche Werthe besitzen, die nur nicht 
den Coordinaten eines auf dem Geradenpaare liegenden Punktes, bezw. 
einer durch die Spitze gehenden Geraden proportional sein dürfen. 
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Es ist f(y, x) =0 die Polare einea beliebigen Puiiktee y in Bezug 
auf das Geradenpaar /'(fl;jfl;) = 0; auf dieser Polare wäblea wir einen 
willkürlichen Punkt k, der ans der Polare ansgescLiiitteii werde dnrcli 
eine Gerade «a! = 0. Die Verbindungslinien der Spitze des Gferaden- 
paares mit den beiden Punkten y und z sind alsdann bezw. f(g, x)'='0 
lind f(i/j x) = 0, livobei statt /"(a, x) = auch gesetzt werden kann 

\^±(f'i^i)f'(y2)'",) = <>> deines ist ^, = -i-r(j/,)«B-irfe)"i.; 

fg und «g haben analoge Wcrthe. Zu diesen Verbindungslinien liegen 
die Geraden f[x, x) = harmonisch, eio müssen demnach einKohi 
Gleichungen haben von der Form 

± ^f(y, X) + 12 i ('^'(^.)/"f!'ä)%) - 0, 

wobei l so za bestimmen ist, dass der Punkt mit den Coordinate]! 
Xyi + 3,-, (i = 1, 2, 3), auf /"(«, a:) = liegt, d. h. man hat l -m be- 
stimmen aus AY(j/, 2/) -I- SAfCy, 2) + /"(«, ß) = 0. Nun ist f{y, s) ~ 0, 
f(s,3) wird /■(!/, 3/)I^(«,i.0 — ^V. iilso gleicl' f(y,y)-F(u,ti), da 
J.=-0; man hat daher /"(!y,)/)|AH--^X«''01^-=-O f-'er 1 -=]/— F(«,«.) ■ 
Dualistisch folgt; 

58. Tat (p(u,tt) = die Gleichung eines Punktepaavos, so siud 
die beiden Punkte eirzelti dargestellt durch 



wobei die vi und Xi analogen Einschränkungen unterliegen wie lHo j/,- 
und Ui in (57), übrigens aber völlig willkürliche Zahlen bedouteo, 

59. Das Product aus den senkrechten Entfernungen eines be- 
liebigen Punktes eines Kegelschnitts von den beiden Asymptoten ist 
constant. 

Für cfjjh^^O, als Gleichung der beiden Asymptoten, ist f(x,x) = 

niich (2G), S. 45 von der form gji.^ -f- ■ „ -rrij =^ 0, daher 

gjife« 1 _ A 



Die linke Seite dieser Gleiehang ist nach (1), S. 9 daa Product der 
Abstände des Carvenpuuktes x von den beiden Asymptoten, die rechte 
Seite eine Constante. — Der Satz kann auch mit Hilfe von (9) oder 
(10), S. 49 bewiesen werden, da aus xy = const. noch 
X smw ■ y sin iv = const. 
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folgt, wobei w eleu Winkel der beiden Asymptoteo beKeichuet; x sin tv 
und y sin zo sind aber die oben erwähnten senkrechten Entfernungen^). 



CO, Zieht man diu'ch einen beliebigen Punkt P der Ebene eine 
Parallele zu einer Asymptote der Hyperbel, ao wird das Stück der 
Parallelen, welches zwischen ihrem Sehuittpunkte Q mit der Polare 
von P und dem Punkte P seibat liegt, von der Hyperbel halbirt. 

Die Punkte P^ Q bilden ein Paar conjugirtsr Pole in Bezug auf 
die Curve; da der eine Schnittpankt der Geraden PQ und der Curve 
im Unendiiehen liegt, muas der andere die Strecke PQ balbiren. 

Ans gleichem Grunde gilt bei der Parabel der Satz; 

61. Zieht man durch einen beliebigen Punkt P der Ebene eine 
Parallele zur Ase der Parabel^), so wird das Stock dieser Geraden, 
welches zwischen ihrem Schnittpunkte mit der Polaro von P und dem 
Punkte P selbst liegt, von der Parabel haibirt. 

69. Die Polare eines Punktes P in Bezug auf einen Kegelschnitt 
ist parallel zu dem conjugirten Durchmesser desjenigen Durchmessers 1), 
auf welchem P gelegen ist. 

Denn wenn P den Durchmesser D durchläuft, dreht sich die zu- 
gehörige Polare um dessen Po!; derselbe liegt aber im Unendlichen, 
80 dass also die einzelnen Polaren, zu denen auch der coujugivte 
Durchmesser gehört, einander parallel sind. 

63. Zieht man von einem Punkte P die zwei Taugeuten an einen 
Kegelschnitt, so geht derjenige Durchmesser D, auf welchem P liegt, 
durch den Halbirungspunkt H der Berilhruagssehne 2\iN, 

Folgt mit Hilfe von (62), denn MN gehört demjenigen Sehnen- 
System an, zu welchem D conjugirt ist, d. h. der Darohmesser D 
halbirt die Sehne MN. 

Ebenso leicht folgt: 



1) Eb lässt sicli leiclvt neigen (unter Rücksicht auf S. 64), dass das cojiatante 
Troduct den Werth besitzt — ■ ■ - - wobei ain^ lo =• -— , — -,-,— 

auf Grund vor. (6), S. 111 berechnet werden kann. Bei Einführimg der LHngen 
CS und ö der halben Äsen findet man im Falle einer Hyperbel die Conatante gleiot 
g l , wobei a und h die auf S. 110 f. angegebene Bedeutung für die Hyperbel 

besitzen. Vgl. auch (IIS). 

2) Zur Definition der Ase der Parabel vgl. S. 103. 



y Google 



EigentliümUche Ueciiwocität -iwiäciieii vier Kegelsclinifctoii. 265 

64. ZieTit man von einem Punkte P die zwei Tangenten an einen 
Kegelschnitt, so geht die VerbiutEungslinie von P mit dem Halbirungs- 
jiunltt« der Beröhrungsseline durch den Mittelpunkt der Curve. 

Denn diese Verbindungslinie ist die Polare des auf der Beriili- 
rungsseline unendlich weit gelegenen Pimlctes. 

65. Bei jeder gleichseitigen Hyperbel^) werden die Winkel zwischen 
awei conjugirten Durchmessern durch die Asymptoten halbirt. 

Nach (24), S. 45 liegen die einzelnen Paare eonjugirter Durch- 
messer harmonisch Kom Asymptotenpaar; da das letztere bei der gleich- 
seitigen Hyperbel aus zwei zu einander normalen Geraden besteht, 
halbiren diese Geraden die Winkel zweier conjugirten Dnrchmesser, 

66. Es seien zwei Kegelschnitte, die das Ooordinatendreieck zum 
Püldreieck haben, gegeben durch ihre Gleichungen 

f lEE a^x.^ -\- a^x^ "{- a^x^^ = und g^h^ x{^ ~\- h^x^ -\- \x{' ■= 0. 

Unter welcher Bedingung wird der erste Kegelschnitt von denjenigen 
Polaren umhüllt, welche den Punkten des ersten in Bezug auf den 
zweiten Kegelschnitt zugehören? 

Die Polare eines auf f=0 gelegenen Punktes a^^, iTg, iCg hat mit 
Bezug auf ^ = die Gleichung \x^Xy -\- h^x^X^ + \^?,^ = Oj ^'^ 
hat daher die Coordinaten «,- = iiXi (i = 1, 2, 3). Hieraus folgt 
rc; = Wj:?i; und durch Substitution in /=0 erhält man 

-^ir + -\f- 4- -^ = 0. 

Diese Gleichung stellt in Liniencoordiaaten den Kegelschnitt f dar, 
falls Uiih^ proportional ißt zu l:a;, d, h. wenn a^^':a^:a.^'=h-^^:h.^^:'h^ 
oder &i : 63 : &B = + Ol : + «2 : + flt,. 
Jeder der vier Kegelschnitte 

a^x^ — <^i^2 -f" <hx^ ■■= 

hat daher die Eigenschaft, dass er selbst wieder entsteht, wenn man 
seine „reciproke Polare" in Bezug auf einen der drei übrigen nimmt. 
Man erkennt leicht, dass einer der vier Kegelschnitte imaginär sein muss. 



1) Zur Definition der gleich seitigeu Hyperbel vgl. S, lli 
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Anwendung von § 7 — 9. 

(17. Jeder Kegelacknitt, *!t!i- duixli dlii iujagiiiäriJa Kreia- 
punkte giiht, ist ein Kreis. 

Nach (43), S. 84 ist die Gleichung eines solchen Kegelschnitts in 
Liuieneoordinatea jedenfalls von der Form 

wobei ia(u,u) = die Gleichnng des imaginären Kreispunhtepaares, 
Vi^i -\- tl-2'"'2 + Pi^'a =■ diejenige des Pola der unendlich lernen Ge- 
raden, also dea Mittelpunktes der Curve darstellt, w'ihreud A irgend 
einen numerischen Coefficienten bezeichnet. Nach (2), S. 57 ist aber 
ein Ausdruck von der obigen Form die Gleichung eines Kreises. 

Uebrigens Irann ina.ii zum BeweisB des Satzes ebenso gut aus- 
gehen von der Gleichung eines Kegelschnitts in Punkte oordinaten. 

68. Ist K=0 die Gleichung eines Kreisea in Punktcoordinaten, 
ao stellt auch K' ss xK — ^Pxlx = einen Kreis dar, wobei k und k 
willkfiriichc Parameter sind, während p^ = die Gleichung der un- 
endlich fernen, g^; = diejenige einer beliebigen Geraden ist. 

Denn die Schnittpunkte der unendlich fernen Geraden mit j^' = 
aind dieselben wie diejenigen mit K=(), nämlich die imaginären 
Kreispmikte; nach (67) ist daher auch der Kegelschnitt .ff' = ein 
Kreis. Für k = zerfällt derselbe in die Gerade g^^ = nnd die un- 
endlich ferne Gerade, wodurch die in der Fussiiote zu S. 59 ei'wähnto 
Ausartung entsteht, 

Uebrigens kann jeder Krela bei willkürlicher Wahl von 7{'. in der 
Form X'=0 dargestellt werden, da das Yerhältniss x:X und die 
Gerade q so bestimmt werden können, daaa der Kreis durch drei be- 
liebig gegebene Punkte geht. 

69. Sind K^ = und ^^ = die Gleichungen zweier Kreise in 
Puuktcoordinaten, so stellt auch ^"3 ^^ xK^ — IK^ = 0, wobei k und X 
beliebige Parameter bedeuten, einen Kreis dar; derselbe geht offenbar 
durch die Schnittpunkte von K^ = und K^, = 0, sein Mittelpunkt 
liegt daher auf der Centrale von Ki und K^, 

70. Die gemeinsame Sehne der beiden Kreise Kf, -s^ K — p^ q,, = 
und Ki^K — pxr^ = (^ == Gleichung eines dritten Kreises) hat 
die Gleichung q^ — r^ = 0. 

Ein Punkt, dessen Coordinaten die Ausdrücke K^ und K, zum 
Yerachwinden bringen, gehört beiden Kreisen a.n, erfüllt aber auch die 
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PotenKlinie. TJmsehriebecer imd uiageBclirieljener Kreis, 267 

Gleichung K^, — K^ ^^p^(r^ — q^) «= 0; ein solcher Puokt liegt dem- 
nach auch entweder auf der unendlich fernen Geraden (imag. Ereis- 
pankt) oder auf »*j, — 2^ = 0, t!- h. diese Gleichung etelit die gemein- 
same Sehnej die sogenannte Radicalaxe oder Potenzliiiie der beiden 
Kreise dar. 

?!. Die Kadieaiaxeu je zweier von drei Kreisen schneiden sich 
in einem und demselben Punkte, dem sogenannten Radicalcentrum 
oder Potenamittelpunkt der drei Kreise. 

Es seien 
Ef, = K — p^q^=^0, K^^K~-p,r,^0, IQ^- K ^■- p,.s.,^ 
die Gleichungen der drei Kreise; alsdann sind die zugehörigen Radical- 
axen nach (70) dargestellt durch q,, — r,; = 0, r^ — 53, = 0, s.e — qx = 0, 
und diese drei Geraden haben offenbar einen gemeinsamen Schnittpunkt. 

79. Die beiden imaginären Kreispimkte sind einzeln dargestfllt 
durch 

~ V + (ra'(Mi) ro'(Vg} its) + ifo(v, u)p^.y~T=-. 0, 

wobei die Vi und Xi völlig willkürliche Werthe besitzen, die nur nicht 
den Gleichungen a(v,v) = 0, bezw. ^,,= genügen dürfen. 

Folgt aus (58), denn nun ist *(a, a;) e^tj)/, — Man kann 
übrigens für <o'(v^, (? = 1, 2, 3), auch die Coordinaten irgend eines 
Punktes auf der unendlich fernen Geraden einsetzen, also Zahlen- 
werthe i^i, welche nur die Gleichung p^Sj -{- p^^^ 'i' Ihh "^ ^ erffllleu. 



73, Die Gleichung des dem Ooordinatendreieck um- 
schriebenen Kreises lautet cjj.ji^iCga^^i-f- ro23pa^a%4''''8jJ's'''i*a=='0. 

Jedenfalls ist die Gleichung von der Form n,x^x^-\- a^x^x^-^ a^XiX^; 
der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises hat nach (18) die Coordi- 
naten »u'^sa ■ '"äa'^ai ■ <''!i3'''i3> diiher wird tt, nach (28) gleich 

wobei der Klammerfactor auf Grund der Relationen -- (o'^pi) —~ 
identisch wird mit — ^^si^nPit daher % proportional zu (»n^,. 

74. Die Gleichung in Liniencoordinaten des dem Coordinaten- 
dreieck eingeschriebenen Kreises ist 

(„„-Y",/<'3».». + («.r-}'">T,)",«. + (»..-- )/»";a.)«i«, ™ 0, 

oder auch 
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268 Anhang zu § T-y. Nr, :■!— TU. 

ihi-Pi VW. +p, VW2+P, 1/^5)%% 

+ P2(PiVWi —iy^Vosa -\-Pä V'°äs)^3'^h 
+ Pa{PiV'»n +PiV'0s2~P« l/rag^)«!«^ = 0. 
Die Gleichling muss einerseits von der Form sein 

andrerseits nacli (2), S. 57 von der Form r^Pif^a)(ii,ti) -- u,/ == Q; 
hieraus folgt durch Vergleicliung der Coeffieienten 

wie bereits in (16) erhalten wurde, ferner a^ = r^ Py^ (a^^ — J/aÄ) 
r^p,/ = y^ : ta^i, daher Kj = -- — —- — y^y^ und nach Einführung der 

den yi proportionalen yto;; erhält man «^ = tOäg — (/ra^gOgg. Mit Be- 
nutzung der Gleichung für die dem Coordinatendreieck eingeschriebene 
Ourve zweiter CJaese mit dem Mittelpunkte y (29) erhält man die 
zweite oben angegebene Form; beide sind selbstverständlich in ein- 
ander überfiihrbar. Gibt man den drei Grössen l/ran, V^m V'^sa 
nicht dieselben Vorzeichen, so gelangt man au den Gleichungen der 
drei angeschriebenen Kreise. 

76. Die Gleichung, sowie den Mittelpunkt und Radius 
desjenigen Kreises zu finden, für welchen das Coordinaten- 
dreieck ein Poldreieck ist. 

Die Gleichmig in Liniencoordinaten eines auf das Coordinaten- 
dreieck als Poidreieclc bezogenen Kegelschnitts ist nach S. 33 und 44 
von der Form a^u^ -\- a^ii,^ -\- a^ii^ == 0\ andrerseits muss sie als 
Gleichung eines Kreises von der Form sein r'^%},fsa{u,ti] — ii,f = 0. 
Durch Vergleichung der Coeffieienten folgt hieraus 

der Mittelpunkt füllt daher nach (17) in den FEöhenschnittpunkt des 
Dreiecks. 

Ferner vrird «j == ?'V/ß>u — Vi, *'^1'/ = ?/2!/3:c'ss, daher 

«1 = ----- — 1/i^ = KlsiCOi/WiiCJas — »310,3) = — OBitOiäQsig-, 

analoge Werthe besitzen «g und «j, so dass 
oder nach (16), S, 60 wird 
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Eiaia mit Jem Coordiiiatendi'eieck als Poldvciack. 269 

Die gewünschte Gleichang des Kreises in Liniencoordiiiateu wird daher 

in Punktcoordinaten erhält man 

was übrigens auch direct aus (30) folgt. 

Der Radius des Kreises kann mit Hilfe von *"^a/ = ^aJ'a^'i'aa ^^' 
rechnet werden. Bei Einführung der den j/,- proportionalen Werthe findet 
man »"^(jPiMs^roia +ßaü>i2Wa5 +i's'''a8'^3i)^ = ''^23%1'^iai ^'^^ '^t aber 
i'i «"»i toia H-Ä «12 "»23 4-i>3 0*28 «»si = ra^s '»siB— t*»!! %3 A = Öiai»s =Tpipapg , 

daher r^ ^ ." .". ", , und wenn man die Formeln S. 61 benutzt, wird 



r = — zz, l/oJjüß'„ü3,o. Durch Substitution der Werthe oik und 
^ r ^3 31 13 

wobei r„ den Radius des dem Dreieck umschriebenen Kreises be- 
zeichnet, wird r = 2r,, y~ cos A^ ■ cos ^4^ ■ cos A^ , worans hervorgeht, 
dass der obige Kreis nur reell ist, wenn ein stumpfwinkliges Dreieck 
vorliegt. 

'i'Ö. Die Gleichung des Kreises in Punktcoordinatwi ?/(, der die 
Verbindungslinie zweier gegebenen Punkte a und i zum Durchmesser 
hat, ist ('! 'A = 0. 

Es seien «; und hi, (i= 1, 2, 3), die Coordinaten der beiden Punkte; 
das Geradenpaar, welches einen beliebigen Punkt y der Ebene mit a 
und b verbindet, hat alsdann die Gleichung 

und wenn der Winkel des Geradenpaares ein Rechter ist, liegt der 
Punkt y auf der Peripherie des gesuchten Kreises. Die Bedingung 
hierfür erhält man zufolge der Formel für cos^ k in (36), S. 65, indem 
man in der Gleichung des Geradenpaares die Producte XiX/, ersetzt 
durch toit; die so entstehende Gleichung lässt sich kurz schreiben in 
der Form (j ") = 0. (Vgl. auch (225).) 

Insbesondere hat der über der Seite a:^ = des Coordinaten- 
dreiecks als Durchmesser beschriebene Kreis die Gleichung 
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270 Anhang ku § l—d. Nr. 77--8i. 

77. Man bilde die Gleiehnng in Liniencoordiuatea äea Kreises, 
der die Verbindungslinie zweier gegebenen Punkte a niid b zum Durch- 
messer hat. 

Ist g)(M, m) ~i «„6„ = diis Gleichung des Puiikteptiares, so bat 
man für den gesuchten Kreis nach (2), S. 57 und (20), S. 43 einen 
Ausdruck von der Form 

— (y (p'(.Pi)ih + Y "p'iP^y'i + Y ^'(P3)"3J = 0, 
wo nun der tiitdiua r nocli zu bestimmen ist. Derselbe ist gleich der 
halben Entfernung der beiden Punkte a und h, daher nach (10), S. 59 

4»-^= ( j :i'Pit*po^; es besteht nun, wie auch aus einer Bemerkung 
S. 64 hervorgeht, stets die Relation 

in der die A,-j. die Unterdeterminanten in der Determinante von (p{ti,u) 
bezeichnen, und diese Relation ist nach (35), S. 76 noch giltig, wenn 
man die Producte XiXk ersetzt durch (0,1.. Hierdurch verwandelt sich 

- 4:[A, a)\] fernet' 

ist p,_,p,, -■= ^(p,I>), mithin 4r^ = ^y-'~:, und die Gleichung des 

Kreises erhält also die Gestalt [A, a] ■ a(u, u) ~\- t(p^(^p, u) == 0. 

78. Ein Kegelschnitt wird von einer Geraden in zwei Punkten 
geschnitten; man stelle die Gleichung des Kreises auf, der die Ver- 
bindungslinie der beiden Schnittpunkte zum Durchmesser hat. 

Es sei /(iC, 3!) = die Gleichung des Kegelschnitts, u.t=0 die- 
jenige der Geraden; ein Punkt y liegt auf der Peripherie des ge- 
nanuten Kreises, wenn das von y aus nach den Schnittpunkten von 
f(x, X) = und Vx = gezogene Geradenpaar einen rechten Winki.d 
einschiiesst. Die Gleichung dieses Geradenpaares ist nach (53) 

v/f(x, x) — 2v^v^f{x, y) -f f{y, y)vj = 0; 
die Bedingung für den rechten Winkel erhält mau zufolge der Formel 
fflr coa^ cc in (36), S. 65 dadurch, dasa man in der Gleichung des Ge- 
radenpaares die XiXii ersetzt durch Oif Alsdann entsteht 

r», o] V - Y l'»'(''.)/"(!'.) + «'(«.)/■'(!;,) + «-'(o,)/"«! », + 

+ (a{v,v)l(!l,!/) — 0. 
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79. Welche geo metrische Bedeutung hat diese Gleichung, 
die Cüovdinateii yi als fest gegeben, dagegen die Liiiioiicoovdina' 
als veränderlich betrachtet werden? 



80, Man bestimme den Winkel, den die Tangente eines Kreiaus 
mit einer durch den Beriihrungspuukt gezogenen Sehne Ux = bildet. 

Bekanntlich ist dieser Winkel (er sei «) halb so gross wie der 
der Sehne zugehörige Ceatriwinkel ; daher wird cos a gleich dem durch 
die Länge r des Kreiaradius dividirten Abstand des Kreiamittelpunktes y 

von der Geraden «^ = 0, d. h. es wird cos a = — ■ 

81. Man bestimme die Länge der Sehne, welche durch die 
Schnittpunkte des Kegelschnitts f{x, ic) = mit der Geraden u^ = 
begrenzt ist. 

Sind yi und 2,-, (» = 1,2,3), die Coorclinaten der Schnittpunkte, 
so hat man für das Quadrat r^ der Entfernung dieser beiden Punkte 
nach (10), S, 59 den Ausdruck r^ = (^ ^) • t^p/p=^- ^^ veränder- 
liehen Liniencoordinaten % ist das Schnittpunkte paar nach (53 a), S. 34 
gegeben durch tjj (v, v) --^ ( j = 0, man hat also v^'H,^ ( ) und 

analog js^ ■ Ps = (" ^) , wodurch der Nenner in r^ bestimmt ist. 
Ferner besteht nach einer BiMiierkung auf S. 64 die lielation 

2" ± (»>"'«•)' - - *(*•■»=■' + - ■ + 2H'„a;,a;, +■■■), 
wobei die Wit die TJnterdeterminanten in der Determinante von ■^{v,v) 
bezeichnen; da diese lielation für alle Werfche der x besteht, so bleibt 
sie nach (35), S. 76 noch richtig, wenn man die Producte ^iXt er- 
setzt durch tOüif wovon sofort Gebrauch gemacht werden wird. Andrer- 
seits stellt ^{x, x) = das Quadrat des Trägers des Punktepaares y, ß 
dar, muES daher ii^;^ als einen Factor enthalten, und da M'(fl;, «) = 
auch erfüllt wird, wenn «^ eine Tangente der Ourve f{x, x) '= ist, 
so wird der andere Factor bis auf einen Zahleneoefücientcn gleich 
F(ii,u)] man findet in der That 

^{x, x) = U:.\A,,uC- + . - . + 24,3«,«8 + ■■•)= ^h?-i\u, u). 
Durch Substitution dieses Ausdrucks in '^ + (»/i ^^ a-g)^ = — A'^{x,x) 

und Vertauschung der 3;j3;j- mit den o,* folgt r y = — 4a(i(,u)'F{ii,u). 
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272 Anhang an § 7—9. Nv. 81 -Sr,. 

Mit Benutzung dieses und des oben für ji^jJj gefundenen Wertbes ver- 
wandelt sieh die Forme! für r^ in 

Hieraus folgt sofort: 

83. Alle in dem Kegelschnitt fix, x) = gezogenen Sebueii von 
derselben Länge r umhüllen die Curve vierter Classe 

4»(.,«)--F(«.«)+>'»(rJ -»• 



H'Ä, Die Länge r der Strecke, welche auf der Geraden ti^ = 
durch zwei andere Geraden v^ = und Wsr = abgeschnitten wird, 
ist gegeben durch 

Man hat bei der in (81) abgeleitetem Formel f{x, x) zu ersetzen 
durch v.i-W:^.\ alsdann ist (dualistisch zu einer Bemerkung auf S. 64) 
F(u,u) = — ,y\ ih (^''ä**»)^» während üich {*'■''] verwandelt in 



2 + («,%») '^ + ("■>«>»)■ 



S4. Ein "Winkel von conatanter Grösse, dessen Scheitel in einem 
beliebig aber fest gewählten Punkte y eines Kegelschnitts liegt, dreht 
sich um seinen Scheitel. Was für eine Curve wird von der jeweiligen 
Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte des Kegelschnitts mit den 
Schenkeln des Winkels umhfilSt? 

Die Gleichung der beiden Schenkel ist nach (53) 

g(x, X) Esjj 2 '»""" = 2"-fe !<) - «•«*> ^) - »- 
wenn Ui,tt^,u^ die Ooordinafeen der eben genannten Verbindungslinie 

bezeichnen. Auf diese Gleichung ist die Formel tg^ k = (b~i="" 

((36), S. 65) für den Winkel « des durch g(x, a;) = dargestellten Ge- 
radenpaares anzuwenden. Der Zähler G(j>,p) muBS proportional werden 
zu p/, denn G(v, i)) = würde die Spitze y des Geradenpaares doppelt 
darstellen. Auch wird G'(i>,i>)==0 erfüllt, wenn w^c == eine Tan- 
gente der Curve f{x,x)'=<) ist; daher wird der andere Factor von 
G(p, p) bis auf einen Zahlen eoefficienten gleich F{u, u), und man findet 
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in der Tliat Q{p,ip) '=^ 'F{\i,u)- p,^. Die Guöase \J},m\ im i^euner 
geht aus g(s:,x) dadurch hervor, dass man die Products XiXk ersetzt 
durch tOit] man erhält alsdann 

i (/"(</■)■»'(«■) +f (»>)■«'■(».) +r(!/,)-»'(«.))- ■ [<","i».- 

Für die UmhüllungscniTe folgt daher die öleichuag 

's' « (I ifw ■ o'ith) + /" w ■<»'(«!) + r(s's) ■ »'wi - ■ io,«i]%)'-i- 

+ 4.i.,".i?(«,..)-0, 
mithin eine Curve zweiter Classe. 

In dem besonderen Falle, dass der rotirende Winlcel ein Eechter 
ist, reducirt sich die Curve auf den doppelt zu zählenden Punkt 

Y { if (y^i ■ ^'(%) + /' ^2) • «'("2) + fiPs) • M (»s) } — [«; «] «ä' = '>, 
wie übrigens auch aus (79) für f{y, y) = folgen würde. Dieser 
Punkt liegt oothwendig auf der in y senkrecht zur Tangente von y 
gezogenen Geraden (Normale von y), denn wenn der eine Schenkel Ans 
rotirenden rechten Winkels die Lage der Tangente des Kegelschnitts 
im Punkte y einnimmt, fällt die obige variabele Verbindungalinie mit 
der Normale dieses Punktes zusamman. Mit BenatKung dieser That- 
sache lägst sich lediglieh durch Anwendung eines rechten Winkels in 
einem beliebigen Punkte eines Kegelschnitts die Norm?.le construiren^). 
Man erkennt übrigens aus der Gleichung der im allgemeinen 
Falle (bei beliebigem ß) entstehenden D mhüllungscurre aweiter Olasse, 
dass diese Curve den gegebenen Kegelschnitt doppelt berührt und daas 
der im Falle a = 90*' entstehende Punkt stets Pol der betreffenden 
Berührungssehne ist. 

85. Welche Bedingung müssen die Coordinaten t%, wsj, % einer 
Geraden erfüllen, wenn dieselbe mit einer Geraden des Paares 

fQe, x) ;= Ma..f s = 
einen Winkel « bilden soll, für den tg a == ^ gegeben ist? 

Für den Winkel, den die beiden Geraden ii und w mit einander 

bilden, hat man nach S. ()4 die Formel tg « =" i -^ — -^^j ^.„.™..-,^ 

1) Diesea Theorem wurde zuerst von Frögiei' bewieBen und äiicb auf den 
Eaum füi I'läolieii 2, Ordnung erweitert in aeiner Abhandlung „Thöor&mea uou- 
TPau3 sui lea ligi es ut surfaces du eecoiid ordre", Aüualoü de Mathematic[uea, 
hei ausgegeben von Gergonne, Bd. 6, S. 229 ff., 1316; zuvor war daa Theorem von 
ffiogier angekdadigt worden in der Cocreapoiidanoe suv l'öcole polj'Leehnkiue, 
bi3gg Tou Hiohette Bd. S, g. 394, 1816. 

( 71 Uli litt \ iLeBüiilJon. lö 
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daher st>(ii,w)-l — V^^ ^^ + (i'A^^a) = '^' ^^ ^^^ ^^'^ Aufgabe un- 
entschieden istj ob die Gerade w mit %c = oder mit Ua: = den 
Winkel k bilden soll, so ist auch a{v, iv)t — ^v ^^ + (i>i''s^''3) = 
zu berüclisichtigen ; die Lösung der Aufgabe wird folglieh durcli 
Multipiieation der beiden in i linearen Gleichungen erhalten in der 
Gestalt 

-1/, [.(.., w)'^ + Cr.,«.,) + «,(», w)^ + (»»,».)) t 
Offünby.r ist der Coeffieient von f in dieser Gleichung 

/■(y «>'(»,), i "'(».), i ■»'("'.)); 

der Coeffieient Yon i' ist mit Rücksicht auf 2f{x, y) = -((a;!!^ + «^v^ 
identisch mit 

wobei yi = M'ai'8~M'3i'a! «/a = ^kPi — '«'li'sj ^'3 = «'ift — «^sÄ • 
Das absolute Güed wird «r j^ . Uebrigens stellt die Gleichung für 

variabele Liniencoordinaten lei ein Punktepaar im ünendlicben dar, 
das für t = 00 mit den Nocmalencentra der zwei gegebeneu Geraden 
zusammenfällt, 

86. Der Winkel a der Tangenten, welche vom Punkti" y 
an die Carve zweiter Olaese ^'O'; ^) ==^^' _^ «üMi«/; = Ü ge- 
zogen werden können, ist gegeben dureii die Formel 



tg« = : 



i^,y) 



wobei 

Die Gleichung des Tangentenpaares ist nach {21), ü. 45 

g{x, x)^2 2 ^'*^'^* ^^ (il 3,. = Ö' 
imd luiii hat man eine der Formeln (36), S. 65 für den Winkel eiiiew dnreb 
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f(x, a:) = dai'gestelUnn Gerati enpaares anzuwencleii aul' g{x, x) = 0; 
es folgt alsdann tg'ß = — -ff^f^- Es ist 

[?., oj] -= %i(y/<03ä + i/3^ojs3 - Sy^ys^s) + ■ 

+ SKiCäs + «33^31 — %tais — ffi^üg8)y^y, + ■ - , 

■wofür 2%{y,y) gesetzt werden möge^). Die Grösse G(u, u) muss 
(ähnlich wie in (84)) proportional werden zu Mj,^; denii {?(«,«) = 
würde die Spitze y des Tangeiitenpaares doppelt zählend darstellen, 
l'erner wird 0{u,ti) = erfüllt, wenn y auf der Curve Hegt, daher 
wird der andere Factor von G(jp,p) bis auf einen Zahlencoefficienten 
gleich ti)(i/, j;), und man findet in der That G{u,u) = u/ • 'i>{y,y), 
mithin Gip,p) = p/ ■ 'i'(^,y)- Durch Substitution der fiSr \h, mj und 
G{p,p) gefundeneu Werthe in die Formel für tg^ a folgt das oben 
angegebene Resultat. 

Diese Formel kann auch noch abgeleitet werden mit Benutzung 
der zu (13), § 15 dualiatisclien Relation 

(« - iy'i'ii, 9) (« + l)** (K, S) ■*(•(, <J) - 

für das Doppelverhaltniss, welches die vom Puukte j/ nach zwei Curveu 
zweiter Classe q){u, m) = und ^(m, u) == gezogenen Tangenteu- 
paaro mit einander bilden. Man hat nur an Stelle von ^(^t, ti) <=■ 
das imaginäre Kreispunktepaar zu setzen und den in (35), S. 64 aus- 
gesprochenen Satz anzuwenden, wonach der "Winkel der von y an 
y(j[, m) = gezogenen Tangenten aus dem eben genannten Doppel- 
verhaltniss m durch Division mit 2i hervorgeht. Bei Uehergang zu 
den trigonometrischen Functionen wäre dann Gebrauch zu machen 
von der Relation Im» = 2i • arc cos — ^^■ 

Denkt man sich tg ec fest gegeben, dagegen den Punkt v/ variabel, 
so folgt sofort: 

8'?. Der geometrische Ort aller Punkte y, von denen betrachtet 
eine Curve zweiter Classe i}>(u, ii) = unter einem gegebenen Winkel « 
oder dessen Nebenwinkel erscheint, ist die Curve vierter Ordnung 

tg' « • f fe v) + ^'^(y, y) ■ P/ = 0. 



1) HinBiohtlich dieser Beaeichnungs weise vergleiche miui auch (29), R. 148. 
Für « = 90" erhält msui den Sata (31), S, 148. 
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Be&teht insbesondere die gegebene Curve zweiter Clasee ^ (w, ii) == 
aus eineni Puuktepaar (gj(«(, m) s^ «aft« = 0), so wird 0(y, y) pro- 
portional dem Quadrat des Trägers, und zwar iat nach einer Be- 
merkung auf S. 64 0(y, ij) = — -y- ^' + {a^b^x^f\ ferner verwandelt 
sich ^%{!J,y) in ( , ■ j , und man erhä,it das liesultat: 

88. Der geometrische Ort aller Punkte y, von denen betrachtet 
die Strecke zwischen zwei Punkten a, 6 unter einem gegebenen Winkel a 
oder dessen Nebenwinkel erscheint, besteht aus den zwei Kreisen 

Daas der betreffende Ort in der That aus zwei Kreisen besteht, 
iat nicht nur aus der elementaren Geometrie bekannt, sondern folgt 
auch ans (76) mit Rücksicht auf (68); denn weil U ^] ==0 den 

über der Strecke üb als DnrchmeBser errichteten Kreis darstellt, iat 
nach (68) auch jede der beiden sieh im Vorzeichen von ]/k unter- 
scheidenden Cnrven ein Kreis. 

89. Der Winkel « der Tangenten, welche vom Punkte y an die 
Curve zweiter Ordnung f{x, x) --=^i ^f (kn^iO^k = gezogen werden 



können, ist gegeben durch die Formel i 

Folgt unmittelbar aus (86), wenn man sieh zu f{x,x) = die 
Gleichung in Liniencoordinateu hergestellt denlci — Für a = 90" 
erhält man den in (31), S. 148 ausgesprochenen Satz. 

90. Man bestimme den Winkel zwischen dem Durchmesser u^ == 
des Kegelschnitts /(«, ^r) = und dem zugehörigen conjugirten Durch- 
messer. 

Die Gleichung des letzteren ist nach (54) 

».s^' + i.'.ftlrM-o, 

.„d nach 13b, S.13 wird co.^«, .) - i ei!Ll"4±l._^>_.i±;Ä»^^ 
wo nun noch die D; eliminirt werden sollen. Es ist 
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wobei V, wie in (45), S. 96, zur Abkürzung gesetzt ist für 

ferner wird nach S. 63 to{u,ii) • 0}{v,v) =■ (o^(ii,v) + i'^Hj (ft%%)*? 
und wenu man hier an Stelle der vt ihre eigentliclieu Werthe einsetzt, 
«.■hält mm «(«,«)■ o(.,l.)-2'±(£;">''')'+'("P' , folglich wird 



daher 
und 



"■^ -i* 



2±(ll«-)v.(:?:, 



91, Durch die vier Punkte, in donen irgend ein Tangenten- 
paar eines Kegelschnitts von einem beliebigen zweiten Tan- 
gentenpaare getroffen wird, lässt eich eiü Geradenpaar legen, 
das durch den Sebnittponkb der den beiden Tangentenpaaren 
zugehörigen zwei ßerührungssehnen geht und auaserdem zu 
den letzteren harmonisch liegt^). 

Nach (42), 8. 84 kann die Gleichung eiuoa Kegelschnitts in die 
Form gebracht werden X^X^ — X'— oY=0 "^=0 "rge 1 
zwei Tangenten darstellen, wäbrenl X^ — (J le Cieicb )g dei /luge 
hörigen Berührungs sehne ist; mit Hilfe zwe er an leren Tangent u 
desselben Kegelschnitts sei dessen GIpicI ui c ju d e Foini gehradt 

1) Die Veranlassung, dass Plücter ( Systpn de aaalj cheii Geometr e 
B In 18 5 ^ 117) diesen Satz als von Newton liei nhrenl beae chnet d fte 
wohl n Uut hung in dessen „Ph loEoplnao ni ural u p me p a matl emat oa 

e eb n hab Vgl. z, B. clie von Cotea besorgte nnl Jahie 1 14 lu 

Am t d m acheoeue Ausgabe, S. 86f &j*rie 84 Corol 2 oder auch de 
d ut t 011 Wolfers besorgte üel p setzn g Isaao Newtons Mathema 

t he P n p en 1 r Natnrlehre", Beilm 1872 S 109 bo t e S 107 £ isatz 3 
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*i a^3 — ^ä^ = , so daes Xj X^ — X^^ --= x,x^ — Xg^. Hieraus folgt 
X1X3 — XjX^= (Xä+ x^){X^— x^). Die geometrische Doutiing dieser 
Gleichung liefert obigen Satz, der auch in folgender Form ausgesprochen 
werden kann; 

91a. Die Geraden, welche die Byriilirungspunkte je zweier 
Gegenseiten, eines dem Kegelschnitt umschriebenen Viersoits 
verbinden, gehen durch den Schnittpunkt der beiden Diago- 
nalen desselben, und zwar liegen sie harmonisch zu den zwei 
Diagonalen. 

92. Die Berühmngs sehne irgend zweier Tangenten einer Hyperbel 
ist parallel ku den Verbindungslinien der Schnittpunkte des Tangenten- 
paarea mit dem Äsymptotenpaare und liegt in der Mitte zwischen 
diesen Verbindungslinien ■'). 

Folgt aus (91), wenn mac als eines der beiden Tangentenpaare 
das Asymptotenpaar wählt und beaelitet, dass die vierte harmonische 
Gerade zu zwei Parallelen und zur unendlich fernen Geraden mit der 
Mittellinie der beiden Parallelen zusammenfällt. 

Aus (92) folgt nnmittelbai': 

93. Der Berührungspunkt einer Tangente der Hyperbel liegt in 
der Mitte zwischen den Schnittpunkten dieser Tangente mit den «wei 
A sjnip toten. 

94. Alle Dreiecke, welche die beiden Asymptoten und eine beliebige 
Tangente einer und derselben Hyperbel zn Seiten haben, sind inhaltagleich. 

Nach (92) ist AB parallel 
CD,dBheYACDÄ^/\ODB, 
woraus /\AMC ^ hBMB 
folgt (Fig. 14). 

95. Jede Tangente einer 
Parabel halbirt im ßerüli- 
rnngspunkte B die Veibiu- 
dungsUnie des Mittelpunktes 
M einer zur Tangente paral- 
lelen Sehne 11 8 mit dem 
Pol P dieser Sehne. 

Man üxire ein vom Punkte 
P an die Curve gezogenes 

1) Ea bedatf wohl kaum der Brwühuuiig, «iaes iiatüvlich diejenigen zwei 
Verbindungslinien gemeiot sind, welche weder mit einer Asymptote noch mit einer 
der zwei anderen Tangenten eusammenfallen. 
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TaogenfceDpaar mit den Eerölirungspunkt«!! E, S, sowie die zm Sehue 
RS parallel gezogene Tangeat« mit äem Berülirungspiinkte S, welche 
zusammen mit tter unendlich fernen Geraden ein zweites Taugenteü- 
paar der Parabel bildet. Die Berühnmgssehne desselben ist eine durch 
B parallel zur Axe') gezogene Gerade, welche die Sehne RS in deren 
Halbirungspunkte M trifft. Von den vier Schnittpunkten der beiden 
Tangentenpaare liegen nun zwei (G und D) im Endlichen, die beiden 
anderen unendlich weit; das durch die vier Punkte aussenüem noch 
mögliche Geradenpaar besteht daher hier aus zwei durch C resp. D 
gezogenen Parallelen zu tten von P an die Carve gelegten Tangenten. 
Da ferner nach (91) der Schnittpunkt dieses Geradenpaares mit dem 
Schnittpunkt M der zwei Beruh rungssehnen zusammenfUlltj so entsteht 
ein Parallelogramm PCMD, dessen Diagonalen PM und CD sich im 
Punkte B halbii'on. 

96. Die Diagonalen irgend eines dem Kegelschnitt um- 
schriebenen Parallelogramms ABCD bilden ein l^aar con- 
jugirter Durchmesser, 

Die Verbindungslinien liG uuil FH der Berührungspunkte je 
zweier gegenüberliegenden Seiten des Parallelogramms (Fig. 15) sind 
ala Polaren unendlich weit 
liegender Punkte jeden- 
falls Durchmesser. Durch 
den Schnittpunkt M der- 
selben geben nach (91a) 
auch die Diagonalen des 
umschriebenen Parallelo- 
gramms , sie sind daher 
gleichfalls Durchmesser 
und liegen nach (91 a) 
harmonisch zu den Diago- 
nalen des durch die Berührungssehnen gebildeten Vierecks jEFGK, 
das gleichfalls ein Parallelogramm ist, denn je zwei seiner gegenüber- 
liegenden Seiten, z. B, EH und FG, sind als Polaren von Punkten B 
und D eines und desselben Durchmessers einander parallel. Da MA 
und HD harmonisch liegen zu ME und MH, und da ferner nach 
(63) MD die Sehne FH halbirt, so ist der Durchmesser ÄC zur 
Sehne EH parallel, gehört somit demjenigen Sehnensystem an, das 
von BD halbirt wird. 




1) Ueber die Definition der Ase der Tavabel vgl. S. 1.03. 
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Zugleich fulgt: 

97. DJo Seiten irgeaii eines dem ÜMgelsebnitt eiogesdiriebeaei! 
Parallel ogvamDis sind zwei conjugirieu Durchmessern parallel, oder in 
etwas anderer Form: 

98. Die laeiden Behue», welche die Endpunkte eines Durchmessers 
mit einem beliebigen Punkte des Kegelschnitts Terbinden, sind parallel 
HU zwei conjugirten Durchmessern. Man nomit solche ßelmen Sup- 
plementär sehnen. 

Umgekehrt gilt auch der Satz; 

99. Zieht man durch die Endpunkte F, M eines Durchmessers 
gerade Linien ^JS und HE parallel zu zwei conjugirten Durchmessern 
MD und MA, so schneiden sich jene Geraden in einem Punkte des 
Kegelschnitts. 

Würde nämlich die Gerade HE den Kegelschnitt nicht in ihrem 
Schnittpunkte mit FE treffen, sondern in einem anderen Punkte 'E\ 
so sind FF' und HF' nach (98) zwei conjugirten Durchmessern 
parallel; nun ist HE' parallel MA, daher FE' parallel MB, d. h. 
FF' fällt mit FE und F' mit F zusammen. 

100. Zieht man durch einen beliebigen Punkt P eines Kegel- 
schnitts zwei Sehnen (mit den Gleichungen iSg <= und S^ = 0) und 
in dem weiteren Schnittpunkt dieser Sehnen und der Ourve die Tan- 
genten (mit den Gleichungen T^ = 0, bezw. T^ = 0), so liegt die Ver- 
bindungslinie des Punktes P mit dem Schnittpunkte dieser beiden 
Taugenten harmonisch aur Tangente in P und au dem Sehnenpaare. 

Ist Ti = die Gleichung der Tangente in P, so kann der Kegel- 
schnitt nach (42), S. 84 dargestellt werden sowohl durch T^ 1\ — fSg^ = 
als durch f^ i; -- yS/ == 0. Hieraus folgt 

d. h. der eine der beiden Factoren Sg + iSg = und S^ — jS^ = re- 
präsentirt gleich Null gesetzt die Tangente Tj = des Punktes P, der 
andere die oben genannte Verbindungslinie. Die Gleichungen S^ •= 0, 
Sg = 0, Äg + jSg = und S'ä — 8^ = gehören aber vier harmonischen 
Strahlen eines Büschels an. 
Dualistisch folgt: 

lOi, ffixirt man auf irgend einer Tangente T eines Kegelschnitts 
zwei beliebige Punkte P^, Pg nnd „zieht man die zwei von Pg, Pg noch 
möglichen Tangenten an die Curve, sowie die zugehörige Berfihnmgs- 
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sehne, so liegt das Panktepaar Pg, P^ harmoniach zu dem i 

punkte der Tangente T und zu dem Schoittpunkte dieser Taugente 

mit der eben genannten Berührungsseline. 

Dieser Satz ist übrigens gleichbedeutend mit dem folgenden: 

102. Die Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier Seiten 
eines dem Kegelschnitt umschriebeneu Dreiecks schneidet die dritte 
Seite in einem Punkte, welcher harmonisch liegt zum Berührungspunkte 
dieser Seite und zu den auf ihr gelegenen Ecken des Dreiecks. 

103. Fixirt man bei einem Kegelschnitt irgend ein Tawgentenpuar 
und die zugehörige Berühmngssehne, so steht das Product aus den 
Abständen eines beliebigen Punktes der Curve von den beiden Tan- 
genten in constantem Verbältniss zu dem Quadrat des Abstandes dieses 
Punktes von der Berührungssehne. 

Die Gleichung der Curve ist von der Form XjXg — X/= 0, nnd 
hier werden durch Xj = 0, X3=0 die beiden Tangenten dargestellt, 
durch X3=0 die Berührungssehne. Führt man in X^X^ — Xg^^O 
an Stelle von X,, ^, Xg nach (1), S. 9 die Abstände eines Punktes 
von diesen Geraden ein, wobei die Coordinaten des Punktes der Glei- 
chung des Kegelschnitts genügen müssen, so folgt für diese Abstände 
ön ffaj ffa si'16 Relation von der Form q^qa —- c • q^ = ^ , wo c eine 
Constante bedeutet, deren Werth natürlich auch von den Coordinafen 
der Geraden Xj, Xg, X^ abhängt. 

lOi. Man beweise, dass für den Fall eines Kreises die Constante o 
gleich der Einheit ist. 

Dualistisch ergibt sich aus (103): 

105, Fixirb man auf einem Kegelschnitt irgend ein Punktepaar 
P, Q und den Schnittpunkt S der beiden in diesen Punkten gezogenen 
Tangenten, so steht das Product aus den Abständen einer beliebigen 
Taugente der Curve von den beiden Punkten P und Q in constantem 
Yerhältnisa zu dem Quadrat des Abstandes dieser Tangente von dem 
Punkte S, 



Anwendung iron g 10—ia. 
106. Alle Parallelogramme, welche dadurch entstehen, dass man 



in den Endpunkten zweier conjugirten Durchmesser die 1 

eine Ellipse zieht, haben denselben Flächeninhalt wie das Rechteck, 

dessen Seiten durch die vier Scheiteltangenten der Ourve gebildet werden. 
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Bezogen auf zwei conjugirte Diircliin esaer als Äsen eines Systems 
homogener acTiiefwinkKger Pavallelcoordinaten lautet die Gleichung 
des Kegelacbnitts a^^x^^-T- a^^!^^^-^ xXs^='0. Die halben Längen r, 
und r^ der zwei conjugirten Durchmesser folgen aus r^^ = , 

»'s^ = —; daher wird r^r^ sin w = T/ "^™ "' ^ -(vobei w den Coordi- 

nafcen-winkel bedeutet Die quadvatisehe Gleichung (51), S. 98, auf 
unsorea Fall angewandt, liefert r ^s^^ ' = ^'^"; andererseits ist aber 
nach (2), S. 110 r-.-yw = ffi^ö^, wenn die halben Äsen des Kegehchoitts 
mit a und b heaeichnet werden. Daher wird r^r^ sin w =• ab, also 
constant, und der Inhalt des ganzen Parallelogramms ist 4a&. 
Aus r^r^ sin w = ab folgt auch noch der Satz: 

107. Alle Parallelogramme, welche dadurch entstehen, dass man 
die Endpunkte zweier conjugirten Durchmesser verbindet, haben gleichen 
Pläeheninhalt. Derselbe ist halb ao gross wie derjenige des Rechtecks, 
dessen Seiten die vier Scheiteltangenten der Ellipse sind. 

108. Bei jeder EUipse ist die Summe der Quadrate '/.weier con- 
jugirten Durchmesser constant, bei jeder Hyperbel deren DiiFereuz. 

Wird in ähnlicher Weise bewiesen wie (106), nur sind dabei noch 
anzuwenden die Relationen ö* = — rr , P= -[- ■^ ( — oder -f-, je 
nachdem Ellipse oder Hyperbel, vgl. S. 110), sowie die aus (51), S. 98 
folgende Relation -^M^-^ = 1' 4- A". Auch hat man zu beachten, dass 
bei der Hyperbel zufolge l'{p,p)<.0 (was in (106) gleichbedeutend 

mit %aga<0) die Grössen A'undl", sowie t\^= and — r/= 

ungleiche Vorzeichen haben; man findet »'i^ + r^^ = ß^ + b^, wobei das 
positive oder negative Vorzeichen zu stehen hat, je nachdem der Kegel- 
schnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist. 

109. Diejenigen zwei conjugirten Durchmesser einer Ellipse, ivclche 
den grössten Winkel einscbliessen, sind einander gleich. 

Nach (106) ist r^r^smw = ab, und hier wird der stumpfe 

Nebenwinkel w ein Maximum, wenn sin w ein Minimum, d. h. 

wenn i\r^ oder auch r^^r^^ ein Maximum ist. Da nach (108) 

rj^ -j- r/= a^ -f- P, so tritt dies ein för *-j^ = r^^; femer folgt alsdann 

1 ■ 1 TTui' 9 a^ + 6'' 1 . 2ab , , , w , b 

bei der ll*ilipse r^" = ——- — und sm w == -^"jrp ' dfiher tg ^ = + — ■ 

Bei der Hyperbel können im allgemeinen keine gleichen conjugirten 
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Sjmaietrisulio V firbinduiigen äue (Jimiii'ate yiewiKüci' Httliiniosoüi'. 28.1 

Durchmesser auftreten, da tloi-t die Differenz r,^ — r^^ gleich ist dtr 
Differenz der Quadrate der halben Axen; nur bei der gleichseitigen 
Hyperbel sind die conjugirten Durchmesser einander gleich. 

110. Zieht man irgend zwei zu einander senkrechte Halbmesser 
eines Kegelschnitts, so ist bei der Ellipse die Summe, bei der Hy- 
perbel die Differenz der Quadrate der reciproken Werthe für die Lungen 
dieser Halbmesser coustant. 

Bezogen auf irgend ein rechtwinkliges Co ordiuaten System, dessen 
Aufaog im Mittelpunkte der Curve liege, ist die Gleichung der Ourve 
von der Form a^-^x^ -\- 2€6^^xy -\- a^^z)^' -\- n = . Die Quadrate der 

Abschnitte auf den Coordinatenaxen sind x^ = , J/^ = , 

daher -~ + 1 = — ^i+i^ == — ^1±£ = A + ^ (nach (51), S. 98 
und nach S. 110). Bezieht man dieselbe Curve auf ein anderes recht- 
winkliges System, dessen Anfang wiederum in deren Mittelpunkte 
liegt, so wird ihre Gleichung etwa i^^x^ ~\- 2\2^y -{■ b^y^ -\- k =-■ . 
Während jetzt die Quadrate der Axenab schnitte natürlich andere 
Werthe haben wie zuvor, wird die Summe der reciproken Werthe 
gleich — ■ " . " oder (analog wie oben) gleich -^ + p-, daher in 
der That constant. 

111, Sind t?i,(?3,(?3 die Abstände des Mittelpunktes eines Kegel- 
schnitts von den Seiten eines Poldreiecks mit den Höhen /*„ h^, h^, 

so besteht die Relation ^--r -{- 7--, — I- r—^ = — (-? -{- tt) ■ 

Die Gleichung der Curve <iiiX^ -{- a^^x^ -^ a^Xg^ = verwandelt 

sich bei Einführung der Coordinaten J/i : ^3 : «^3 = ~ : — ; — ■ ihres 

Mittelpunktes in - x,^' -\~ -— x^^ 4- ~ xJ = 0. Für diese Curve wird 

Vi Vi yn 

nach (11), S. 87 

X' _j_ X' = ^-'-^ -{- ^"-5-=- + ^=-»-5 = --^— + _L_ + — — ; 

?/i ifs ' s/ä ^i'hyi «Avs e.^\y^^ 

ferner ist % nach (28), S. 91 und (45), S. 31 gleich 
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284 Anhang zn S lO" 12- Kr. 113-11.5, 

113. Naüh (10), S. 49 hat das Parallelogramui, welches eutstolit, 
wenn man durch einen beliebigen Punkt P der Hyperbel Parallelen 
zu den zwei Asymptoten aiehi, constanteii Inhalt. Man bestimme den 
Wcrth dieser Constante. 

Für ^.r^i.t^^^O ala Gleichung der beiden Asynaptoten ist f(x,x) = 
nach (26), S. 45 von der Form jji.^^ + j ^t— - . pj'- Es seien nun X^, 
X^ die auf den Asymptoten g^ = 0, Ä^. = durch die Parallelen ab- 
geschnittenen Stücke, g und h die Entfernungen des Punktes P von 
den beiden Asymptoten. Alsdann ist (? = Xj sin a, 7i t= Xj sin a, 
wobei « den Winkel der Asymptoten bezeichnet, für welchen nach 
(6), S. 111 8iü^«= r ~J^^,^^;^f . ■ Mit Hilfe der in (59) anfge-- 
stellten Gleichung ergibt sich nun 



X,X^ . 



' Vo'{S,3)V<aih,K)F{p,p) ■ izF(p,p) 



Ferner sind die für /'(«, ic) ^^^Äi + ^ir— > p/ gebildeten Ausdrßckc 
[«, cd] und F{p,p), wie leicht zu erkennen, dieselben wie die für g^h;c 
gebildeten, und zwar findet man [a,mf — 4:tF(ß,p)-^'a(g,g)-a{h,'b^, 
so dass sich der Ausdruck für X^^X^ verwandelt iu 



„ ^ A ]/K «3]' ~ i-^F(p,p) 
1 ^ irF^p,p) 

Es seien nun l' und A" die Wurzeln der Gleichung 



((11), S. 87), daher 1/[ö, wp - 4:rF{p,p) =- l' - l"; nach (2) 8. 1 iO 
ist alsdann o^ = — ™ , &^ = — ^ , wo j« = j,, . und ß^, 6^ dio 
Quadrate der halben Äsen bezeichnen. Durch Einführung dieser Grössen 
erhält man X^ X^ = "-^^^P = ^^^^ , da speciell bei der Hyperbel 
b^ zu ersetzen ist durch — h\ Die oben erwähnten Parallelogramme 
haben demnach den gemeinsamen Inhalt X^ X.^ s'm n = — -- — sin u. 



113. Der Winkel a des Asymptotenpaares einer aof schiefwinklige 
Parallelcoordinaten mit dem Asenwinkel w bezogenen Ourve zweiter 
Ordnung f{x, a;) = ist gegeben durch 
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Äsyniploteiiwinkdl. Quadrate der GlHiclmiigcn für die Hauptaxeii. 285 
Folgt sofort aus (6), S. 111 mit Benutzung von (2) S. lÜ und 

114, Der Winkel u des Asymptotenpaares der Onrve /.weiter 
('lasse ijp(j[, w) ^=^ "^ 'yl «ikUiUk = ist allgemein gegeben durch die 
i'ormel 



tg^ö 



4tA_<p(p,p), 



apeciell für schiefwinklige Coordinaten erhalt mau 

,3 4 Ana« sin' tu 

^ ** ' (A„ + A5ä — aAiäCoaM!)«" 

Folgt aus (6), S. 111, indem mau sieh die Gleichung <p(_u,ii) = 
zuvor in Punktco ordinaten übertragen denkt. 

der Curve zweiter Ordnung f{x, x) = mit 



115, Die Hanpttixen 
einem im Endlichen gelej 
gegeben dnreli 

tpJ'{F(p,p)f(ß:, x) — Ap,?) — X"Ft 



Mittelpunkte sind doppelt zählend f 
?)("") -0, 



tp,'(F(.p,p)f{x, X') -~ Ap,') ~- l'Fip, p) (l D^ - 0, 

wobei durch «/i : ^a : 2/s = -fCPi) '• -^'(i's) '■ -^'(Ps) die Coordinaten des 
Mittelpunktes definii't sind und A', A" die Wnrzeln der ttleiclinng 
J" — [o, «>]a + tT(f,p) — bedeuten"). 

Aus »(•., o) = P,' + (4" in (31), S. 90 folgt 

1 Z, I 

1 X, 

Zj r, ~ Tj'CX,' + X/) ; 

X, X, X, 

r, 

ferner ist nach (29), S. 91 /(ie, «) — «X,' —TX,' + rXj'. Mit 
Benutzung von X3=i)^, Y^=p^, k = Ä: F(p,p), »"^ = 1:1; erhält 
man 

tF(p, p) vf (A- - J") X,' = zpf {ri.p,p)f{x, X) - Ap,,') 

-'i"F(j,,p)(;'j) -0, 



-1 >1 




h St 




h S, 


— 


) 




) 





1) Andere Gleichucgen a 
B. 93, aowio (49), S. 97, 



■ Hestimmurig der iLiuplasen sind (35) und (3öy,), 
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286 Auhaiig au § 10-ta. Nr. ai5— 120. 

'F(i>,p)p,' (1"- 1') Z,' = ,p,'(:F(],,f)flx, H, ~ Auf) 

ßci s eil icEwiukl igen Parallelcoordinaten (ar^ : äj : aJj = a; ; y : L) Yi^r- 
wiindehi aich diese Gleichungen in 

— A{(J3^~^3sl/)^+(-4ai— ■4s3^)^~-^(^3sy'-As)(-^3i— ■^3s3^)eosw}-=0, 
wobei für 1 die eine oder andere Wurzel zu setzen ist der Gleicliiing 

}? m^ w — X (fflu + «ag — 2(»j2 cos Iß) + öji ß^g — c(,2^ = 
und f{x, y, 1) = die gegeliene Curve darstellt. 

HC, Man bilde die Gleichungen für die Hauptasen der auf recht- 
winklige Goordinaten bezogenen Curve zweiter Ordnung 

IX'J' H- 14j/^ ~ ^xy — 10« — 20)/ + 10 = 0. 
Die quadratische Gleichung }? — [a, ta] i. -|- iF(j},p) = wird hier 
A^ — 25-1 + 150 = und hat die Wnrzehi A' = 15, r= 10; ferner 
findet man ^ = — 150, Ai = 90, ^^g = 120, ^gg = 150. Die 
Wurael A' = 15 liefert alsdann nach (115) die Gleichung 

150[150(11a;^ + 14)/^ -4ic^— 10a; — 20y + 10) + 1Ö0| 
— 15((120™ 150y)ä + (90-~ 150a;)^!=0, 
weiche gleichbedeutend ist mit 4a;^ + y^ + 4a;i/ —■ 8ic — 4j/ + 4 '^ 
oder mit {2x -{- y — 2)^ = 0; die Gleichung der sinen Axe ist daher 
2« + y — 2 = 0. Die Wurzel X' = 10 liefert eine ganz ähnliche 
Gleichung, welche gleichbedeutend ist mit 

x^ + 4/ — Axy + 2x — 4j/ -1- i = 
oder mit {x — 2p -{- 1)^ == 0, die Gleichung dei anderen Axe ist 
daher x — 2i/ + 1 = 0. 

117. Die Hauptaxen der Ourve zweiter Olasse ip(u, m) = mit 
einem im Endlichen gelegenen Mittelpunkte sind doppelt zählend ge- 
geben durch 

■sjj/ {<p(p, p) • '^ (X, X) -" A^^^) - r <p(i>, p) (l p^ =- , 

wobei durch y^ ■■ y^ '• ^s '^ 9" (Pi) '• *p' (Ps) '• ¥ ilh) ^^^ Goordinaten des 
Mittelpunktes defiuirt sind und X', X" die Wurzeln der Gleichung 
}? — [A, co] ;t + rAf{p,p) = bedeuten. 
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Gleichuiiguiiproduct dei' Ilauptasen viod ihrer unendlicli (' 



87 



Folgt aus (115), indem man sich die Gleichung der Curve zweiter 
Classe (p{u,ti)'=0 in die Gleieliung in Punktcoordinatea <i>(x,x) = 
übertragen denkt und dann die dort angegebenen Formeln anwendet. 

Bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten {x^: x^ ■.Xi = x -.y : l) ver- 
wandeln sich die ohigeu Gleichungen in: 

— ^ i(%5 - %3?/)H («äl— «38^;)" - 2 («33^/ — %0 (%j - «SS«) cos W) = 0, 

wobei für d die eine oder andere Wurzel zu aetKCU ist der Gleichung 
l^ sin^ w - ^(An + Aa, .-^ 2Ais cos iv) + Ak^s ^ . 

X18. Das Product der Gleichungen für die beiden Hauptaxen 
der Curve zweiter Ordnung f(x, x)'=0 mit einem im Endlichen 
gelegenen Mittelpunkte ist bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten 
(a;^ : 3^2 : a^g = a; : j/ : 1) gegeben durch: 

Oj^^x -|~ a^^y -{- %!, - - (a^iX + a^iV "l~ ^az) '^'^^ ^ 

•^ai* ~(" ^isV + '^aa — (a^iX -\- a^^y -{- %is) cos ii 



31 I 

1 J,J 



Folgt ans (49), S. 97. 
Ebenso folgt: 

119. Das Product der Gleichungen für die beiden Hanptaxeu 
der Curve zweiter Class« 9)(i(, m) = Ü mit einem im Endlichen ge- 
legenen Mittelpunkte ist bei schiefwinkligen Parallelcüordiuaten ge- 
geben durch 

" + \^y -h Ai3 - {k,^x -f- Assi/ + Asb) cos w x 
ABia^ + A322/ + Ai,g--(A„a:-f A„y + Ai3)cos«(^ y «,, =0. 
Ü 1 



120. Die unendlich fernen Punkte der ^Hauptaxen des Kiegel- 
sehnitts f{x, x) = sind doppelt zählend gegeben durch 

wobei l' und k" die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung 
^' — [«. ra] A + tF{p, p) = 0.0 

Nach (29) und (21) in § 10 ist 
r^ (Ä"« U^^ + }i'x D"/ -f ^' ^" Pji') = F{it, u) , Gl' + üs' = "> («, w) ; 

1) Eins audere Methode Biir Bestimmung der uiinndlieh foi-neii Punkte der 
Haiiptaseu wurde S. 93 gügcbeii. 
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288 Anhang zu § 10-.12. Nr. 12Ü— lä3, 

sowie der .Relation (^') Q'~ (j'j'=^(^Jj) folgt 

(A— A") CT/ = 1^ (^ 3 — -t" w (t(, m). 

Speciell für sciiiüfwinklige PariiUelcoorcliiiateji 

«Sj : Mj : Mg == M : i! : 1 
erhält man 

«11 f^ -]- «23»'' — 2%gi(jj — A' (u^ -Y V* — 2Mi) cos iü) = und 
Oijü^ 4" flsa**^ """ 2%jMii — A"(m^ -f- ''^^ — 2mü cos w) ^^ 0, 
wobei A' und A" die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung 
A^sin* w — Ka^i ~\- «äs ~- ^ßigcos w) -\- «nßaa — a^^ = 0. 

Im Falle der Parabel ist nach S. 100 f. die eine Wurzel (etwa, A") 
gleich Null, die andere gleich [a, <a\; die eben abgeleiteten Gleichungen 
lauten alsdann x\ ) — \(i, ß)| atiu, %i) = 0, bezw. ( ) ==0 und 

repräaentiren nach (63) und (64), S. 103 den unendlich fernen Punkt 
der Scheiteltange nie, bezw. der Axe. 

Bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten erhält man im Falle der 
Parabel für den unendlich fernen Paukt der Scheite Itangeiite (doppelt 
zählend) die Gleichung 
(»11 + «gaCOB" w — 2%aeo8 w)m^ -f- {a^^ -[- «jj^ecs^ w — ■ '■ZOi^cos %v)ti^ 
— 2(öiieos«<>-|- o^ä^os w — öii[ — ßj^cos^ tv)tiv = 0, 
für den unendlich fernen Punkt der Axe (doppelt zählend); 

%l*'^ ~[~ f'äs"^ — SffiigMi! = 0. 

121. Das Product der Gleichungen für die unendlich fernen 
Punkte der Hauptaxen des Kegelschnitts /'(*^,^, 1) = mit einem 
im Endliehen gelegenen Mittelpunkte ist bei schiefwinkligen Puraliei- 
eoordinaten gegeben durch: 

(«^a — «22 cos tv)u^ '{- (ßji cos V) — »la)*'^ -1~ («aa — - a^^UV = 0. 

Folgt aus (46), 8. 96. Es iat übrigens klar, daaa mit den un- 
endlich fernen Punkten auch die Riehtungen der Hauptaxen gegeben 
sind, also die Winkel, unter denen diese Richtungen gegen die Coordi- 
natenaxen geneigt sind. 
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Gleichungen von Äse und SclioiteltaiigeDle der Parabel. 289 

122, Die Axe der auf schiefwinklige Para,llelcüordmai;en 
{x^: x^:x^ = x:y : 1) 
mit dem Axeuivinkel tv bezogenen Parabel^) f(x, j/, 1) = iat gegeben 
durch jede der folgenden zwei Gleichungen 

(«11 — «12 C03 iu)x -|- (ß,a — «23 cos tv)y 

(«^a — «11 COS w)x + («äs — «12 cos w)y 

_!_ (" ii + ".ä - Sa„ cos w) K, - a„ ooa »«) + ^,. sin^ w ^ 
SpeeieU für rechtwinklige Coordinaten erhält man 
«11* + «la!/ + ^^^ "t"''"" •= 

"ll + "ä! 

oder auch (falls -/,. B. «.^ = a^^ = 0): 

«„^ + a,,y + ^i^5f^5^'- = 0. 

Die obigen Formeln folgen beide aus (67), S. 103 und zwar die 
erste durch die Substitution Mg = % ==• 0, Vi = 1, die zweite durch 
11.^ = Mg = 0, % = 1; selbstverständlich hat man auch die S. 8 an- 
gegebenen Eelationen bei schiefwinkligen Parallelco ordinalen zu be- 
nutzen. Man liann beiden Formeln auch folgende G-eatalt geben: 

(«jj^ — öjj cos tc)x + («12 — tfga cos nijy 
J_ ( «,. - «I. "O S w) (" is - «i« CO« ">) + ("i. - "si cos "') («» - «I, CO« w') ^ Q 

"T" «11 + Wjj 2(112 cos «7 ' 

(«jä — «11 COS w)x -\- («22 — «13 COS n;)y 
, («IS — «11 C03 lü) (»15 — a,, cos w) + (ogi " (t,a cos w) (0;3 — 11,3 cos w) ,. 

Auf Grund der Relation aj^^a^.^ ■—' a^^^ = lassen sich alle die 
hier angegebenen Gleichungen für die Axe in einander überführen. 

123. Die Gleichung der Seheiteltangente der auf schiefwinklige 
Parallelcoordinaten (x-^ : x^ : x^ == x : y: 1) mit dem Äseuwinkel w be- 
zogenen Parabel 1) f(x, y, 1) = lautet: 

(^is + Ä^3 cos iv)x + (-4^3 -f A^^ cos w)y 

.Äün' w - (a,i + a,, - 2«., eoa w){A„ + A,, + 3^ „ cos w) _ 

Ergibt sich aus der Gleichung (69a), S. 105 für das Product aus 
der Seheiteltangente in die unendlich ferne Gerade, indem die Glieder 

1) Die Gleichung der Directi'ix wird in ('242)— (244) gegeben. 

Quiiaelfiiigoi', VoilaaniiüPn, T-i' 
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290 Allbang KU ä 10—12. Sv. t'iä ■ 129. 

mit x-j^, x^, X^X^ niiEinelir wegfallen, so ctass sich x^ ausseheitleii läsai. 
Speciell für rechtwinltlige Coordiriateii erliäli man 

A,x + A„g + iszj£v+3:^iiL±A«) _ 0. 

VZ4:, Bei schiefwinkligen Paralielcoordinateu ist der ruramcter 2/) 
der Parabel f{x, ^, 1) ^ gegehen durch 

VKi -|-%a- 20,8 COS jo)* 
Polgt aus ^er in § 10 iiud § 11 erwähnten allgemeinen Vonwl 
2p = -p-, p* = — y für den Parameter der Pai-abeL 

195. Der Parameter der Parabel in Liniejicoovdinaten 9)(i(, !() = Ü 
ist allgemein gegeben durch 2p = fr — = V f^—-' 

[A, oij r [A, roj 

Ergibt sich aus der Ji'ormel für den Parameter der Parabel bei 
Panktcoordinaten, wenn man sich zuvor <?)(«, m) = iß Punklcoor- 
dinaten Ob ertragen denkt. 

Speciell für schiefwinklige Parallel coOi'dina.teu liadet man 



126. Die zwei Brenn punktepaare der auf schiefwinklige Pavallei- 
coordinateu bezogenen Curve zweiter Ordnung ({x, y, 1) =-- sind ge- 
geben durch die Gleichungen: 

siu^ w ■ l' F(u, V, 1) — Ä{u^ + «s — 2i(u - cos sü) = , 
sin^ if; ■ l" F(u, v, 1) — Ä(tv' -^ v^ — 2md ■ cos w) ■■=^0 , 
wobei ?.', X' die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung 

^ sin^ m ~ k(a-^^ ^~ a^^ — 2%^ cos n)) -\- ü^^a,^^ — • a^^ = 0. 
Folgt sofort aus (14), S. 113, 

Speciell im Falle der Parabel erhält man für das Produet der 
.Gleichungen des im Endlichen und des im Uneodiielien gelegenen 
Brennpunktes den Ausdruck 
(«11 + «S2 — 2a,a »iüs w) Fiu, v, 1) — A{ii^ -{■■ v^ — 2nv • coa v) -- 0. 

127. Die Bedingung dafür, dass Kwei Kogclsclinitte 
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)■ ähnliche odei' llhnlifili liegende kegelsclinlUe. 



Nach S. 112 muss das Verhältniss X : l" oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, der Winkel der beiden Asymptoten derselbe sein; mit 
Anwendung -von (6), S. 111 ergibt sieh die obige Bedingung. 
Speciell für schiefwinklige Parallelcoordinaten erhalt man 
^33(^11 + \i ~ 2^12 cos wf = ^33(«., + «ä« -~ 2ffl,ä cos vif . 

138. Aohnlicbe Kegelschnitte haben gleiche numeriache Eneen- 
tvicität. 

Folgt daraus, dasa die Verhältnisse der Längen der Hanptaxen 
einander gleich sind. 

129. Zwei Kegelschnitte sollen ähnlich liegend genannt weiden, 
wenn ihre Hanptaxen gleiche ßichtnng haben und wenn die aus einem 
unendlich fernen Punkte an beide Curven gezogenen Tangenten gleich- 
zeitig reell oder imaginär sind. Wann sind diese Bedingungen erfüllt? 

Die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen müssen für die zwei 
Kegelschnitte f{^, x) -■= und (/(ic, x) ■■=() dieselben sein; sie sind für 
f{x, x) = nach (46), S. 96 gegeben durch ^ + (pj— i's"») -- '^j 

also durch eine (jlleichuiig von der Formet ^I/itMiM^ :^ 0, während 

mii.n bei dem ani]e]'en Kegelschnitt einen analogen Ausdruck 

erhält. Die unendlich fernen Punkte der Ilauptasen sind also die- 

selben, wem fl - |a - l»- _ ^ _ Ji - ^ • 
"11 "IS "äS "la °53 "as 

Die aus einem unendlich fernen Punkte y an beide CurTon ge- 
BOgenen Tangenten sind nach (52) gleichzeitig reell oder imaginär, 
wenn Af(y,y) und Bg{y,y) gleiche Vorzeichen haben; die j/; haben 
die Gleichung p^ = zu erfüllen. 

Speeiell bei schiefwinkligen Paralleleoorciinaten werden die Be- 
dingungen: 
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292 Äniiitng zu % 10-12. Ni'. 129 -i3ü. 

miisseD gleiche Vorzeichen haben bei völlig willkürlichen Werthen 
von j/i und j/j, also z. B. Aa^^ und Bh^i ofler auch jIc^^ und Z??>ä8 
müssen je gleiche Vorzeichen haben. 

130. Unter welchen Bedingungen sind zwei Kegelschnitte ähn- 
lieh und ilbnlich liegend? 

Vor Allem miisaen beide nach (1.27) und (129) gleichen Aaymp- 
totenwinkel und gleichgerichtete Hauptnsen besitzen, d. h. ihre Asymp- 
toten müssen einander parallel sein, oder die Schnittpunkte der beiden 
Kegelschnitte mit der unendlich fernen Geraden müssen dieselben sein. 
Ferner ist nach (129) erforderlich, dass die von einem unendlich fernen 
Punkte an beide Cnrven gezogeneu Tangenten gleichzeitig reell oder 
imaginär ■gind. 

11 Die Schnittpunkte der unendlich fernen Geraden mit f(x^ x)==^0 
und mit g(x, a:) = sind nach (53 a), S. 34 dieaciben, wenn 






eon?t., 



welche Wertbe auch die M; haben mögen. 2) Als weitere Bedingung 
erhält man aus (129): Af{y,y) und Bg{y,y) müssen für yi als Coordi- 
naten eines unendlich fernen Punktes gleiche Vorzeichen haben. 
Setzt man 

so wird die Bedingung l):^ = ^ = ^ = Ji5 = ^^ = J^ä. 

Die Bedingung 1) Hesse sich auch in folgender Form aussprechen : 
Ist f(x,x) = die Gleichung des einen Kegelschnitts, so muss die- 
jenige des anderen von der (für Beweise geometrischer Sätze wichtigen) 
Form sein lf(x,x) -{■ pxqx = 0, wo Px = ^ die unendlich fenie Ge- 
rade, qx =' eine zweite Gerade darstellt und 1 einen von Null 
verschiedenen Parameter bezeichnet. 

Speciell für schiefwinklige Parallelcoordinaten werden die ße 
dingungen 1): ^=g = g^- 



13ä. Das Produet a^h^ aus den Quadraten der halben 
Axeii der Ellipse oder Hyperbel f{x, x) =-- ist gegeben durch 
die Formel 
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Folgt aus (2), S. 110 bei Eiiiföhruug von k -^ A:F{p,p), 
X' X" = t F{p, p). Speciell bei schiefwinkligen Parallelcoortlinateii ist 

Da der Fläch eniuli alt J? einer Ellipse, wie m der Integralrccli- 
imng gezeigt wird, gleich ah^c ist, ergibt siehi 

132, Der Inhalt der Ellipse f{x, x) = 0, {F(.p, p) > 0), ist gegeben 
; hei schiefwinkligeu Parallel- 

eoordiuaten ist .E = 



y»„%.-a„T 



m. Für das Prodnct aH^ atiS den Quadraten der halben 
Axen der Ellipse oder Hyperbel <p{u,ii)-='0 ha.t man die 
lielation 

nj)cciell bei schiefwinMigen Parallel coordinalieii ist a^Ir' = ^—. 

Folgt aus (131), indem man sich die Gleiclinng ^(u, u) = in 
Punktcoordinaten Übertragen denkt. 

Hieraus ergibt sich wie bei (132): 

IM. Der Fläeheninbalt der Ellipse ip{u, u) ■= 0, ih<p{p, p) > 0), 

l/Äu 
ist gegeben durch die Formel E= : bei schiefwink- 

Via. Die Summe, bonw, Differenz der Quadrate der lialben Axen 
dt'r Ellipse, bezw. Hyperbel f(x, x) = ist: 

Nach S. 110 ist a^±h''^ -%(--]- p}--^ --'■''-- jq^rP-] mit 
Hilfe Ton x=^ A:F(jp,p), X' ~{- l" =^{a, m], l'l" -—- vF{p,p) erhall; 
man die gewünschte Formel. 



136. Die Summe, beaw. Differenz der Quadrate der halben Axen 
der Ellipse, bezw. Hyperbel q>(u,u)^^i ^*«jiMjWi==0 ist: 
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Folgt aus (135), iudem man sich die Gleichung g5(«,i()^=0 in 
Punktcoordinaten Übertrageii denkt. 

137, Ist f(x,x) = Q diR Gieicliang eines Kreises, so ist der 



Radius r desselben gegeben durch i 



~ ia,<o]-F(p,p) 



Ergibt sict aas (135), iudem mau ö = 6 = r setxt und von der 
nach (44), S. 95 im Falle eines Ki-eisea bestehenden Relation 

Gebrauch macht. Vgl. auch (55), S. 100. 

138. Ist <f(ii,u) =0 die Gleichung eines Kreises, so ist der 

- — ^^ 

' [A, m'l-tpipip)' 



Radius *• desselben gegeben durch r^ = nr—T—r — m ("^ev auch durch 



3 ^ -- [A, <o] 
2ty>^(.p,p)' 

Kann aus (137) abgeleitet werden, indem man ip{it;v) ^=^0 in 
eine Gleichung in Punktcoordinaten (i>{x, ic) = verwandelt; folgt 
aber auch aus (136). Die zwei angegebenen Wertho ?on f^ können 
vermöge der im Falle eines Kreises bestehenden Relation 

[A,o!f — 4ATfp(jj,p)--0 
in einander übergeführt werden. 

189, Man bilde die Invarianten A, J-''{i>,i'>) nnd [«,05] für dio 
Gleichung des dem Coordinatendreieck umschriebcnsn ICegelschnitt;) 
mit dem Mittelpunkte y. 

Unter Anwendung der Abkürzung ry?E= — PiVi "\" PaVs '\' P3y3i 
&V=iiiJ/i — PäJ/a 4-i'3J/3. i'j — PiVi -{- ViVi — PsVs '«<■ <^io Gleichung 
der Ourve nach (28): f(3'^,'':) = 2(ifi'>'yX^x^-\'yiSyX^Xi"{-ygtijX^x^)=0j 
und man ßndet alsdann 

A = ^y^y^y^r.Syt^, F{p,p) =p,r,jS,t,, 
[«, ro] == 2(ä/ir,a.23 -j- j/gS^cigi + »/sfi,«,^)- 

140. Die analoge Aufgabe für den dem Coordinateadreisoit oio- 
geschriebenen Kegelschnitt mit dem Mittelpunkte j/. 
Die Gleichung dieses Kegelschnitts ist nach (29) 

9)(m, m) ^ 2(p^ryti^Us -y p^s,ju,u, + p^l^u.u^} =- 0; 
alsdann findet man 

A = 2p,p,2P3r„Syt,, fp(p, p) = SftftPsiV' 
|A, «] =- — Pi^■w^^r,/ — p/cJaaS/ — Ps^i^azi/ + ^PiPi^nf-yS,j 
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udar ancti 4:p^ihPa(jh^iiyi^ + Pi<^siyi^ -^ PiO^nVi^)) wenn die Grössen 
"'in t^asj '"ss ™i^' Hilfe der Relatiocea "»'(jp;) = elimiuirt werden. 

141. Die analoge Aufgabe für diejenige Curre zweiter Ordnung', 
ili(! das Coordinatendreieck zum Poldreieck hat. 

Die Gleielinng des Kegelschnitts ist nach (30) 

Pii/aJ/öV +?'« 3/8^1 ^/+i>3 2/1?/.%^ = 0; 
ut.-;a<i]in wird A= p.p^f^y^^y^^y^^ , F{p,p) = 'p,p^p^y^y^y^p,j, 
\a, c] = «>,iP,y2Vs 4- a^-i^lhViVi + «'aai'aJ'i!'^- 

142. Die unaloge Aufgabe für diejenige Curve zweiter Chisae, 
die daa Ooordinateiidreiseit zum Poldreiseit hat. 

Die Gleichung des Kegelschnitts ist naeh (.31) 

diiher findet man h^^Pi^Ps^Ps^y^y^Vs, 'PiP, P) '^ PiP^PsP-n 



Mius beweibe naebstcheuden Satz von Steiner^}: 

14r3. Die Mittelpunkte aller einem Dreieck umschriebenen Kegel- 
schnitte, für welche das Product ihrer Halbaxen constant ist, liegen 
auf einer Ourve sechster Ordnung, 

Das Producfc U der halben A-sen der Ouvto f{x, a;) = ist ii;icb 
(131) gleich — :3:==z=:^. ; durch Substitution der in (139) geiundencii 

Werthe von A und F{p, p) erhält man fiii- den Ort der Mittelpunkte 
die Curve sechster Ordnung 

IPt p/r,jS,jt^ — ^yi^y^^yi = 0. 

Die Discüssion dieser Gleichung möge dem Leser überlassen sein; 
nur werde bemerkt, dasa Steiner in seiner Abhandlung verschiedene 
BliiKzen von dem Verlauf der Curve gibt. 

Von Steiner lühit auch dei folgende Satz hei: 

1) „Teoierai lelativi alle comehe inaciitte e oirco^ontte", Joavnal für die 
reiQB nad angewandte M<itliematifc, Bd 30, S, 00, 184e, odei Gioinile aroadieo di 
Eonift, Bd 99, & 147 -Ibl, odei „Gesamnidte Weite", Bd 2, S 3Sl. 

Em Beweis dieses und mehieiei dei folgendea S'!t7e findet sich aueh bei 
andeien Autoien, besonders aber in einer Abhandlnng von Gino Loria: „Studi 
^ulla tpoiia dfille eooiiinate tnangolati e aulU geomettia analitica di nn piano 
nello apaaio", Giornale di MdtemAticlie, hragg \on G Battaglim, Bd. 94, S, 1G4 
— S41, 1885 
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144, Die Mittelpunkte alier einem Dreiseit eingeschrieben cn Kegel- 
scbnittej für welche das Product J ihrer Halbasen constaut ist, liegen 
auf einer Curve dritter Ordnung^). 

Bei gleicher Behandlung dieser Aufgabe wie im vorhergehenden 
Beispiel erhült man als Gleichnng der Ouwe 

4J^y,^j),V/F/ — ryS,jf, = 0. 

1.45, Die Mittelpunkte aller Curven zweiter Ordnung, die ein 
gegebenes Dreieck zum Poldreieck haben und bei denen das Product 
der Halbaxen eoustanfc ist, liegen auf einer Curve dritter Ordnung. 

Wählt man das betr. Dreieck Eum Coordinatendreieck, so ist die 
Gleichung des Kegelschnitts nach (30): 

Fllr das Product P= ah der Haibaxen besteht uiieli (i31.) die Uelatiou 



da.her erhält man als Gleiobnng der Curve 

^^■^piPiPziViVi. + piV^ + p^y-^^ " ViV^Vz --- 0. 

Aus den drei vorhergehenden Aufgaben ergeben aieh sofurt die 
drei folgenden Siltze: 

146, Der Inhalt der dem Coordinatendreieck umschriebenen Ellipse 
mit dem Mittelpunkte y ist S = .-2hM^= ■ 

Denn der Inhalt einer Ellipse ist bekanntlich gleich dem mit x 
multiplicirten Producte der Halbasen. Vgl. (157). 
Ebenso folgt: 

147. Der Inhalt der dem Coordinatendreieck eingeschriebenen 
Ellipse mit ^era Mittelpunkte y iai gleich — ■ — J-_JmL_ — .. w 



Endlich folgts 

148, Der Inhalt derjenigen Ellipse, welche das Coordinaten- 
dreieck zum Poldreieck und den Punkt y zum Mittelpunkt hat, ist gleich 

pj,y^Pi_PiPs7>,j 

1) Steiner a. ft. 0. 
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lü genau deri9elben Weise wie bei (143), (144), (145) o,rliält man 
unter Anwendung der Relationen (135) und (186) die folgenden drei 
Sätze: 

14i>. Die Mittel [) 11 niete aller einem Dreieck (Coordinatendreieck) 
umscliriebenen Kegelschnitte, für welclie die Summe oder Differenz 
(je nachdem die Ourve Ellipse oder Hyperbel) der Quadrate der Haib- 
asen a^ + 6^ constant ist, liegen auf der Curve fünfter Ordnung^)' 

wobei Q = a^ ^ b^. 

160. Die Mittelpunkte aller dem Coordinatendreiecli eingeschrie- 
benen Kegelschnitte, für welche i^^ + ö^ = Q constant ist, liegen auf 
dem Kreis rQp^PspsPi,^ + {Pif^ssy,^ -^r p2<^siys'' + Ps^iin"") = 0-') 

Derselbe ist mit demjenigen Kreis concentrisch , der das Coordi- 
natendreieck zum Poldreieck hat (75); denu die Gleichungen beider 
unterscheiden sich nur um ein Glied mit p,i^. 

151, Die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die ein gegebene« 
Dreieck zum Poldreieek haben und bei denen «^ ■ 1-- V^ = Q constant 
ist, liegen auf dem Kreise 

•^QpiPiiPsp/ + ipnPiy^y^ + <^iiPiyiVi + ^i^iPsViy-^ ^- '^■ 

Derselbe ist mit dem umschriebenen Kreise des Dreiecks (73) concen- 
trisch, denn die Gleichungen beider unterscheiden sich nur um ein 
Glied mit p,/. ') 

152. Man beweise nachstehenden Sata von Steiner*): 

„Unter der unendlichen Menge von Kegel sclmitten, welche einem 
gegebenen Dreieck sich einschreiben lassen, sind nur immer je 6 und 
6 einander gleich (congruent); die Mittelpunkte Yon je 6 gleichen 
Kegelschnitten liegen in einem Kreise, und alle diese Kreise haben 
einen ausgezeichneten Punkt des Dreiecks zuin gemeinsamen Mittel- 
punkte." 



1) Das Aggregat !/i>'j,iOg5 + J/a* 'Oj^ -[- y^f ro^g =■- in der Gleiotuiift dci: 
Curve 5. Ordnung stellt Dach (165) den sogenannten Feuerbaoli'sclien Kreis dea 
Dreiecks dar. 

3) Vgl. Paul Serret „Geometrie de Direction", Paris 18fi9, S. 77f. und 
S. 145, coroUaire Ilt. 

3) Paul Serret, a. a. 0., S. 1B6, corolMra III, 

4) „Lehrsätze und Aufgaben". Journal für die reine und angewandte Mathe- 
matik, Bd. 30j S. 373, 1846, oder auch „Gesammelte Werke", Bd. 2, S, 345. 
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]Jie Mittelpunkte ailer eingeschriebenen Kegelseh uitte, für welche 
das Pfoduct a^h^ ans den Quadraten der Halbaxen constaat ist, liegen 
nämlich nach (144) auf einer Ciirve dritter Ordnung; die Mittelpunkte 
der eingeschriebenen Kegelaehnitte, fllv welche a^ + 6^ = const,, liegen 
nach (160) auf einem Kreise, der mit demjenigen ooncentriseh ist, für 
welchen das Dreieck ein Poldreieck ist. Der Kreis und die Ouvvo 
dritter Ordnung sehneiden sich in 6 Punkten; dieselben sind also 
Mittelpunkte eingeschriebener Kegelschnitte, für welche (v'h^, andrer- 
seits a^ + &* denselben Werth hat; diese Kegelaclinitte sind daher 
congruent. Aus (7Ö) folgt noch, dasa der oben genannte „ausgezeitsb- 
nete Punkt des Dreiecks" der Höhen Schnittpunkt ist. 

163. Unter der unendÜch grossen Änzald von Kegelschnitten, 
die sich einem gegebenen Dreieck iimschreiben lassen, sind je G ein- 
ander gleich. 

Wir haben hier, ähnlich wie bei der vorhergehenden Aufgabe, 
auszugehen von den Gleiehuugen 

(vgl. (1.31) und (135)); aiis ihnen folgt 

(a^ + h^)Ä -]-aH'-[a, ia\F(ji,p) — 
sowie («^ -f; &^)rJ'(p, p) - - «^6^- [«, (öj^ = 0. Die oine dieser beiden 
abgeleiteten Gleichungen ist in den Ooefficienten des dem Ooordiiiaton- 
dreieck umschriebenen Kegelschnitts 

f{x, sc) ^ 2(a^^0sXg ~\~ «Bia^s*! + «lä^i^O ~" ^ 
vom dritten, die andere vom zweiten Grade. Aus beiden wiirdo mim 
also für die Verhältnisse der Coefileienten sechs Wecthe eriialteu. 

#154. Man beweise nachstehenden Steine r'schen Satz über 
Kegelschnitte, von denen der eine einem Dreieck (etwa dem Conrdi- 
natendreieck) ueaschrieben, der andere eingeschrieben ist^): 

„Sollen die beiden Kegelschnitte gleichen Inhalt haben, oder sollen 
die Producto ihrer Halbaxen gleich sein, ao besteht der Ort ihreij ye- 
meinsamen Mittelpunktes p aus zwei veischiedenen Curveu dritten 
Grades P^ und Pj^." 

„Die eine dieser Curven, P^, ist in der Art speciell, dasa ihre 
drei Asymptoten sich in einem Punkte mid zwar im Schwerpunkt des 
Dreiecks schneiden, und dass dieselben zugleich Wendetangenten 



1) „Vermischte Sätze und Aufgaben", Journal füv die veino und angewandte 
Matliemaük, Bd. 66, S. 362 f., 1868, oder „Gesammelte Werke", Bd. 3, S. 669. 
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(Wendeasymptoten) und zudem den Seiten des Dreiecks parallel sind. 
Die drei hyperbelartigen Zweige der Curve liegen in den drei Eäumeu 
über den Seiten des Dreiecks und berühren die respectiven Seiten in 
ihren Mitten. Für jeden Punkt p in dieser Corve sind die zugehörigen 
Kegelschnitte Hyperbeln." 

„Die andere Curve, Pj^, besteht aus zwei getrennten Theilen, der 
eine ist ein sogenanntes Oval und der andere hat drei hyperbelartige 
Zweige; das Oval liegt innerhalb des Dreiecks und berührt dessen 
Seiten in ihren Mitten; der andere Theil hat die Seiten des dem ge- 
gebenen Dreieck parallel umschriebenen Dreiecks zu Asymptoten und 
seine drei Zweige liegen in den Scheitelwinkeln dieses Dreiecks, Für 
jeden Punkt p in diesem dreizweigigen Theil sind die Kegelschnitte 
Ellipsen, dagegen für jeden Punkt des Ovals sind dieselben Hyperbeln." 

Man hat die Gleichungen (143) und (144) nach ü^ und J"^ auf- 
zulösen; durch Gleichsetzen der beiden Werthe erhält inan eine Glei- 
chung, die in das Product der beiden nachstehenden durch das 
Vorzeichen des Klammerausdrucks sieh unterscheidenden Gleichungen 
zerfällt: 

'^PlP'jPsyxPiVs ± '>'yS,jt,j = 0. 

Die nähere Discusaion dieser Ourven sei dem Leser üborlaawen. 
Nur mögen zur Erleichterung des Beweises der oben angeführten Be- 
hauptungen Steiner's einige Andeutungen gegeben werden. 

A) Die dem negativen Vorzeichen entsprechende Curve ist die 
von Steiner mit P" bezeichnete. Die Schnittpunkte der unendlich 
fernen Geraden mit den Seiten des Coordinatendreiecks sind Wende- 
punkte der Curve, und zwar haben die drei „Wendeasymptoten" bei 
Anwendung barycentrischer Coordinaten (jp^ ==-J)ä "^Pi) ^^^ Glei- 
chungen — 2j/i 4- «/a -}■ y^ =0, j/i — 2y^ + j/^ = 0, y^ + y^ — 2y^ = 0. 
Diese drei Geraden sind den Seiten des Dreiecks parallel und schneiden 
sieh im Schwerpunkte »/i = ?/s = ^fg ; <iie Mitten der Seiten werden 
von der CuiTe berührt. Endlich zeigt die Einführung dei Abstände 
'hl 5a f §3 "^^5 Punktes y von den drei Seiten des Coordmatendreiecks 
AiA^A^, sowie der Abstände q-l, q^', q^' von den Seiten des pirallel 
eingeschriebenen Dreiecks Ä^'A^'A^' (vgl auch (32;), dass die L'urvc 
nur in den tetragonalen Feldern verlaufen kann, und zwai nur m dem 
Winkelraum zwischen je zwei sich in das betr. Feld eistreckenden 
Wendeasymptoten. Die Gleichung der Curve erhält namlich bei Ein- 
führung der q und q' die Gestalt Siffg^g = ^qi^iQn j untersucht man 
diese Gleichung mit Berücksichtigung der Vorzeichen dei q und q' in 
den verschiedenen Theilen der Ebene und beachtet hierbei, dass die 
Punkte J./, A^J, A^ Berührungspunkte sind, sowie da^'i die oben er- 
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wiihnteii (litrcU duD Schwei-pimkt gezogenen Parallelen zu den Seiten 
Wendeasymptoten darstellen, so zeigt sieh, dass die Cnrve aus drei 
im Unendlichen sasammenhängenden hjpecbolisehen Zweigen- besteht, 
die in ihrer Gresanimtheit als ein einziger Zug aufztifusaen sind, — 
Nach (32) und (33) sind die zugehörigen Kegeluehnitte Hyperbeln. 
B) Aach die dem positiven Vorzeichen entsprechende Curve 

hat drei unendlich ferne Wendepunkte; hier haben jedoch die Wende- 
asymptoten bei Anwendung batycentrischer Coordinaten die Gleichungen 
?/2 + % = Oi J/s + ^1 "^^ % !/i + Z/b = 0, sind also die durch die Ecken 
des Coovdiuatendreieeks parallel zu den öegenseiten gezogenen Ge- 
raden. Die Seiten des Dreiecks Ä^Ä^A^ werden in ihren Mitten von 
der Cutve berührt, aber nicht wie zuvoc durch drei hyperbolische 
Zweige, sondern durch ein innerhalb A^A^A^ liegendes und A^A^A^ 
umscbliesaendes Oval. Es folgt dies ans der nunmehr giltigen Glei- 
chung SiSaSa = — 23j'2g'gg'. Bei Berücksichtigung der Vorzeichen 
der g und g', sowie des ümstandes, dass die Curve die Seiten des zu 
AjA^A^ gehörigen parallel umschriebenen Dreiecks zu Wendeasymp- 
toten hat, folgt, dass die Curve aus dem eben genannten Oval besteht 
und überdies noch aus drei hyperbolischen Zweigen, die in den äusseren 
trigonalen Feldern des parallel umschriebenen Dreiecks verlaufen und 
als ein im Unendlichen zusammenhängender Zug aufzufassen sind. — 
Nach (32) und (33) sind die dem Oval zugehörigen Kegelschnitte 
Hyperbeln, die den hyperbolischen Zweigen zugehörigen Curven Ellipsen. 

155. Aehnlich wie zuvor kann auch ein Satz von Steiner über 
gewisse Paare von Kegelschnitten bewiesen werden*). Man denke 
sich in einer Ebene irgend zwei Dreiecke ABO und %^<§, gegeben, 
„so ist jeder Punkt p der Ebene zugleich der Mittelpunkt von zwei 
Kegelschnitten P^ und P^^, die dem ersten, und von zwei Kegel- 
schnitten ^^ und ^^^, die dem anderen Dreieck beziehlich um- und 
eingeschrieben sind". Steiner behauptet nun: 

„Sollen entweder die beiden Kegelschnitte 

P^ und ^^, oder P^^ und '^,% oder P^ und ^i^ 
gleichen Inhalt oder gleiches Äsenproduct haben, so ist der Ort des 
Punktes p beziehlich eine Cutve neuntea, dritten, sechsten Grades." 

Zum Beweis dieses Satzes hat man nur nöthig die in (143) und 
(144) abgeleiteten Gleichungen für den Punkt p zweimal aufzustellen: 

1) A. a. 0,, im Journal ffir die reine und ani^ewandts Mathematik Bd. 55, 
S. 372, in den „Gesammelten Woi-'kea" Bd, 2, S. 678. 
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einmal bezogen auf das Dreieck ASC mit dem Inhalt A, daan auf 
das Dreieck ?(58K mit dem Inhalt S, in welch letzterem Falle die 
Coordinaten von p durch t)^ , \)^, ^g bezeichnet werden mögen. Diese 
Gleichungen sind nun nach V^, bezw. J^ aufzulösen und die erhaltenen 
Losungen so gleichzusetzen, wie es in dorn Steiner'schen Satze ver- 
langt wird. Führt man ferner statt der tten Dreiecken A und S) zu- 
gehörigen Constanten r und t' die Inhalte ein vermöge der Formeln 
1^— i-y, ^' '^ iliäi so erhält man, den obigen drei Fällen ent- 
sprechend, bei Benutzung barycentrischer Coordinaten die drei Olei- 
chungen: 

1) ^'yi^v/y^^- 9i + ^a -f 1)b) (^1 - 5. + 9k) (9i + ^2 - %) =- 

= ;i=S)'t)i'lj/i)/(- yt + !/2 H- J/a) (^1 — ^2 + ^/s) (Si -i- ^a — J/s) , 

2) A-"C~ »/i + ?/a 4- I/a) (j'i — ^i + ?/») iVi 4" J/s — «'s) -= 
= f("-®H— 9i + 9a 4- tJa) (Ih — 1)3 H- ?3) (t)i + 13. — 9=)> 

3) 16 ^^y.^y^'y/- = .^^ ®^ (- 2/1 + ^3 + */s) O/i - J/s H- 2/3) ^/i + J/s — J/s) 

■ (- ^1 + 9. + t)«) (t). -" 9. + 93) (9i + 9s - y , 

wobei die 1)i lineare Functionen von y^, y^, i/j sind, deren Coefii.- 
cienten durch die Lage des Dreiecks SISÖS im Vergleich zu ABO 
bestimmt sind; es ist etwa (ähnlich wie bei (4), S. 15) 

f*9a = &ij/i + hys + hys 

und jedenfalls, da wir baiycentrische Coordina.teu zu Grunde legten, 
(t(l)^ -J- ^2 + \)s) = ^1 + J/a + ;/b, vorausgesetzt, dass (i und die a, h, c 
analog definirt sind wie S. 15. 

156, Es sei J^^^ab das Product der Haibasen eines dem Dreieck 
ABC eingeschriebenen Kegelschnitts, ferner seien A', B', G' die Mitten 
der Seiten dieses Dreiecks und r der Radius des ihm um&chrieLenen 
Kreises; sind alsdaim q-^', q^', gg' die Abstände des Mittelpunktes y jenes 
Kegelschnitts von den Seiten des Dreiecks Ä IS C , ^o gilt ■^teta die 
Relation <f^ '= ^rq^^q^q^}') 

Wir wählen das Dreieck jliJ (7 zum Coordinateudreieck und nennen 
2i) Sbj Sb '3'-® Abstände des Mittelpunktes y des Kegelschnitts von den 

1) Vgl. Steiner: „Teoremi relativi alle coniche insoritte e oircoscritte", 
Journal für die reine und angawaadte Matbematik, Bd. 30, S. 97, 1846, oder 
Gioraiale arcadico di Roma, Bd. 99, S. 1*7—161, oder „Gesammelte Werke", 
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302 Anliang zu § 10-15. Si'. 150— les, 

Seiten; alsdauu ist nach (G), S. 15 y, = ~^-^ oder bei ÄEwendung 

barycentrisebec Coordinaten y^ = - '^^r- ~ ' Dureli Einführung 

(dieser Werthe in die bei (144) aufgestellte Gleichung erhält man die 
lM*n ,JH = 3. (- f- + |a + f) (U - f + |) (-1 + I - I) , 

uud unter Beaufc'-'.ung von 'f' "!~ ^ + ^ = ^ ; sowie von -'- — g^ = g/, 

ergibt sich 4J^r-^3,'g/g3'=0 ^ oder J^^h^^^-^. 

Nach (21), S.61 ist aber nunmebr « = r-x7""r> daher J^ = ^r(j-^%q^. 

Im Fall einer Ellipse folgt für deren Inhalt B sofort die Rektion 

157. Es sei C/ das Prodact der llaibasen eines dem Dreieck 
ABC umschriebenen Kegelscbnitts, *• der Radius des umschriebenen 
Kreises; ferner mögen qi und g/, {i = 1, 2, 3), für den beti-. Kegel- 
schnitt die analoge Bedeutung haben wie in (156) für den ein- 
geschriebenen Eegelsehnitt, so gilt stets die Relation XJ^ = — \ ', ° -') 

Hl Ss 9s 

Folgt aus (143) in gleicher Weise wie (156) aus (144). 

Im Fall einer Ellipse erhält man für ihren Inhalt E die Relation 



Diese Formel folgt auch aus (146), wenn man (J), S. 9, ferner (2^), 
S. Gl und die Relationen wie (ö(— i^i, Pa, jPk) = '^'''nPi^ benutKi 

158. Für zwei coneentrische Kegelschnitte, deren einer dem Drei- 
eck umschrieben, der andere eingeschrieheo ist, folgen aus (156) und 

(1Ö7) die Relationen JU ^ ±2Tq^q^q^ und ^ '-^ + ^fl;- '^'^ 

159. Sind J' und JJ' die analogen Ausdrücke für das parallel 
eingeschriebene Dreieck A'B'C, wie J und ü für das Dreieck ABO, 
so gilt die Relation 4.J'C/"'=-=--^ + J^.'') 

1) Steiaer, a. a. 0., im Jonraal für die reine und angewandte Mathematik 
Bd. 30, S. 98, oder „Gesammelte Wecke" Bd. 2, B. 330. 

2) Vgl. Steiner „Yennischte Sätze und Aufgaben", Journal für die reine 
umi angewandte Mathematik, Bd. 56, S. 3(54, 186H, oder „Gesammelt«! Werke", 
Bd. 2, S. 670. 

3) Siehe die Fnasnoto 1). 
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Analoga au ßteinwt'achan Tteoremen. Gleich sßitige Hyperbel. oO'-i 

DeuE der Eadius <3es dem Breieck ÄB'C timschriebenen Kreises 
ist halb so gross als der Eadius des umschriebenen Kreises von ABO, 
also -^; daher ist nach (158) J'V == + rq^'q.{qg', wofür nach (156) 
auch ■- J^ gesekt werden kann. 

160. Es sei P das Product der Halbaxen derjenigen Cuive 
Kweiier Ordnung mit dorn Mittelpunkte y, fSr die das Oooi'dinaten- 
dreieck Poldreieck ist; Lei gleicher Bezeichnuagsweisa wie in (156) 
gilt alsdann die Relation P^ ■= ^rq^^q^ia- 

Nach (145) iat P^ == 7~^^— "X Vm n«it Benutzung 

der Formeln ~ = — (vgl. (6), S. 31 sowie der Relation t '= r- 

(vgl. (22), S. 61) folgt die gewünschte Gleichung. 

161, Hat man drei concentrische Kegelschnitte, von denen der - 
eine ein gegebenes Dreieck zum Poldreieek hat, der zweite ihm ein- 
geschrieben, der dritte umsehriehen ist, so besteht zwischen den Pro- 
ducten P, J, U der Halbaxen dieser Kegelschnitte die einfache Rela- 
tion P^ = + Jü. 

Folgt sofort aus (158) und (160). üehrigens können, wie die 
Resultate in (32), (33) und (34) zeigen, die drei Curven niemals gleich- 
Keitig Ellipsen sein. 

163. -Die Bedingung dafür, dass die Curvc zweiter Ord- 
nung /"(k, a;) = eine gleichseitige Hyperbel reprüsentirt, 
ist [ffl, ca] =0. 

Folgt aus (6), S. 111, denn die Asymptoten müssen zu einander 
normal sein. 

Speciell für schiefwiükljge Parallelcoordiiiaten mit dem 
Axenwinkel ra erhält mau (vgl. (51), S. 98) a,^-\- e.,^- - 2«,, cos« =- 0. 

16$. Die Bedingung dafür, dass die Curve «weiter Cla.Bse 

_K 3 

itine gleichseitige Hyperbel repräsentirt, ist 

[A, ro] -~ /\,M„ 4 \- 8A„(a„ -[. -- 0. 

Li'olgl; iui8 (114). 
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304 Anhaug ku §_10-ia. Nr, 161-168, 

164, Der geometrische Ort der Mittelpuükte aller einem Dreieck 
einge schrieben en gleichaeitigeu Hyperbeln ist derjenige Kreis, für 
welchen das Dreieck ein Poldreieck ist. 

Der dem Coordinatendreieck eingeschriebene Kegelschnitt 

repräsentirt nach (163) eine gleichseitige Hyperbel, wenn 

Bei Einführung der Coordiuaten des Mittelpunktes verwandelt sich 
diese Bedingung nach (140) in PiOasVi^ -{• Ps^siy^^ -h Pi^h^Vi' == ^t 
also nach (75) in die Gleichung des Kreises, für den das Coordinaten- 
dreieck ein Poldreieck ist. Dieser Kreis ist jedoch nur bei stumpf- 
winkligen Dreiecken reell, also können nur stumpfwinkligen Dreiecken 
gleichseitige Hyperbeln eingeschrieben worden. Vgl. auch (324). 

165. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller einem Dreieck 
umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln ist ein Kreis, der durch die 
Fusspunkte der Höhen und Mitten der Seiten des Dreiecks hindurch- 
geht (Feuerbach'scher Kreis). 

Die Gleichung eines dem Coordinatendreieck umschriebenen Kegel- 
schnitts ist von der Form a^x^x^ + a^Xga:^ + a^x^3:ji = 0. Sind nun j/; 
(■i = 1, 2, 3) die Coordinaten des Mittelpunktes, so hat man nach (23), 
S. 25 

s>Pi == «aJ/a -f VJs 

&lh = «1»/:! + <hyi -, 

zu diesen drei Gleichungen tritt noch die Bedingung der gleichseitigen 
Hyperbel a^ta.^^ ■-)- a^fo,j-^ -f- ögW^a ^^ ^' worauf man die Gleichung des 
gesuchten Ortes durch Elimination von p, ßj, (tg, ßg in der Gestalt 
erhält: 

i Ih ^ «/a Vi ■ 

' ft 2/3 ^'1 = 
i'B ^2 2/1 I ' 

(0^3 tOgj OJ^.j I 

d. h. Wssltil/i' + <a3ii'ä3/2' + <°iiPiVi ~ (f^aii'i + ^nPi)yiy2 

~ (<»aii'i + >^siPi)viyi — iPL2p'i -h <^>yiPB)y-2Vs = o. 

Diese Gleichung lässt sich auch in die Form bi-ingen 

-- iPiVi -hP^Vs +i'B2/3)('»a32/j + ös^yü f '•^uVi) = *J; 
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Feuerbacli'soher Kreis. Büschel gleich seitiger Hyperbeln. 305 

woraus nacl: (68) und (75) folgt, dass sie einen Kreis darstellt. Für 
die Ooordinaten der Schnittpunkte des Kreises mit der Seite y^ = 
des Coordinatendreieclts erhält mau (p^,ys — (^liVi) (Psy2 -^ P^Vz) "^ ^! 
diese Punkte sind daher nach (11) und (7) der Fusspunkt der zur 
Seite j/i = gehörigen Höhe und die Mitte dieser Seite. Der obige 
Kreis geht also Überhaupt durch die Mittelpuükte der Seiten und 
Fusapunkte der Hohen des Dreiecks; man hezeichnet ihn als den 
Feuerbach'sehen Kreis^), 

Eine andere Form der Gleichung dieses Kreises ergibt sieh aus 
der obigen unter Anwendung von co'(p,) = und lautet 

Eine weitere Form der Gleichung, welche direet aus der Be- 
dingung [ö, ra] = folgt (vgl. (139)), ist 

»^isVii— P^yi -|-fä!/ä + IhP^ + ^ziV-ÄPiVi —p^y-A -\~Piy2) 

+ o'iaJ/ate?/! +P0i ~ P0s) = , 
wobei die Klammerfactoreu gleich Null gesetzt, die Seiten des dem 
Coordinatendreieck parallel eingeschriebenen Dreiecks darstellen. 

Die oben angegebene Bedingung der gleichseitigen Hyperbel ist 
übrigens, wie man mit Hilfe der Ooordinaten des Höhen Schnittpunktes 
(17) sofort erkennt, identisch mit der, dass der umschriebene Kegel- 
schnitt durch diesen Punkt hindurchgehe. Hieraus folgt: 

166. Jede gleichseitige Hyperbel, die durch die Ecken eines 
Dreiecks geht, geht auch durch den Höhen Schnittpunkt des Dreiecks^). 

Ferner folgt umgekehrt: 

167. Jeder Kegelschnitt, der durch die Ecken und den Höhen- 
schnittpunkt eines Dreiecks geht, ist eine gleichseitige Hyperbel. 

168. Verbindet luan drei Punkte einer gleichseitigen Hyperbel 
durch Sehneu und legt man durch die Mitten dieser Sehnen einen Kreis, 
so geht derselbe durch den Mittelpunkt der Curve. 

Folgt aus (165), denn der betreffende Kreis ist der Feuerbach'sche 
Kreis des Sehnendreiecks. 

1) Feuerhach: „EigHascliaften einiger raerkwärdigea Punkte des gecad- 
linigen Dreiecks und mehrerer durch sie bestimmen Linien uod Figuren". Nürn- 
berg 1822. Vgl. daselbst besonders die Abschaitte 11, IV (§ 56), V und VI (9. Satz). 

2) Diese gleiebaeitigea Hyperbeln bilden daher nacli § 14 ein Bßschel; ans 
(8), S. 199 folgt alsdann, dass auch die Mitten der drei oberen Höhenabsclinitte 
auf dem Feuerbach' scheu Kreiae liegen. 
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306 Anhang zu § lO- 13. Nr. 169—172. 

169. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller gleichseitigen 
Hyperbeln, die ein gegebenes Dreieck znm Poldreieck haben, ist der 
dem Dreieck nmschriebene Kreis. 

Die Gleichung der Cnrve zweiter Orduung mit dem Mittelponkte y, 
die das Coordinatendreieek znm Poldreieck hat, ist nach (30) 

dieselbe ist eine gleichseitige Hyperbel, wenn 

d. li. nach (13) der Mittelpunkt y muss auf dem umschriebenen Kreis 
des Dreiecks Hegen. (Vgl. auch (326) imd (327).) 

170. Alle gleichseitigen Hyperbeln, die ein gegebenes Dreieck 
zum Poldreieck haben, gehen durch die Mittelpunkte derjenigen vier 
Kreise hindurch, welche die drei Seiten des Dreiecks berühren. 

Die Bedingung «liOJii + a^^'^ai + "ss'^sa = ^ dafür, dass der 
Kegelschnitt a,^x^^ + «j^a^^^ + ^33^3^ "^ ^ ^i^^ gleichseitige Hyperbel 
sei, ist nach (16) identisch mit der, dass die oben genannten vier 
Mittelpunkte auf der Curve liegen. 

Ebenso folgt: 

171. Jeder Kegelschnitt, der ein gegebenes Dreieck zum Pol- 
dreieck hat und durch den Mittelpunkt irgend eines der vier Kreise 
geht, die die Seiten des Dreiecks Vierühren, geht auch durch die 
Mittelpunkte der drei übrigen Kreise hiudurch und ist eine gleich- 
seitige Hyperbel. 

#172, Man beweise nachstehenden Satz von Steiner^): 
„Die Mittelpunkte jeder Schaar unter sieh ähnlicher und dem 
gegebenen Dreieck umschriebener Kegelschnitte liegen in einer Curve 
vierten Grades , welche die Mitten der Dreiecksseiteu ku Doppel- 
punkten hat." 

Nach (127) sind Curveu zweiter Ordnung einander ähnlich, wenn 
die Grösse v 'Wi gebildet für diese Curven, denselben coustanten 
Werth e besitzt. Wendet man dies an auf die Gleiehnng eines 
dem Coordinatendreieek umschriebenen Kegelschnitts mit dem Mittel- 
punkte y (vgl. (139)), so folgt als Gleichung des Ortes: 

P!,-'',jS,jt, — Aei^^Tym^ -f y^SyN^y + yi%<^i^f = 0, 

1) „'Vermisclite Sätze und Angaben", Journai für die reiue und angewandte 
Mathematit, Bd, 65, S. 369, 1858, oder auch „Gesammolte Werke", Bd. 2, fi. (575. 
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wobei c Dach (6), 8. 111 defiuirt ist durch — -^ — , wenn r den Winkel 
der beiden Asymptoten bezeichnet. Bei Einführung des parallel ein- 
geschriebenen Dreiecks als Coordinatendreieck Tevmöge der Formeln 
(^p^Ä!l = n^, fiPi^^ = s,j, (tpgSg = i^ ('g^- (22)), erhält man mit Be- 
nutzung der Relationen w'(f,) = die Gleichung der Curve in der 
Form 

Diese Gleichung stellt offenbar eine Curve vierter Ordnung dar, welche 
die Ecken des neuen Coordinateni3reiecks, also die Seitenraitten des 
ursprünglichen Dreiecks zu. Doppelpunkten hat. 
Im Anschluss an die oben benutzte Eelation 

^ = itFip, p) + [ö, mf tg^ « = 
lässt sich die Fr^ge erledigen nach der sogenannten Enveloppe der 
Seliaar umschriebener Kegelschnitte. Wird wieder das Coordinaben- 
dreieek zu Grunde gelegt, so muas neben i/i = die Gleichung be- 
stehen f(x,x) ^ 'i{a^^x^x^ 4" % x^Xi -J- «13 ai iCa) ^ , welche sich 
mittels der Substitution a^x^ : x^Xj^ ; x^x^ =^ 0^ : s^ : s^ verwandelt in 
ögg^, 4" c!3i% + a^^Sg = 0. Deutet man nun «^s, ßgi, «la als Linien- 
coordinaten (muM^, %), ^i, %, ^3 als Punktcoordinaten , so entspricht 
jeder Tangente der Ourve zweiter Classe ^ = eine Gerade 

oder ein Kegelschnitt 

und den Schnittpunkten der auf einander folgenden Tangenten ent- 
sprechen die Schnittpunkte der auf einander folgenden Kegelschnitte 
der Schaar; die Geaammtheit dieser Schnittpunkte bildet die sogenannte 
Enveloppe der Schaar. Die Bedingung, dass zwei von dem Punkte s 
an die Curve iiici^^, «31, «la) = gezogene Tangenten zusammenfallen, 
wird (als Gleichung der Curve ^ = in Punktcoordinaten Si) in den Bi 
vom zweiten Grade, in den x, also vom vierten; die Enveloppe ist 
daher eine Curve vierter Ordnung, welche die Ecken des Coordinaten- 
dreiecks zu Doppelpunkten hat, wie aus ^j : ^^ : Sg = x^x^ : x^x^ : «, x^ 
hervorgeht. Legt man den Einheitspuukt in den Mittelpunkt des ein- 
geschriebenen Kreises, setzt man also %=ea = e3 = 9, so stellt 
F{p,p) :== 0, wenn «33, ßgi, '*ia •'•^^ Linien co ordinalen u^, u^, 11^ auf- 
gefasst werden, nach (73) den umschriebenen Kreis des Dreiecks dar, 
\a, (a]^ == seinen Mittelpunkt doppelt zählend; mit Rücksicht auf (2), 
S. 57 folgt alsdann, dass il>(o^^, «j,, «u) == die Gleichung in Linien- 
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308 Anhang j-A! Ü 10— iS, iSv. 173-174. 

coordiDateu eines mit dem umschriebenen Kreis concen tri sehen Ki-eises 
ist. Den Tangenten des letzteren entsprechen nach dem Voriinsgehen- 
den umscbriebeEe ähnliehe Kegelschnitte, dem Kreis selbst die En- 
loppe der Kegelschnitte ^). 

Es werde noch bemerkt, dass diese Verwandlung eines mit dem 
umschriebenen Kreis concentrischen Kreises in eine Ciirve vierter 
Ordnung Termöge der Gleichungen s^i : Sg : :a3 = 2^2% ; x^^Xi : x^X2 eine 
ßteiner'ache Transformation genannt wird^). 

Eine andere Auffassung von ^ ^ ist folgende ; Deutet man in 

f(x, x)^2 («j3 x^ Xg + cigi «3 x^ -\- «lä x^ iCj) = , 

sowie in ^(«23? %>i «lä) = ^ die Grössen Ogj, a^^, a,^ als Coordinaten 
eines Punktes a, so stellt f(x,x) =0 nach (42) die konische Polare 
von a in Bezug auf die ausartende Ourve dritter Ordnung iTj x<^Xg = dar. 
Für alle konischen Polaren von gegebenem Asymptoten winkel « muss 
der Punkt a auf dem Kegelschnitt itF(p,p) + [«, "»P tg^ a = 
(a^s,a^i,a,2 variabelePunktcoorclinaten) liegen, der dieEUip8ei^(p,ß)=0 
in ihren Schnittpunkten mit der Geraden ös8E'j3 + "siOai H-öia''ia ^^'^ 
doppelt berührt. Diese Gerade ist nach (40) und (17) die Harmoni- 
eale ff des Höhenschnittpunktes, währemä F{p,p) = nach (39) die 
Seiten des Dreiecks in ihren Mittelpunkten berübrfc und eine Ellipse 
ist. Sollen die Polaren f{x, x) = Parabeln sein, so muss a auf 
F{p,p) = liegen; sollen dieselben gleichseitige Hyperbeln sein, so 
ist der Ort von a die Gerade H. Die Polare wird ein Kreis nur wenn 
a der Pol von // in Bezug auf F(p, p) == ist. Diese Theoreme 
decken sich vollständig mit denen, welche Steiner erwähnt in einem 
Nachtrag zu seiner Abhandlung über algebraische Ourven, welche 
einen Mittelpunkt haben^); man hat nur als Coordinatendreieck das- 
jenige zu wählen, welches von den drei Asymptoten der bei Steiner 
als „Basis" auftretenden Ourve dritter Ordnung gebildet wird. 



1) Die hier gegebene Beantwortung det olien gestellten ^111,0 wurde vor 
mehr als aiebzebn Jahren tob Herrn Gundelfii pei «m Herrn Tiedler mit- 
getheilt. Vgl. übrigens noch Steiner a. a, 0., odei auch Systematische Ent- 
■wickelnng der Abhängigkeit geometiiselier Gestaltou von tinander", Anhang 
Nr. 39, 1833. 

3) Vgl Steinei s Abhandlung Döveloppemect d'une särie de theoremes 
relatifa aui. sectiona con pes Ann-iles de Mathömatiques, Bd. 19, S. 37—64, 1828, 
odei auch Gebammelt ^^eiLe Bl 1 b. 189— 210. Ferner vgl, § 59 der soeben 
cit rten ajatemat sehen Lnt Wickelung 

3) Jouiial f 1 die reine und lagewaniite Mathematik, ild. .17, S, lOT, lS.'i4, 
odei Cesiaimelte WeiK bt 2 S bOi 
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1J3. „Jude Schaar unter sich ähiiÜelier und einem gegebenen 
Dreieck ÄliC eingeschriebener Kegelschnitte hiit ihre Mittelpunkte in 
irgend einer Curve viertea Grades"'). 

Bei analogem Verfahren wie in (172) erhält man die Gleichung 
der Curve bezogen anf das gegebene Dreieck als Coordinatendreieck 
in der Gestalt 

174. üeber die Schaar unter sich ähnlieher und einem gegebenen 
Dreieck eingeschriebener Kegelschnitte stellt Steiner noch folgende 
Sätze ohne Beweis auf^): 

„Die Glieder solcher Schaar Kegelschnitte sind zu vier und vier 
ähnlich liegend, d. h. es giht im allgemeinen je vier dem gegebenen 
Dreieck eingeschriebene Kegelschnitte, welche irgend einem gegebenen 
Kegelschnitte ähnlich und mit ihm ähnlichliegend sind. 

Sind die vier Kegelschnitte EUipaenj so sind ihre Mittelpunkte 
allemal die Ecken eines vollständigen Vierecks, dessen drei Paar 
Gegenseiten sich in den Ecken des gegebenen Dreiecke schneiden," — 

„Das Froduct der Halbaxen solcher vier Ellipsen, die dem ge- 
gebenen Dreieck eingeschrieben und ähnlich und ähnlichliegend sind, 
ist coiistant und zwar der vierten Potenz der Dreiecksfläehe gleich. 
Oder sind r, r^, x.^, Vj die Radien derjenigen vier Kreise, welche mit 
den Ellipsen gleichen Inhalt haben, so ist rriVgis = AV 

„Die vorstehenden Sätze, die einfachheitshalber nur für die Ellipsen 
ausgesprochen sind, gelten analoger Weise auch für Hyperbeln." 

Die Gleichung eines dem Coordinatendreieck eingeschriebenen 
Kegelschnitts mit dem Mittelpunkte y ist nach (29) 

wobei ött^=p^r||, Ca^^^p^Sy, Sti^=Psi,j, wenn zur Abküi-zung ge- 
setzt wird r,j^,--p^yi+Piy^+Psy&> Sy = Pi J/i — i'sJ/a + i^eJ/a» 
tff^^p^iji -{- P2yi ~Psys- ^^^^ ''^^ Kegelschnitt mit einem gegebenen 
ähnlich und ähnlich liegend seiu, so ist nach (130) erforderlich, dass 
beide von der unendlich fernen Geraden in denselben Paukten getroffen 
werden. (Von der weiteren Bedingung, dass die aus einem unendlich 

1) Steiner; „Lebreätze und Autgaben", Journal für die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 30, S. 273, 1845, oder „Gesammelte Werke", Bd. 2, S. 346, 
Ferner; „Vermischte Sät^e und Aufgaben", Bd. 56 des eben genannten Journals, 
S. 369, 1868, oder „Geaamraolte Werke", Bd. 2, S. 675. 

2) Journal für die reine nnd angewandte Mathematik, Btl. 55, S. 369 f., odev 
„Gesammelte Werke", Bd, 2, S, 675 f. 
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:-U0 Anharjs KU § lO-iy. Nr. 174- lYG. 

fernen Punkte an beide Curveu gezogenen Tangenieii gleiuliaoitig reut 
oder imaginär seien, wird nach Steiner abgesehen.) Ist 

die Gleichung des Sehnittpunktepaavs mit der uuendlieli fernen Ge- 
raden, so ist nach (43), S. 84 die Gleichung der Curve auch von der 
Form ip (m, *()■—- p . it,/ ^ 0, und da die Glieder mit Wj^ fehlen müssen, 
folgt sofort für die Coordinaten j/; des Mittelpunktes 

Den verschiedenen Combinationen der Vorzeichen entspreclieml 
gibt es also in der That vier eingeschriebene Kegelschnitte, die dem 
gegebenen Kegelschnitte ähnlich sind. Aus den Werthen der Coordi- 
naten der vier Mittelpunkte folgt auch leicht, dass diese vier Punkte 
die Ecken eines vollständigen Vierecks bilden, dessen drei Paar Gegen- 
seiten sich in den Ecken des Coordinatendreiecks schneiden. 

Das Product aus den Quadraten der Halbaxeu der Ourvo i))(u, li) --= 

ist nach (133) gegeben durch «^^^ = — sTr-nri für 

q) {u, m) = 2 («jMaMg -|~ ßa«s"i + K3M1M2) = <> 
wird nun 



<p{l),p) = 2(«ii),2^s -f- cc^p^Pi + K;jFii',) = 2 (^ + ^ -f ^) p.prih, 

^Pi Pi Pis' 

wofür auch gesetzt werden kann 

Man erhalt demnach a^o^ = "i-i-i- 1 "^ " "'~i~'^'^~^ ^'^ Ausdruck 

für das Product aus den Quadraten der Haibasen der Curve mit dem 
Mittelpunkte + j/i , + ^s j + 2/3 i ^^^ '^^^ Kegelschnitt juit dem 

MitteJpunkte — j/^, + y^, -|- y^ ergibt sich also a^^h,^ ^ / ^ "„ — ^■ 

Hieraus ersieht mau, dass bei Berücksichtigung von vier ähnlich 
liegenden Curven der Schaar sich in dem Product a'h^.a^l)^. ü^l><^, öj^?// 
sämmtliche Factoren p,ji'ySyt,j in Zähler und Nenner wegheben, so dass 

ab .a,h, . «gög . aJt^ = Ts-r—i—i — ^1 ■ Aus (20), S. 61 folgt, wenn man 

ö;=— ~ benutzt und ^ ersetzt durch öj, die Relation t = -:i — 3 — ;— tt^i 
ftj hf -^ ' f^Pi Pi Pis '^ 

es ist also in der That das Product aus den Haihasen von vier 

Kegelschnitten der oben genannten Art gleich A'^. 
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Sind die vier Kegelschnitte einander ähnliche Ellipsen, so ist 
(33) und S. 252, Zeile 16 £f. anzuwenden, und es zeigen alsdann 
die nur in den Vorzeichen verschiedenen Coordinaten der Mittel- 
punkte, dass einer derselben im Innern des dem gegebenen parallel 
eingeschriebenen Dreiecks, die drei anderen in den tngonaleu Feldern 
liegen. Dem entsprechend besteht die Curve vierter Ordnung, welche 
nach (173) den Ort für die Mittelpunkte aller ähnlichen, dem gegebenen 
Dreieck eingeschriebenen Ellipsen bildet, aus vier getrennten Ovalen. 
Auch ist die Curve noch dadurch interessant, dass sie 28 reelle 
Doppelfcangenten besitzt^). — 

Wir hatten oben der Gleichung des Kegelschnitts die Form ge- 
geben il)(ii,u) — ^u,/ ^ 0; stellt nun allgemeiner tp^Ujiij^O nicht 
ein Punktepaar, sondern irgend eine Curve zweiter Olasse dar, so wird 
dieselbe offenbar von % (u, w) ^ i' (m, u) — qu,/ == doppelt berührt, 
und zwar ist y der Pol der Berührungssehne. Man kann nun ver- 
langen, dass X (**) ") = t* '^^^ Coordinatendreiseit eingeschrieben, also 
von der Form sei 2(aiti2W^ -{- a^u^u^ -\- a^u^ti^) = und würde als- 
dann für j/i : J/a : J/g wieder vier Werthsysteme erhalten von ähnlicher 
Beschaffenheit wie die ohigen, Man erhillt auf solche Weise den Sata: 

175. Es gibt vier Kegelschnitte, die einem gegebenen Dreiseit 
eingeschrieben sind und einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren. 
Die Pole der vier Berührungssehnen bilden die Ecken eines vollstän- 
digen Vierecks, dessen drei Paar Gegenaeiten sich in den Ecken des 
Dreiseits schneiden. 

176. Welche Curve wird von der Sehaar älinlicher, einem ge- 
gebenen Dreieck eingeschriebener Kegelschnitte umhöUt?^) 

Ausser der Gleichung 2(ai«2% + '^a^'aWi + «3%"2) = eines 
dem Coordiuatendreieck eingeschriebenen Kegelschnitts muss, wie sich 
aus (127) oder aus (114) ergibt, die Bedingung 

[A, a>f tg^ K + 4r Ay (p, p) = 
erfiiUt sein; dieselbe lautet im gegenwärtigen Falle 

!/;(«,, «ä. Kg) 

"^ («i'-(u,i "j- «^'■'toj^-l- «3^ Was — 2KaK3W28 — 2a3aj%j- • 2«, «3(0,2)^ tg^w 
+ 16 w,»,«,ftÄii, (J + J + ^) - 0. 

1) Näheres in der Dissertation von Aeaehlimaun: „Zhv Theorie der ebenen 
Curven viertel' Ordnung", Zürich. 1880. 

3) Auch diese Frage wird von Steiner ft, a, 0. aufgeworfen. 
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Äelmlieh wie iu (172) seke man nun %ii3^fi, «3«^ = %, «i^'^^i's! 
wodurch die Gleichung des Kegelschnitts übergeht in 

«,«, + (.,«, + «s'-s^O-, 
ferner deute man die «; als variabelo Punktcoordiuaten, die vi als 
Liniencoordinaten. Bildet man die BedinguHg, dass die Gerade 

V^K, + «21:3 + %Kg =■= 

die Curve vierter Ordnung ^(«i, «äi "3) ^^ ^ berühre, so erhält man 
die „Enveloppe" der Sehaar ähnlicher Kegelschnitte; an Stelle von 
Vj^-.v^: Vg ist natürlich einzusetzen 112^(3 : WaWi : u^u.^ . Die weitere Aua- 
fiihvung sei dem Leser überlassen. 

177. Die Mittelpunkte aller unter sich ähnlicher Kegelschnitte, 
die ein gegebenes Dreieck zum Poldreieek haben, liegen in einer Curve 
vierter Ordnung, welche die Ecken des Dreiecks zu Doppelpunkten hat. 

In analoger Weise wie bei (172) und (173) erhält man mit Rück- 
sicht auf (34) als Gleichung der Cnrve; 



wobei e = 



tg^ 



Diese Ourve hat in Bezug auf das Coordinatoudreieck genau die- 
selbe Lage wie die in (172) vorkommende Curve in Bezug auf da^ 
parallel eingeschriebene Dreieck. 

178. Man suche den geometrischen Ort für die Mittelpunkte je 
zweier concentrischer Kegelschnitte, die unter sieh ähalich sind und 
von denen der eine dem Coordinatendreieck umschrieben, der andere 
ihm eingeschrieben iat^). 

Der Einfachheit halber mögen wieder barycentrische Coordinaten 
zu Grunde gelegt werden. Die, Gleichung des umschriebenen Kegel- 
schnitts mit dem Mittelpunkte y ist dann nach (32) 



11 Auch an diesen Ort denit Stpinev indem er (Journal fm' die veine uud 
angewdndte Mithematk Bd 55 S 36 l'^ES odei „Gesammelte Werke", Bd. 2, 
S 6''0) die Fragi, aufwi ft Bestellt dnr Ott anis Mer Geraden und einer Curve 
vierten Urades! Steinet s "Veimitlinng ist richtig die Curve Eerfilllt allerdings 
in anet Kieiae während le vier Teralen sich aus J^(2i,2>) = oder G{p,p)^'Q 
ert,eLpn und demnach iu& dei unendh h feinen Geraden und den Seiten des 
jjaiallpl emgeschi ebenen Dn,iei,ka be=telii,n 
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die tles eingeschriebeDett nach (33) 

Man findet hiernach F{p,p) = - {y, -j- j/^ + j/a)»'^^';,, 
[fl, coj = — 2(ra,3»//+ W5j)/,'4- raisi/3^+ra,iy3y,+ öJ,,ygy, + CJs3t/,l/a), 
G {p, J)) = -J- (jTi + 1/a + ya) »"j/S;-*-,, 
\h, Lo] = — 4{<as<i5/i^ + to,^yi + Wiai/aO. 

Bildet man nun nach (12T) die Gleichung f^fr — ?}^jF = , so 
erhält man 

Diese Difl'orena zevrällt sofort in die zwei Faetoreii 
und 

von denen der erste nach (73) den nmachriebeneu Kreis des Dreiecks 
darstellt, der zweite einen Kreis, welcher dem System (Büschel) von 
Kreisen 

angehört. In diesem Büschel sind überhaupt einige besonders wich- 
tige Curven enthalten : /l = ergibt den umschriebenen Kreis des 
Dreiecks, X = \ den Feuerbach'sehen Kreis, A = oo denjenigen Kreis, 
für welchen das Dreieck ein Poldreieck ist. 



179. Man beweise nachstehenden von Steiner ohne Beweis mit- 
getheilten Satz/): 

„Werden durch irgend einen Punkt p in der Ebene eines gegebeni'u 
Dreiecks ABO diejenigen drei Geraden rr^, ss^, tt^ gezogen, welche 
beziehlieh von den Seiten A und B, ß und G, (J und A begrenzt und 
durch den Punkt p gehalftet werden, so liegen ihre drei Paar End- 
punkte f,i\\ s, s,; t,t^ allemal in irgeuc! einem Kegelschnitte C, 
welcher nothwendigerweiae den Punkt p zum Mittelpunkt hat." 



Journal für die reine imd angewandte Mathematik, Bd. 45, 
S. 177, 1852, oder auch „Gesammelte Werke", Bd. 3, S. iSl. 
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Bevor wir auf den Beweis dieses specielleii Satzes cingeiieü, möge 
ein allgemeinerer Satz von Steiner bewiesen weriüen, welcher lautet^): 
„Durch jeden Puniit P in der Ebene einer gegebenen Curve C'"' 
gehen im allgemeinen —m{m — 1) Sehnen S, und ihre m{m — 1) 
Endpunkte (« und %) liegen allemal in einer um einen Grad niedri- 
geren Curve J"'~^, welche nothwendigerweise den Pol P zum Mittel- 
punkt hat." Dabei bezeichnet Steiner als „Sehnen" solche durch P 
gezogene Strahlen, für welche irgend zwei ihrer Schnittpunkte mit C"' 
gleichweit von P abstehen und auf entgegengesetzten Seiten von 7-" 
liegen. Den Ort J""^^ nennt Steiner die „innere Polare des Pols P 
in Bezug auf die Basis C'"". 

Zum Beweis dieses Satzes sei f{x^,x,^,x^ = die Gleichung dei- 
gegebenen Curve C", der Pol P habe die Coordinaten yi,yi,y^, und 
Ux = sei eine vorläufig beliebig, aber fest gewählte Gerade. Wir 
fixiren nun auf G'" irgend einen Punkt s und fragen, welcher Be- 
dingung die Coordinaten desselben ausser /'(s,, ^s, ^g) = noch ge- 
nügen müssen, damit ein weiterer Schnittpunkt / der Geraden ys und 
der Curve zusammen mit s harmonisch liege zu y und zu dem Schnitt- 
pankte der Geraden ys mit xii^ = 0- D^r letztere hat jedenfalls die 
Coordinaten giUy — yin^ (i = 1, 2, 3), oder auch Zi — ^i^i, wenn man 
Mj : ti,j = Ai setzt; der Punkt / möge die Coordinaten haben s,- — Xt/c 
Wir haben dann auf der Geraden y^ ein Punktepaar mit den Coordi- 
naten Si — Xiijif resp. yi, (i = 1, 2, 3), und ein solches mit den 
Coordinaten 

Si = (äi - hyi) + X,yi 
und 

a ~ Jj, ~ (j, -- h,j.) + (1, - 1) ä,„ (i _ 1, 2, 3). 

Die Bedingung, dass beide zu einander harmonisch liegen, ist 

woraus l = 2A^ folgt; der Punkt / hat demnach die Coordinaten 
S; — 2^1^,-, welche nun noch der Gleichung ^(2^', 3o', %') = genügen 
sollen Mm eih.i!t hicidurch f{z^ — 3Aj;/i, — ^^t I > ~-^Küi)'^^ 

1) Ueber solche algebraische Cunen wekhe einen Mittelpunkt haben und 
ulec daianf hezugliLlie B genschaften aUgemeiner Ciiven aowie über geradlm f^e 
Tranfeveisalen iler letzteien ' Joutnal fvii die leine tiiid ai gewandte Mathematili 
Bd 47 S 32f 1861 oder auuh Oesammplte Weike , Bd 2 S 527f Vgl auch 
die Abhandlung von Herrn Öu^sfeldt Ueber Cuiven wekliß amen harmoni 
Beben Pol und eine haimonisehe Gerade besitzen anl d«auf bezügliche C gen 
Bchaften allgemeini-i i leebiiiachti Lurven mt lesoideier Ber ick^ichtigung dei 
Cmven dnttei Ordnung Mith Annalen Bd ? S 8S 1868 
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und dies ist die Gleichung einer Curve {m — 1)**' Ordnung, deun in 
der Entwickelung dieser Function fällt das erste Glied f(Si,B^,s^ 
weg, weil der Punkt s auf der Curve /"(^i, ^a, ^s) = liegt. Der 
übrig bleibende Ausdruck stellt die oben geforderte Bedingung dar. 
Es ist nun klar, dass man zum Beweis des oben an erster Stelle 
ausgesprochenen Steiner'seben Sataes nur nötbig hat, die Gerade 
«^ = mit der unendlich fernen p^ ^ zusammenfallen zu lassen 
und als gegebene Corre ni*^'' Ordnung die aus den drei Seiten des 
Coordinateudreiecks bestehende ausgeartete Curve dritter Ordnung 
iSJjggSg = zu nehmen. Die Punktepaave r, r^; s,s^; t,ti liegen dann 
auf einem Kegelschnitt C^, dessen Gleichung sich aus 

ergibt, wenn man hier das Pi-oduct SiZ^Z^ weglasst uml Ai,==|ij:f;, 
setzt; die Gleichung lautet: 

+ i>/(!/i^ä^3 + y%hh + y^^ih) ■= 0- 

Steiner stellt a. a. 0. noch einen weiteren Satz auf hinsichtlich 
eines Kegelschnitts, der zu dem soeben erhaltenen und zu dem Pole p 
m emei einfachen Beziehung steht, nämlich: 

„Zieht man ferner aus demselben Punkte p Strahlen k, ß, y nach 
den Ecken «, &, c des Dreiseits und construirt in jeder Ecke zu den 
zwei anhegenden Seiten und dem jedesmaligen Strahle den i'ierten, 
dem letzteren zugeordneten, harmonischen Strahl, beziehlich (ti,ft und 
y^, so werden diese drei neuen Strahlen in den respectiven Ecken des 
Dreiecks allemal von einem solchen Kegelschnitte C^ berührt, welcher 
jenem Kegelschnitte C^ ähnlich ist und mit ihm ähnlich liegt, so dass 
die sich entsprechenden Äsen beider Kegelschnitte parallel sind, ebenso 
ihre Asymptoten, falls sie Hyperbeln sind." 

Die eben genannten vierten harmonischen Strahlen haben, wie 
man leicht sieht, die Gleichungen: y^x.^ + ^3^63= 0, y^x^ + y^x^ = 0, 
i/gif^ -}- yjCCg = 0, wenn wieder j/; (4 = 1,2, 3) die Coordinaten des 
Punktes p bedeuten; da der Kegelschnitt Cj^ durch die Ecken des 
Dreiecks gehen soll, hat er jedenfalls eine Gleichung von der Form 
ffjiCgiCj + ögarjjjj -)- ßgajjSJg = 0, und die Tangenten desselben in den 
Ecken des Dreiecks 

%^3 ~l" "-a^s ===== ^! "^3^1 "H "1*3 '^ ^1 ^i^i + ^h^^ '^ ^ 
sind mit den obigen Tierton harmonischen Strahlen identisch, wenn 
man setzt «1 = 3/1, % ^ j/3, (iti = Vs- Die Gleichung des Kegelschnitts 
C^^ ist demnach ^1X3X3 -^ y^x^cc^ -\- y^^XiX^ = , woraus nach (42) 
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hervorgeht, dasa diese Curve mit der koaisehea Polare des Punktes y 
in Bezug auf x^x^x^ = itlentiscli ist. Sie ist zu der S. 315 erhal- 
tenen Curve C^ ähnlich und ähnlich gelegen, denn beide Ourven werden 
¥011 der unendlich fernen Geraden in denselben Punkten getroffen. 

Auch alle übrigen yon Steiner a. a. 0. aufgeführten Sätze über 
die gegenseitige Beziehung der Curveu C^ und C,^ folgen nun leicht, 
so z. B. dass durch jeden dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitt C^^ 
der Punkt p, sowie der ihm zugehörige Kegelschnitt G^ bestimmt ist. 
Denn die Coordinaten yi des Punktes p sind gleich den Coefficienten ß; 
in der Gleichung des umschriebenen Kegelschnitts. Ferner ist nun- 
mehr bewiesen: „Es gibt nur einen Pol p, für welchen der zugehörige 
Kegelschnitt C* ein Kreis wird, oder bei welchem die drei Geraden 
rt\, sSj, tti einander gleich werden; derselbe wird durch den dem 
Dreieck aic umschriebenen Kreis bestimmt." 

Die beiden Kegelschnitte sind gleichseitige Hyperbeln, wenn der 
Pol p auf der Geraden fa^^y^ -\- a^j^y^ -j- to^^y^ = liegt, denn auf 
diese Gleichung redueireu sich die Ausdrücke für die Curven C^ und 
C\^ bei Anwendung der Bedingung [«, oj] = für die gleichseitige 
Hyperbel. Die so erhaltene Gerade ist nach (24) und (21) diejenige, 
auf welcher die drei Schnittpunkte der Seiten des Dreiecks mit den 
Verbindungslinien der gegenüberliegenden Hbhenfasspunkte gelegen sind, 
Soll der Kegelschnitt C,^ eine Parabel sein, so zerfällt C^ in ein 
Paar von Parallelen, die von p gleichweit abstehen und mit der Ase 
der Parabel gleiche Richtung haben. Denn wenn C^^ eine Parabel 
darstellt, haben beide Kegelschnitte mit der unendlich fernen Geraden 
dieselben zwei unendUch nahen Punkte gemeinsam, doch kann C^ 
keine Parabel sein, da der Mittelpunkt p von C^ im Endlichen liegt, 
es mnss demnach C^ in ein Parallelenpaar zerfallen, dessen Mittelpunkts- 
Hnie durch p geht. Der Kegelschnitt (7/ ist eiue Parabel, wenn der 
Punkt y auf der Curve liegt 

pi'vi^ + Pa%^ -\- Ps^'h^ - hhf^ytVi — 'hhPiy^ih — 'hhihyiv-, =- *'; 

ihre Gleichung in Liniencoordinaten ist 

und mau zeigt mit deren Hilfe leicht, dass diese Curve den Schwer- 
punkt des Dreiecks zum Mittelpunkt hat und die Seiten des Dreiecks 
in ihren Mitten berührt. (Vgl. auch (39).) 

Alle diese Sätze werden von Steiner a. a, 0. ohne Beweis auf- 
gestellt. 
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180. Man bestimme die Potenz eines Punktes y in Bezug auf 
einen Kreis, dessen Radius gleich r ist und dessen Mitfcelpuakt die 
Coordinaten c,, Cg, Cg hat. 

Die Gleichung des Kreises ist nach (10 a), S. 59: 

K=^{ ) — r^rpsPx = 0; 
andrerseits ist nach S. 100 die PoteuK eines Punktes y in Bezug auf 
den Kreis f{x,x) = (i gegeben durch ^ \ i ^^ gegenwärtigen 
Falle wird [a.a] gleich — ^\\ = 2Tß/, so dass man für die 
Potenz P den Ausdruck erhält P = --^fJ--,, wobei {K] die Substitu- 
tion der Coordinaten des Punktes y in die linke Seite der obigen 
Kreisgleichung K = andeutet. 

181. Man bilde die Gleichung l'ür den geometrischen Ort aller 
Punkte, von denen aus zwei Kreise gleich, gross erscheinen. 

Es seien 
K^ ■^{"'j — r^^xp^pJ' = und K^ = ( ] — r^^tp^^pj = Ü 

die Gleichungen der beiden Kreise mit den Mittelpunkten a, b und 
den Radien r^, r^. Die trigonometrische Tangente des halben Winkels, 
unter dem vom Punkte y aus der Kreis K^ erscheint, ist gleich dem 
Quotienten aus dem Radius r^ und der Länge der von y an den Kreis 
gezogenen Tangente, weich letztere bekanntlich mit der Quadratwurzel 
aus der Potenz übereinstimmt. Man erhalt daher nach (180) als 
Gleichung des betreffenden Ortes: E,^r/pj^Zi — r^'p/K^ =0 oder 
»"/p&^r ) ~~^iPa^{i^) *= 0. Diese Gleichung stellt nach (69) 
einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt auf der Centrale von K^ und K^ 
liegt. Die Punkte der Centrale, von denen aus die zwei gegebenen 
Kreise gleich gross erscheinen, sind der äussere und der innere Äehn- 
lichkeitspunkt (Schnittpunkt der zwei äusseren, bezw. der zwei inneren 
gemeinschaftlichen Tangenten) ; der Kreis Äj '= hat also die Verbin- 
dungslinie dieser beiden Punkte znm Durchmesser (Aehnlichkeitskreis). 

182. Die Gleichung der Linie gleicher Potenzen (Potenzlinie, 
Radicakxe) zweier durch 

f{x,w) ^ ^' ^ a^X/Xt = und g{x, x) =_^' ^ '^'''^'^'^ ^"" " 

gegebenen Kreise zu bilden. 
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Ist y ein Punkt der Potenzlinie, so mnss niieii (55), S. 100 dio 
Delation stattfinden r--i~i = T¥^^, c^«' auch 

Diese Gleicliuiig muss p,j ala Factor enthalten (vgl. die Fuasiiote v.n 
Ö. 59); der andere, nach der auf S. 38 angegebenen Methode zu iic- 
stimmeöde Factor stellt die Potenzlinie dar. 

183. Die Bedingung dafür, dass sich die zwei Kreise f(x, x) =-- 
und 9)(if, m) = rechtwinklig schneiden, ist 

ATtp(p,p)- [a, a] — [A, a»] ■ [a, co\ = 
oder auch 

4[»,o].!.,n]-[A,»]-[o,«l-.0. 

Nach Multiplication mit einem gewissen Factor (i geht ip{ii, u) = 
in die Norunilform 9^i)/ta(M,M) -■- m^'' = (vgl. (2), S. 57) über, so 
das9 also fi.q)(M, m) = Q^p/(o{u,u') — tt/, wobei q den Radius, y den 
Mittelpunkt des Kreises (p(u,u)=0 bezeichnet. Zur Bestimmung 
des Factors [i setzen wir «,-=>ß,- (j = 1, 2, 3) und finden sofort 

^ = —p/'-<piP,P), also < = 9^p/(o{u, u) -j~ ~--^-. Die zwei 
Kreise achneiden sieh rechtwinklig, wenn die Potenz des Mittelpunlttes y 
von <p{u, w) = in Bezug auf den Kreis f(x, x) == gleich q^ wird, 

d. h. nach (55), S. 100, wenn -ff^^^ = &' oder f(y, y) = ^ U"'^'^'^^ . 

Andrerseits muss die soeben abgeleitete Gleichung für m/ gelten, 
welche Werthe auch die u, haben mögen, sie gilt daher nach (35), S. 76 
auch noch, wenn man die Produete iijUt ersetzt durch 0^; man erhält 

[«, ajp ^ 
alsdann /"()/, y)=-9^j)/[«,faj 4- -^^p^jjy Aus den zwei für /■(?/, y) 

angegebenen Ausdrücken folgt durch Gleichsetzen ^- ' ' ' -"-i + —,-—- = 0, 
und wenn man fflr p** seinen in (138") angegebenen Werth 7; — „,' ^ , 
eitisfitzt, ergibt sich ^-i^',^^^l^ + k, «I = oder 

4:T(p{p,ji>} ■ [a, a] — \A, o] ■ [a, <a\ = 0, 
wofür auch zufolge ■cpiPt^^ ^ia gesetzt werden kann 

41«, Q] ■ 1«, «I — [A, ra] ■ [«, m] = 0. Vgl. (224-.) 

184:. Man berechne die Potenz eines Punktes y m Bezug auf den 
dem Coordinatendreieck umschriebenen Kreis-, 
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Die Glüichung dieses Kreises ist nach (73) 

daher 

[a, w] = ra,iPiO>a3 + 'ai^Pi'^ai + '^3aP&<»ii = 

Für die Poteii:; üiideb man somit nacli (55), S. 100 den Wertli 
^ — I p, JI5 ßj (p, y, + p^ j,3 -}- pjk/,)' 

185. Dieselbe Aufgabe in Bezug auf denjenigen Kreis, für wolehen 
das Cüordinatendreieck Poldreieek ist. 

Die Gleichung dieses Kreises ist nach (75) 

daher [a, ra] = ''^•i^Pi'^n -\- '''3tjPs'''2ä "f" *'isi'8'''35 '^ — ^^''■PsPsPr (^'"' 
zuvor) und P,. = "gi^ giy,' + '^.xP,yC +_<?.,_P,B^. 

186. Dieselbe Aufgabe für den Feuerbach'scheu Kreis. 
Die Gleichung desselben ist nach (165) 

f{x, x) ^. 2(misXir^ + (OsiX^s^ + (Oia^a*^) = , 
daher [a, m] =- ~ 4(07^3^1(0,1 + a^P^f^iss + »laPaOJaa) = ^-^PiPiPi 
(wie bei (184)) und Pj,- = - /^^J .^^ . 

187. Man berechne die Grösse a^ 4: i^ für den dem Coordinateu 
dreieck umschriebenen Kegelschnitt mit dem Mittelpunkte y; dabei 
gilt in «^ + ö^ das positive oder negative Vorzeichen, je nacbdeiii der 
Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist. 

Für rlie Curve f(x, x) ^ hat man nach (135) die Relation 
a^ + &* = ~ -'J^ Y^ durch Substitution der in (139) gefundenen 
Werthe von A und JF{p, p) ergibt sieh auf ähnliche Weise und bei 
gleicher Bezeichnung wie in (156): 

„2 I i? == - K.^',Ms-. 

wobei [a, o'J = ^i^ir^a^^ -|- J/s^ü'^ai + V&K'^idi ^^ ^^^^ l^i m] = 
nach (165) die Gleichung des Feuerbach'scheu Kreises wäre. Mit Hilfe 
der in (186) abgeleiteten Potenz Pf eines Punktes y in Bezug auf 

diesen Kreis findet man o^ + &^ = — -^-', S Fy. 
—~ 9i Sa 3s 

188= Dieselbe Aufgabe für den dem Coordinateiidreieck ein- 
geschriebenen Kegelschuitt mit dem Mittelpunkte y. 
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320 Aühang ^u g 10—12. Nr. 1.88— 193. 

Für die Curve ip(ii,%i) = hat mau uacli (136) die Relation 

a^ J_ ^a = LjtJ'L ■ durch Substitution der in (140) aßgegebenen 

Werthe von [A, oj] und 9:1(^,1») erhält man 

„^ _L 7,8 ^ _ ('^3aPiy/ + '"3iPa?'3' + "taPi.y ^"), 

Mit ßScksicht auf das in (185) erhaltene Eesultat erkennt man sofort, 
(las3 a^ + ö^ gleich der Potenz des Mittelpunktes y m Bezug a,uf i3en- 
jenigen Kreis ist, der das Coordinatendreieck zum Poldreieck hat. 

189. Dieselbe Aufgabe für diejenige Ourve zweiter Ordnung mit 
dem Mittelpunkte y, die das Coordinatendreieck zum Poldreieck hat. 

Mit Hilfe der in (141) angegebenen Werthe von A, [et, ro] und 
Fip,p) findet man ^^ + &^ ^ _ ^^'^'^'J^-^-Ä^^+S^^^P^, 
es ist also «^ + b^ nach (184) gleich der Potenz des Mittelpunktes y 
in Bezug auf den dem Coordinatendreieck umschriebenen Kreis. 

190. Ist a der Asymptoteuwinkel des einem Dreieck umschrie- 
benen Kegelschnitts mit dem Mittelpunkte y, so besteht die einfache 

Relation tg^ k = --b-t-^— , worin r den Radius des dem Dreieck 

umschriebenen Kreises bezeichnet und die Grössen g', sowie Pp die- 
selbe Bedeutung haben wie in (187). 

Fuhrt man in die Formel tg^ « = — ^|%]- (vgl. (6), S. 111) 
des Asymptotenwinkela die Halbaxen a und b des Kegelschnitts eiu, 
so wird tg^ K = T^TT rävi, wobei das obere oder untere Vorzeichen zu 
stehen hat, je nachdem die Curve eine Ellipse oder Hyperbel ist. 
Mit Hilfe von (157) und (187) folgt alsdann die obige Relation. 

Auf gleiche Weise findet man die folgenden zwei Sätze: 

191. Ist K der Asymptotenwinkel des einem Dreieck eingeschrie- 
benen Kegelschnitts mit dem Mittelpunkte j/, so besteht die Relation 
tg^ « = ^\— - , worin Pp die Potenz des Punktes y in Bezug 

auf denjenigen Kreis bezeichnet, für welchen das betr. Dreieck Pol- 
dreieck ist. 

193. Ist a der Äaymptotenwinkel desjenigen Kegelschnitts, welcher 
ein gegebenes Dreiecli zum Poldreieck und den Punkt t/ zum Mittel- 
punkt hat, so besteht die Relation tg^ k = — ^i-^J ■'''-, worin Pu die 
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(luotiöat dfv i'otüuB und der qiiadvii'teii Entfernung von einet Garaden, 321 

Potenz lies Puoktcs y in Bezug uut' den dem betr. Dreieck umsclirie- 
benen Kreis bezeichnet. 

193. Welches ist der geometrische Ort aller Punkte x, für die 
das VerhUltniss des Quadrats ihres Abstandes von einer festen Ge- 
raden v^ = zu der Potenz in Bezug auf einen Kreis vom Kadius r 
und mit dem Mittelpunkte c^, Cg, Cj gleich einer Constanten 1:A^ ist? 

Mit Hilfe der Formel (1), S. 9 för den Abstand eines Punktes 
von einer Geraden und der in (180) abgeleiteten Formel für die Potenz 
in Bezug auf einen durch Mittelpunkt und Radius gegebenen Kreis 
findet man als Gleichung des Ortes: 



oder 



= <o{v, V) \i } ^ '■^tji/j?/ 1 






Diese Gleichung repräsentirt einen Kegelschnitt, und zwar von gleicher 

Art wie ( ) ^ = 0, deun beide werden von p./ = in 

denselben Punkten getroffen; nach S. lli), wo die letztgenannte Ciirve 
bereits auftrat, ist daher der Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel, je nachdem die positive Oonstante A < 1, > 1, =1, 

Es möge nun noch die Gleichung in Liniencoordinaten für obigen 
Kegelschnitt abgeleitet werden; in Punktcoordinaten hat mau eiueu 

Ausdruck von der Form ( ) + '»Pa;^ + nv-J' = 0, wenn zur Ab- 
kürzung gesetzt ist m = — r'^tp^, « = — X^tpc 'foiy, v). Die Glei- 
chung in Liniencoordinaten von g(ßi, !)'::=={ j -(-«1)^,^ = lautet 

nach S. 119 f.: 

G(ii,ii)^n 1 co{v, v)n/--{-vJ^oi{u, u) — 2vcikBi{v, 11) j +tiOo^(i/ = 
nun ist aber die Gleichung in Liniencoordinaten zu bilden für 

g{x, x) -\- mxi.i^ = 0. 
Der Coeffieient von m* in derselben verschwindet identisch^), derjenige 
von m^ geht aus g(x,x) dadurch hervor, dass man x^ ersetzt durch 
Pi^s — Pz'^k ^'^^ analog bei x^, % verfährt; der Ooef&cient von m" 
wird G-(ti, u). Es ergibt sich also 

G{u,u) 4-m{ra(p,^)«,^-l-i)/oj(M, u) — 2p^v,co{p,u)\ 
+ mn^ ±{p,v,t(sf = 0, 
1) Vgl, hier und im Folgenden die BemGrlaiiigen S. llüf. 
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und wenn man fui' m und n iliio Weiilie einsetzt, nowie die Relationen 
berücksichtigt 

folgt achliesalicb al:9 Gleichung der Ourve in Linieneoordiuaten ; 
<piu, u) = [(l - A')r^p;-<^{v, v) -i- lW]<o(u, u) + (A^ - 1) m(v, v)u:^ 

Für ü = 1 erhält man einfach 

...■«.(«, «O - 2.,«.«{o, .0 + r'f,'^\v, «J - 0, 
woraus (ähnlich wie S. 120) hervorgebtj dass daa Brennpuaktepaai' in 
diesem Falle gegeheu ist darch )a{y,ti){r'^j)^ ta{y,u) — 2dcM<i) =0, 
der im "unendlichen gelegelie Brennpunkt liegt also im Normalen- 
centrum der Geraden »„ = 0, 

Im Falle A ^ 1 hat man für das eine Bi'ennpunktepaar die Glei- 
chung (A^ — l)(o()j, v)u^ — ^X^Vgtic G)(vj n) -\~ l^r^ p^ *^^i?} w) = ^' 
welche nach Multiplication mit Q? — V)m {v, v) in zwei sich nuv im 
Vorzeichen der Quadratwurzel unterscheidende Factoreu Herfällt, nämlich : 
{i? — 1) G)(v, v)u, — }.^v^m{v, u) 
■± X y IH} ~f*if(^^'—lY'^'{y'^)Giiy, «) = 0. 
Diese heiden Brennpunkte sind stets reelS, wenn die positive CoustauLe 
A < 1 , und für A > 1 nur dann, wenn der Ausdruck unter der Wurzel 
positiv ist. Sie liegen, wie ihre Gleichungen zeigen, auf der vom Mittel- 
punkte c des gegebenen Kreises auf die Gerade V:c--=^ gefällten Nor- 
male. Für den Mittelpunkt fi-« = des Kegelschnitts (p('M,tt)=^0 
findet man sofort die Gleichung 

^,^ '^ ?i£L^) _ {}? _- 1) ca{v, v)ti, - l'v, m{v, u) -= 0. 

Die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem unendlich fernen J:'unkte 
der Geraden Vc==0, also die Axe, welche zur Verbindungslinie der 
beiden eben erwähnten Brennpunkte normal ist, bat die Gleichung 

%Pji -y (A^ l)PoVa, == 0. 

Nach Multiplication mit (A^ — 1) ki(«;, v) ergibt sich für die Glei- 
chung der Curve bei Benutzung des Mittelpunktes die Relation 
(i' - 1) o (»,«).» (u, u) E£ [(!' ~- l)f'li.' » (o, t.) - ,1'»,'] B) (»,»)■ eo («, «) 

+ (.,.' - l''p,'(l' - !)«.(», ») - l-'o.'V' -2" ± (a"'»')' - "- 
aus der Man für das zweite Brennpunktepaar die Gieiehung erhält 

-ü. 
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Fortsetzung. Cocataiite Summe oder Dift'erenz d. Taug, avi awei KieJse. ;S23 

Setzt mau zur Abkürzung r^pc^{X^ — 1) 0}(v, v) — A^%* ■-= h und 
wendet die Identität an co(v,v)fo(ti,u)-JE£(o^{v,'ii)-^r'S' + (i\v.^tky, 

= ktu'iv, u) + ^/ + 7c(l — i') r V + (p.v^n^y = 0. 

Für die Transformation dieses Kegelschnitts auf die beiden Haupiasen 
ist von Wichtigkeit die Bemerkung, dass die Gleicbungen (t„ = 0, 
m{v,u} = 0, V +0l^■■3%) = den Mittelpunkt des Kegelschnitts 
und die nüendlieh fernea Punkte der beiden Hauptaxen darstellen. 

Bei Anwendung von o(i(, ri) = E^^'H' f^^ ^t^^ f^ = 5^&-J 
(vgl, (21) und (31) in § 10) folgen unter Eücksiebt auf die Identität 

mit Hilfe dei-en sich (f{u,u) verwandelt ia 

<p(», «) SB jf5-\- - '''V + (*'' "■ 1) »h ») ■ft'C''.' - »■ 

Wird an Stelle von /c der Abstand (? des Kreismittelpunkte a c von 
der festen Geraden v eingefiihrt, wobei d = - .;=;;4;^r- , so erhält man 

vermöge der Beziehung ?c ■-= — tj- ■ ■■■ ■ die Gleichung 

? («.^) ''^Ct- m^^^ rra , r^l^i3_+ l^d' ps _ -, „ a . 

(l-l')^t»-,^)j)7 (l-iV *" "^ i~r "•^ '^' 

hierbei wurde noch üj : üg : D]| ersetzt durch U:V: 1. Die Gleichung 
in Punktco ordinaten des auf die Hauptaxen als rechtwinklige Coordi- 
natenaxen bezogenen Kegelschnitts <p(Vfii) =0 lautet daher 

(i-rr ^a_|_ 1-^1 — r^-i = ü. 

194 Man bw n hndn&z n Steiner^): 

S n ^ n g d w .'', jf-J^ gegeben, und 

/.ieht h P i n.ii jeden Kreis eine 

lU ng BnigÄ. d Eweitec Ordnung nebst 

darau 1 E g C Journa.I ffir die reine 

und a g w Ma h b B 8 h „Geeammelte Werke", 
Bd. 9 
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324 Anbau.; v.a % 10— i2. Ni\ 104-196. 

Tangente a, ß und verlangt, es soll untweder die Summe, (a + ß), 
oder der Unterschied, (a — ß) oder {ß — a), dieser Tangenten einer 
gegebenen Länge l gleich sein, so ist der Ort des Punktes X,, allemal 
irgend ein Kegelschnitt G^, welcher jeden der beiden Kreise doppelt 
berührt (reell oder imaginär), und von dessen Axen immer die eine 
oder andere auf der Mittelpiioktslinie AB der Kreise liegt." 

Sind f{x, x) = 0, g{x, a:) = die Gleichungen der beiden Kreise 
Ä^, B^, so ist nach (55), S. 100 und den Bedingungen der Aufgabe 
entsprechend: ___^__ 

dalier 

oder auch 

Nun iat ■■■ .- ■ ^ -^ "^' nach (182) gleich dem Produet der Aus- 
drücke für die unendlich ferne Gerade und die Itadiealaxe J4 der zwei 
gegebenen Kreise, also von der Form lixPx~ die eine der beiden vor- 
stehenden Grieichungen verwandelt aich also in (2?^ — Pi>i)^ = - . - '! W - - 
Hieraus folgt, dass der Ort des Punktes X^ iu der That ein Kegel- 
schnitt C^ ist, der z. B. den Kreis g{x, a;) = in seinen Sehnittpuukteu 
mit der zur ßadicalase parallelen Geraden M^ ■ — 1^$^ = doppelt be- 
rührt; analoges findet man für f{x, s) = bei Benutzung der zweiten 
obigeil Gleichung von 0^. Tiefere Einsicht gewährt folgender Weg. 

Es ist ,. -"-Ir—: — r. ■ i' ■ ., gleich der Differenz aus den ins 

Quadrat erhobenen Längen der Tangenten, welche vom Punkte x au 
die Kreise A?, B^ gesogen werden können. Andrerseits ist diese 
Differenz, vrie mit Hilfe einer einfachen Figur gezeigt werden kann, 
gleich dem Rechteck aus dem Abstand des Punktes x von der ßadical- 
axe und aus der doppelten Entfernung 4c der zwei Kreiscentren. 
Hieraus folgt, dass der Kegelschnitt C^ der geometrische Ort aller 
Punkte X ist, für welche das Verhältnis des Quadrats ihres Abstaudes 
von einer Geraden 4cB^' ~ ^px ^ zu der Potenz in Bezug auf den 
Kreis g{x,x) =0 gleich der Constanten friäi dabei ist BJ der Aus- 
druck für die Normalform von 24 und die Gerade 4cü/ — Z^jJi = 
rcpräsentirt eine Parallele zur .lladieaia.xe im Abstände --- • 



y Google 



Beziehung awisolieu Directiiceii ii, Derfihvnugsaehnt'n zweiei; Kegeisolinitte, i525 

Man sieht nun sofort, dasa die ganze Äufgabo zurflckgeführt iat 
auf die vorli ergehen de und mau kann sorait z. B. unmittelbar ablesen, 
dass für l=2c der Ort der Punkte X^ eine Parabel ist, wir ver- 
weisen daher bezüglich der weiteren Eiuzelheiten auf (193) und die 
oben citirte Abhandlung von Steiner. 

195. Die Gleichung in Linieneoordinaten derjenigen Parabel, 
welche einen gegebenen Punkt y zum Brennpunkt, eine gegebene Ge- 
rade V KUr Directrix hat, lautet: 

.p(», «) = », ■ »(«, «) - 2,., . ..(«, ..) _ 0. 

Es sind Ug = 0, benw. »(o, u) = die Gleichungen des im End- 
lichen, bezw. im ünendliehea gelegenen Brennpunktes; die Parabel 
wird daher nach (22), 8. 115 dargestellt durch einen Ausdruck von 
der Porm q>(ti, u) ^ m{u, u) -}- Xu,j ■ co(v, ti) = 0. JS^un muss der Pol 
der Geraden v identisch sein mit dem Punkte y, es muss 
2»(», 1.) + J[t., . (»(», .) + «,■ o(b, «)] - 
gleichbedeutend sein mit ?(j, = 0, d. h. mau hat 

2<»(.,..J + l»,.o(i.,»)-0, 
woraus A = — 2 : v^. 

Folgt auch aus (38) in § 11 für e =- J, «owie avis (193) für 
,- = 0, 1 = 1. 

196. Pisirt man irgend zwei Tangenten (T und TJ eines Kegel- 
schnitts (mit der Berührungs sehne S) und den einen Brennpunkt S 
(mit der Directrix D), so gibt es stets einen zweiten Kegelschnitt, 
welcher gleichfalls die beiden Geraden T und T-i berührt (mit D als 
Bertthrungssehne) und welcher den Punkt Ji als Brennpunkt mit S 
als zugehöriger Directrix hat. 

Die Gleichung einer Curve zweiter Ordnung kann nach (42), S. 84 
in die Form gebracht werden X^Xg — X^^ = 0, wobei Xj = und 
X3 = die Gleichungen zweier Tangenten bedeuten mit der Eeröh- 
ruDgssebne Xg = 0. Andrerseits kanu die Gleichung der Curve nach 
S. 115 und 119 auch in die Form gebracht werden (^ ) — d^^ = 0, 

wobei j/i , f/^ , */j die Coordlnaten des einen Brennpunktes sind und 
cl^ = dessen Directrix repräsentirt. Es gilt demnach eine Relation 
von der l'orm Xj Xg ~ X^^ '^ \ } — '^^^: ''""^ welcher folgt 

X,X-|-f7.'-Pi -fX,l 
Di« geometrische Deutung dieser Relation liefert sofort dou obigen ÖiiLz. 
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a26 Anhang m % 10—12, Nv, 197- mS. 

19) Haben 'rei Cuxven zweiter Oidnviug eine gemeinsame Sehne, 
so sclii eiltn sich die drei ubiigeii ^ehneu, welche je aweieu der Cuvven 
gemeinsam im! m emi^ni und Jemaelben Punlcte. 

Die Gleichungen l(,i drei Ki ^eischnitte sind von der Form 

Ux ^ ist die den drei Curven gemeinsame Sehne, die Gleichungen der 
drei übrigen sind «r^. — Is^ = 0, As« ■— (it^ = 0, iiU — "'ir^ = 0, und 
diese gehen durch einen und denselben Punkt. 

In diesem Satze ist (71) als Bpecieller Fall enthalten. 

Dualistisch folgt: 

198, Haben drei Curven zweiter Clasao zwei gemeiiiaiimc l'an- 
genten, so liegen die Spitzen der übrigen drei Paare von Tangenten, 
die je zweien der Curven gemeinsam sind, auf einer Geraden. 

Insbesondere ergibt sich hieraaa der in (20), S. 125 bewiesene 
Satz, wenn man als Cvirven zweiter Oiasse drei Punktepaare nimmt, 
von denen je ein Punkt auf der einen, der aweite auf dev anderen 
Geraden eines Geradenpaares liegt. 



199. Sind y^, p^, y^ die Coocdinaten eines Punktes der utiend- 
Hch fernen Geraden, so ist das Produet [a, tu".l/'(y, y) posiLiv, so lauge 
F{p, p) ^ 0. Vgl. die Fussnote zu S. 108. 

Nach (32) und (31), S. 27 besteht für alle Werthe der s^t und «/.- 
die Identität 

Aii^^Vs — ^3ll'^^ H 4- 2A^{Xi,y, — x,y,) {x^y^ -- x.,y^) H 

^f{x,x)f{y,v) -~p[x,y); 

man kann also nach (35), S. 76 die Producte XiXi ersetzen durch ki,-.;., 
wodurch sich die Relation ergibt 

2Ji= {A^^,, + Js3S2 - ^A^^h^Vi^ + ■ ■ - 

+ 2(^,,<a,3 + A^_.,&.,y - A,,r,^^., - A,.Ao^,)y,y. -(- - - 

oder auch 

[o,»]fts,<;).,»(/',,f,,a+2ff. 

Werden nun für die j/j die Coordinaten einefs im Unendlichen ge- 
legenen Punktes eingeführt durch j/j -~'P2\ — Ps'^aj ^a "^A^i PA> 

j/g=.^iii^ — Pa'^i, ßo verwandelt sieb 2H in I''(j», p) . (o(w,v), und 
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man erhält [«, iöj/'(f/, «/) — w(fj, /^ ^ /ä) + j^fj), ß) . ro(-u, o). Hiermit 
ist der oben verlangte Nachweis geführt, denn a}(u, «) ist eine positive 
defiiiite Form. 



Auwendnng von § 13—17. 

20(f. Alle Ciu'VPii zweiter Ordming, die ein gegebenes Dreieck 
/.um Poldreieck haben und durch einen gegebenen Punkt y hinttiirch- 
gehenj bilden ein Büschel; die Grundpunkte desselben sind der ge- 
gebene Punkt mit den Ooordinaten -]- j/j , H- J/^ > + ?/« '^''^ ^i^ ^'^^^ 
Punkte mit den Coordinaten — y^, -\- y^, -\- y^; + «/i , — yg , H- ;/a 
und +»/i, +)/,, —y^. 

Die Gleichung einer Curve des Systems ist von der Form 

hierzu tritt noch die Bedingungsgleichung ßi?/i^ H" t[j«/g"^ -j- a^j/jj^ -= 0. 
Wird diese von dem Wertlisyatera +yij +J/3J + :|/3 erl'üUt, so ge- 
nügen ihr auch die Coordinaten der «.Irei übrigen oben geuauuten Puukte. 
Analog folgt: 

301. Alle Curven zweiter Claese, die ein und dasselbe Dreiseit 
zum Poldreiseit haben und eine gegebene Gerade v berühren, bilden 
eine Schaar; die gemeinsamen Tangenten derselben sind die gegebene 
Gerade v^x^ + ^a^a + ^'s^b = und die Geraden 

und 

Für fj =-■- Pf folgt mit Rücksicht auf (22): 

302. Alle Parabeln, für welche ein gegebenes Dreiseit Poldreiseit 
ist, berühren die Verbindongslinien der Seiteomitten dieses Dreiseits. 

SOS. Wenn von den vier reellen Schnittpunkten zweier Kegel- 
schnitte der eine in Bezug auf das, dem gemeinsamen Poldreieck 
parallel eingeschriebene Dreiseit trigcnal gelegen ist, ao iafc dies auch 
bei den drei übrigen der Fall, und zwar liegt alsdann im Inneren 
des parallel eingeschriebenen Dreiseits und in den drei trigonaleu 
Feldern je ein Schnittpunkt. 

Folgt aus den Butwickhmgen S. 252, Zeile 1.6 if, und daraus, da.s.-j 
sich nach (32), Ö. 140 die auf das gemeinsame Poldreieck bezogenen 
Coordinaten der Schnittpunkte nur durch die vier verschiedenen hier 
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328 Anliang m § 13—17, Ni\ 203-2U. 

in Betracht kommendeii Vorzeicliencombinatiouen yoii + J/^ : + //a - ;_h Va 
unterscheiden ^). 

204. Welche Gebilde sind als ausartende, einem ganz im End- 
lichen liegenden Dreieck umschriebene Parabeln zu betrachten? 

Legt man das Coordiaatendreieck zu Grunde, so ist ein umschrie- 
bener Kegelschnitt gegeben durch 2(a^^x^x^ -j- a^^x^x^ + ^13*1*3) =^0; 
hierzu tritt die Bedingung der Parabel F{p, p) = 0. Soll die Ciirve 
ausarten, so muss A = 2 aj^^ag^ai^ verschwinden; es sei etwa 033 = 0, 
Bo dass F{p, p) = «si^pa^ + «la^iia^ — ^^n'^isPsPa = oder 

(«siPa —«tsft)* = 0, d. h, ff3i;«ia=P3-l>3- 
Die Gleichung des betr. Gebildes wird daher x,(p^x^ -\- p^x^) = 0, 
d. b,: Unter den einem gegebenen Dreieck umschriebenen Parabeln 
gibt es drei ausartende, bestehend aus je einer Seite des Dreiecks und 
der Parallelen durch die gegenüberliegende Ecke. 

In ähnlicher Weise oder auch geometrisch findet man die folgen- 
den Sätze über ausartende Parabeln: 

305. Unter den einem Dreiseit eingGaehriebeueu Parabeln befinden 
sich drei ausartende, bestehend aus je einer Ecke des Dreiseits und 
dem unendlich fernen Punkte der Gegenseite. 

306. Unter den Parabeln, die ein gegebenes Dreieck zum Pol- 
dreieck haben, befinden sich drei ausartende, bestehend aus je einer 
doppelt au zählenden Seite dea Dreiecks. 

Man hat hier nämlich die Gleichungen a^Xj^ -\- a^x./ -}- ci^x^'-^O, 
Oitt^Pi^ -{- Caaip./ -\- tt^a^p^^ = und ^ögag = 0; aus «^ ^ folgt 
aber a^a^Pi^ == 0, also entweder a^ •= oder «g = 0. 

207. Unter den Parabeln, die ein gegebenes Dreiseit zum Pol- 
dreiseit haben, befinden sich drei ausartende, bestehend aus dem Mittel- 
punkte und dem unendlich fernen Punkte je einer Seite des Dreiseits. 

308. Welche Gebilde sind als ausartende, einem Dreieck um- 
schriebene gleichseitige Hyperbeln zu betrachten? 

Man hat hier die Gleichungen 2(a2^X2X^ + "si^s^'i "f" ßija;|a^) = 0, 
[([, ra] = d^aögg 4" '^si^iH" '^ia*''i2'=Ö ""^ jl== Sflggtrgjff^^ = 0. Setzt 
man etwa 0^3 = 0, so wird o.,, : Ojg = (öj^; — 03^, die Gleichung der 
Ourve wird also a;,(ra3j3;a — «»la^) = 0, d, h, (vgl. (11)): Unter den 

1) Vgl. hierzu einen Sata von Steiaer in der mehrfacli eitirten Avbeit im 
Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 55, S. 369—370, 185S, 
oder „Gesammelte Werke", ßtl. 2, S. ti76. 
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Ausartende Paralie!n (gleichseitige Iljperbeln) in einer Sohaar (Büscliel). 320 

einem gegebenen Dreieck umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln gibt 
es drei ausartende, bestehend ana je einer Seite des üreiecka und der 
zugehörigen Höhe. 

209. Welche GebiWe sind als ausartende, einem Dreiseit ein- 
geschriebene gleichseitige Hyperbeln zu betrachten? 
Hier sind die Gleichungen zu erfüllen 

Setzt mau etwa a^ = 0, so bleibt als Gleichung der Curve 

«,(«.«, + «,«,)-o, 

ein Punktepaar; bei Einführung von Punktcoordinaten erhält man 
(tt^x^ — Kgoc^y == 0, also den durch die Ecke Mj = gehenden Träger 
des Puüktepaares doppelt zählend. Die Bedingung der gleichseitigen 
Hyperbel verwandelt sich bei Substitution der Ooordinaten 

ur.«.:«>-0:v(-a,) 
des Trägers in co(ii, u) = 0, worin jedoch ii^ =• 0, d. h. der Träger 
muss durch einen der beiden Kreispunkte gehen, sowie natürlich durch 
die Ecke n^ = 0. Das nach den imaginären lü-eispunkten gehende 
Geradenpaar möge als cireulares Geradenpaar bezeichnet werden^), 
30 dass wir sagen können: Als eingeschriebene gleichseitige Hyperbel 
ist jede doppelt gezählte Gerade zu betrachten, die einem der drei 
circularen Geradenpaare angehört, welche von einer Ecke des Dreiseits 
nach einem der beiden imaginären Ereispunkte gezogen werden können; 
es gibt daher sechs solche ausartende gleichseitige Hyperbeln, 
In ähnheber Weise findet man die folgenden zwei Sätze: 

210. Unter den gleichseitigen Hyperbeln, die ein gegebenes 
Dreieck zum Poldrejeck haben, befinden sieh drei ausartende, be- 
stehend aus den drei Paaren von Winkelhalbirenden der Winkel des 
Dreiecks. 

211. Unter den gleichseitigen Hyperbeln, die ein gegebeue« Drei- 
seit zum Poldreiseit haben, befinden sich drei ausartende, bestehend aus 
je einer doppelt zu zählenden Ecke des Dreiseits. 



1) Die Verbindungslinien irgond eines l'nnktes P der Ebene mit den beiden 
KreiBpiinkfen Lildeu also das durch P gOÄOgene ciicularu G eradeupaar. 
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3ÜU Aüliang KU § i;i- -!7. Nv, 21S-- -SIR. 

Mit Rücksicht darauf, dass nach (17), S. 138 die Spitzen der droi 
in einem Kegelschnittbfiscliel eüthaUenea Gßradeiipaai'e das gemein- 
same Poldreieek aller Ourven des Btiseliels bilden, aowie mit Rück- 
sicht auf die daalistiach entsprechende Thatsache, dass die Träger der 
drei in einer Kegel schnittseh aar enthaltenen Punktepaare das gemein- 
same Poldreiseit aller Curven der Schaar bilden, folgen aua (208) und 
(205) sofort die Sätze: 

213. Das Büschel gleichseitiger Hyperbeln, die einem gegebenen 
Dreieck umschrieben sind, hat die Pusspunkte der Hohen des Dreiecks 
zum gemeinsamen Poldreieck. 

313. Die Sehaar von Parabeln, die einem gegebenen Dreiseit 
eingeschrieben sind, hat das dem gegebenen parallel umschriebene 
Dreiseit zum gemeinsamen Poldreiseit, oder mit anderen Worten: 

214. Bei jeder einem gegebenen Dreiseit eiiigeschriehenen Parabel 
gehen die Berühroagssehnen durch die Ecken des dem gegebeneu 
parallel umschriebenen Dreiseits^). Vgl. (202). 

315. In jedem Kegelschnittbüschel ist im allgemeinen eine gleich- 
seitige Hyperbel enthalten; befinden sich insbesondere zwei solcher 
Ourven in dem Büschel, so besteht es überhaupt mir aus gleichseitigen 
Hyperhein. 
Sind 
f{x,x)EE^ yiai,XiXi,'^-0 und <j{cv,x)^~^ ^^hi,,x,a:^ =.^ i) 

die G-leichungen der Urundeurven des Büschels Xg — f= 0, so erhält 
man für eine gleichseitige Hyperbel nach (162) die Bedingungsglei- 
chung A[5, <a] — [u, cö] = 0, weiche in X linear ist. — Wenn zvuei 
gleichseitige Hyperbeln im Büschel enthalten sind, müssen [b, ot] 
und [a, Gj] gleichzeitig verschwinden; die angegebene Bedingungs- 
gleichung ist dann für alte Werthe von X erfüllt^), üass im letzteren 



1) Vgl Sohretfr: „Die Thüoriü der KegelEcliDittö , geetStat auf projeuti- 
viflclie Eigen Bchaften" (zweiter Thei\ dev von Geiser und Schröter heraiisgsgebeueii 
Voile^Dgen Steinei'a über syntlietisoiie Geometrie), 2. Aufl., Leipzig ISTij, S. 377, 

2) AiiB zwei Gleichungen von der Form 

wobei A, 5; 1; , tolgt durch Subtvtioticn [D. »] = , daher ftHch [n, w] -■ 0. 
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Falle ein Gnindpunkt des Böscliela der Höliensebnittpunkt des durtli 
die drei andeten gebiWctou Dreiecks ist, folgt aus (166). 

316. Tat in einem Kegelsobnittbüscliel ein Kreis enthalten, so 
sind die Äxen der beiden Parabeln, welche dem Biiscliei angehören, zu 
einander normal. 

Dass in dem Büschel zwei Parabeln enthalten sind, folgt aus (Ö), 
S. 142, denn hiernach gibt es in einem Kegelachaittbüschel zwei Curven, 
die eine gegebene Gerade, also auch z. B, die nnendlieh ferne, be- 
rühren^). Die übrigen Kegelschnitte des Büschels treffen diese Gerade 
nach dem DesargEes-Sturm'aehen Satze (vgl. (12), S. 143) in Punkte- 
paaren einer Involution, deren Doppelpunkte die Berührungspunkte der 
zwei Parabeln mit der unendlich fernen Geraden sind; sie liegen zu 
allen übrigen Sehnittpnnktepaaren harmonisch, im vorliegenden Falle 
also auch zum imaginären Kreispunktepaar, d. h. die Axen der zwei 
in läem Büschel enthaltenen Parabeln sind zu einander normal. 

2VL Umgekehrt gilt auch der Satz: Die Schnittpunkte zweier 
Parabeln, deren Äxen sich rechtwinklig schneiden, liegen auf einem 
Kreise. 

Denn unter den Punktepaaren, welche auf der unendlich fernen 
Geraden zu dem von den Berührungspunkten der beiden Parabeln ge- 
bildeten Paare der Doppelpunkte der Involution harmonisch liegen, 
befindet sieh im gegenwärtigen Falle auch das imaginäre Kreispunkte- 
paar, da die Axen der zwei Parabeln sieb rechtwinklig schneiden. 
Es ist daher m dem durch die Sehnibtpnnkte der Parabeln definitteu 
Kegelsehnittbüschel aneli ein Kreis enthalten. 



§18. Ers seien /'(a;, x) => und g{x, x) "^ die Gleichungen 
zweier Kegelschnitte, ferner sei durch ^^g — /'=— eines der drei in 
dem Büschel Xij — /' = enthalteneu Geradenpaare dargestellt; welche 
Bedeutung hat der Kegelschnitt X,_(! -{- f=0'f 

Jedenfalls gehört er dem Büschel an; iyt y irgend einer der vier 
Grundpunkte, so haben die in ihm an /■= 0, </ ~-= 0, l,ci -|- f ■■=■-<) go- 
üogecen Tangenten resp. die Gleichungen 

f(y,*)-0, 9(y,x)^0, A,i/(»/, s) + f(^, a;) = 0; 
diese letzte Tangente liegt aber harmonisch zu X^!!{y, *) — ■ f(y, x) --= 0, 
also 7u der durch y gezogenen Geraden . des Paares l^g —■■ f =^--A), 
Hiermit ist der fragliche Kegeisehnitt bestimmt 

1) VgV. aucli S. 199. 
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219. Werden einem Tol!stäiidigen Vierseit zwei Kegelschnitte 
ei ngeseh rieben, so liegen (Jie acht Punkte, in denen sie die Seiten be- 
rühren, auf einem dritten Kegelschnitte. 

Auf 8. 144 wurde gezeigt, dass die in den vier Schnittpunkten 
zweier Kegelschnitte gezogenen Tangenten, deren Anzahl also zusammen 
acht beträgt, einen dritten Kegelschnitt berühren. Hieraus folgt dua- 
listisch der obige Satz. 

320. Legt man durch einen Punkt y des Kegelschnitts f{x,x) = 
Parallelen zu irgend einem Paar conjugirter Durchmesser eines anderen 
Kegelschnitts g {x, x) = 0, so schneidet jedes solche Pai-allelenpaar die 
Curve f(x,x) = in zwei weiteren Punkten, deren jeweilige Ver- 
bindungslinien durch einen bestimmten Punkt P hindurchgehen ■*). 

Das Geradenpaar, welches den auf f(x,x) = gelegenen Punkt y 
mit den Schnittpunkten der Curve f{x,x) = und der Geraden v^'=Q 
verbindet, hat nach (53) die Gleichung 

ip (x, x) = Vy f(x, x) — 2v^ f{y, x) = 0, 
und dieses Geradenpaar ist zu zwei conjugirten Durchmessern des 
Kegelschnitts g (x, x) = parallel, wenn die Schnittpunkte der unend- 
lich fernen Geraden mit '4!{x,x)=0 und g(x,x) = zwei harmonische 
Punktepaare sind. Die Bedingung hierfür geht nach (15), S. 144 aus 
der Gleichung der harmonischen Curve zweiter Olasse S=0 von 
(/ (x, x) = und ij! (x, x) ^ dadurch hervor, dass man in ihr die 
variabelen Liniencoordinaten Mjjtf^jWj ersetzt durch ^,^3,^)3, Da die 
Gleichung H = (i die Coefficienten von g{x,x) und ij)(x,x), daher 
auch die Vi, linear enthält, stellt sie in der That (in variabelen 
Liniencoordinaten i!i,v^,v^') einen Punkt P dar. 

Ist die Curve g{x,x) = ein Kreis, so erhält man den bereits 
in (84) für den Fall eines um seinen Scheitel rotirenden rechten 
Winkels abgelpiteten Satz von Fr^gier. 

Ersetzt man g{x,si) durch ein Kegeischnittbüschel 
fl(T, -c) + Xh (x, -rl = , 

1) tut deu ^pccLPllen Fill, \sbi y dei Mittelpunkt des Kegelschnitts 
g (a, a:) = ist, wnrde diesfa '^atz ' ler'.t von F 1 egier ausgesprochen in seiner 
Note jThKOifemes noaveacx lai les lignee et siirt-itce du Becönd ordre", Annales 
de Matbematiciue^ Bi 7, S 06f 1816 in l IblT vgl. auch einea Avtikel von 
Frögiei untei gleichem Titel m Bd 6 '^ 321 ff 18ie, in derselben Zeitschrift. 

Das dem allgeme nen Satze bei Oberflicl cn aweiter Ordnung analoge 
Theorem hat zueieb Hesse au^gesTirncheu in oempi Abbandlnng „üeber Ober- 
flaLiitn Eweitei Oidnung' Journal hi lie ren e und angewandte Mathematik, 
Bd. 18, S. 110, 1837. 
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SO entliUlt der Ausdruck H{p^,p^,pg), gebildet für g(x, x) + Afc(a;, x), 
den Parameter A wieder linear, die Punkte F erfüllen also jetzt eine 
Panktreihe ^), 

Ersetzt man ferner (j{3i,x) durch die Gesammtheit der einem ge- 
gebenen Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte, also dvirch die Curven 
einer Schaar, welche in Linien coord in aten etwa durch 

in Piinktcoor diu aten durch eine Gleichung von der Form 

^„ (x, x) + 2Xg, {<e, x) + }?g, {x, ^) = 
dargestellt ist, so wird der Ausdruck H{p,p), gebildet für diese Glei- 
chung, von der Form V^ + 2AFi + A*F^ =^ 0, wobei die V in den 
Linieneoordinaten Vi linear sind. Den unendlich vielen Werthen des 
Parameters X entsprechen unendlich viele Punkte P, welche eine Curve 
erfüllen. Bei Bildung ihrer Gleichung beachte man, daas für eine 
beliebig fixirte Gerade v die in l quadratische Gleichung 

F0 + 2IF1 + l'V.^O 
im allgemeinen zwei verschiedene Werthe gibt Soll die Gerade eine 
Tangente sein, so müssen diese zwei Wurzeln zusammenfallen, und 
man erhält alsdann F^Va — V^^ ^ 0, also eine Curve zweiter Classe, 
die von allen Punkten i' erfüllt wird^). 

321. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner^): 
„Zieht man in einem gegebenen Kegelschnitte K^ ein System 
paralleler Sehnen GG^^ nach beliebiger Richtung E, so liegen ihre 
Mitten P in einem Durchmesser FF^ = 2f desselben; und besehreibt 
man Über den Sehnen, als Durchmesser, Kreise P, so haben diese 
irgend einen bestimmten anderen Kegelschnitt K zur Enveloppe, und 
zwar berühren sie ihn doppelt, jeder in zwei Punkten C." 

Um die Gleichung der Kreise P zu erhalten, ist ähnlich zu ver- 
fahren wie in (78);*) nur tritt an Stelle der Geraden t),; =^ jetzt 
ein Büschel paralleler Geraden, d. h. es ist üa^ zu ersetzen durch 



1) Vgl Scttäter- Die Thporie der Kegel schnitte gestützt anf piojectiviaohp 
E gpuschafteii (zweiter The 1 1er von Ce ee ur 1 S h ote her us^egebeneu Vor 
lesungen Steine a üb synthetische boomei e) Ä fl Le pz p, 187b & b 

2) Vgl S hiöter a a S 290 

) Elen enta e Losung e ne geomet itchen A fg-ile ua l übe e nige d^□ t 
lu Bez eh ng stehende E „enacliaf ea Je Kegel chn tt J u nal f iie r 
ülaagewa dte Matheuatik Bd 37 S 179 1S47 ode au h ^esan nelte We ke 
Bd 's 408 

4) D e^e C iei hu g «teilt im Grunde kn D recto k e 3 1 w el 1 le 
dn ch d E dp nl te e ue Sehne geh Meten Punkteia Eug hu t 
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v.-^-}" Xp^ -=0 . Nelimoü wir zunächet ein bcliebigBs Strahleabüscliel 
?;,. -|- kW:^ = 0, so würde maii für das System Ton Kreisen iii varia- 
belen Puaktcoordinateii yi die Gleichung erhalten : 

{v, + l.w,f ■ [o, o] - i(% + »K,)ir(!;,)["'(»,) + »"(»i)] f ■ - 

H-rweBW + i»'«]! 

+ ((n(o,») + Sl<o(v,w) + l.'m{w,w)}f(j,, ,j) ™ 0, 
dabei ist f(x,x) =0 die Gieichung des gegebenen Kegelschnitts K^. 
Wenn man nach Potenzen des Parameters k ordnet, verwandelt sich die 
Gleielmng des Systems von Kreisen in einen Ausdruck von der Form 
K,. + 21X„,„ + 2?K^ = 0, wobei 

K„ -^ [a, «.] V "■ i■W(.^^)f'{V,) -i + ^o(v,)f'{y,)]t, 

denjenigen Kreis darstellt, der übüc der Sehne y^-^ alb Durehmesaer 
errichtet ist, und K,„ die gleiche Bedeutung beRÜzt mit Bezug auf die 
Sehne «?„ = 0. Ferner ist 

X,„ = la,«iv,w, - -1 WMf'Üli) H h o'(»,)rfe)].D„ 

- \ WdhifM + ■■■ + "'Wffe)] », + »fe »)/(■;, y) ■ 

Nimmt mau ein Büschel paralleler Strahlen (»; = j)j), so bleibt der 
Änsdriick K„ unverändert, K, gebt dagegen Über in K^, B^ [a, mjpif, 
X„,,i, in X;,,» ^EEE [a, co]p,jW,j — ^k,j, -Py, wobei ¥(tü,j/) gerade so wie in 

(45), S. 96 defiuirt ist durch x /' '^'i}^i)f'{yi)i ^o ^^ss Y(w, j?) = 

nach (20a), S, 24 die Gleichung desjenigen Durchmessers von f{x,xj =0 
repräsentirt, welcher zur Richtung des Normaleacentruma der Geraden w 
conjugirt ist. 

Die Enveloppe aller Kreise des Systems K^ + 2AXj,,^ + A^K,. = 
wird (vgl. (220)) K^K» ~ X^,,„ = 0, und diese Gleichung stellt nach 
Ausscheidung des Factors _p/ einen Kegelschnitt dar; werden die oben 
angegebenen Wcrthe eingesetzt, so findet man als Gleichung dieses 
Kegelschnitts K = {a, ra] o (w, w) f{y, y) — M^ {w, y) = 0. Dass der- 
selbe von allen Kreisen des Systems doppelt berührt wird, geht daraus 
hervor, dass man für den Ausdruck Kj,K,„ ~ Xp,,,, nach Miiitiplication 
mit (A — ft)' die Identität hat 

(Kj, + 2AXjv.4- A'K,„)(K^ + 2ftXp,„ -t- ft'iK») 
~- [(K, + AX^^) + (X,,.,„ + iK,„)(ij' -V- (K,K,., -- X^,,.)(A - jO', 
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Conatiuction iiei Doppelstralilen einer lüvolnüon. B3Ö 

wobei X nad jt ganz willkürliche Paramelier bezeichnen. Die Form 
der Gleichung K'=0 zeigt ferner, daas der gegebene Kegelsebnitt K^ 
YOn K in den Endpunkten eines diesen beiden Curven gemeinsamen 
Durchmessers berührt wird. Auch die meisten übrigen von Steiner 
a. a. 0. aufgestellten Sätze lassen sich auf Grund tler vorstehenden 
Entwickelungen ableiten. 

322. Wird irgend ein Punkt y eines Kegelschnitts verbunden 
mit den Punktepaaren, die auf der Curve durch die Strahlen eines 
beliebigen Strahl enhüscbels ausgeschnitten werden, so bilden diese 
Paare von Verbindungslinien eine Involution, Die Doppelstrahlen 
dieser Involution werden durch die Geraden gebildet, welche vom 
Punkte y nach den Berührungspunkten der zwei in dem Strahlen- 
büsehel enthaltenen Kegels chnittstangenten gezogen werden können. 
Das Gerad.enpaar, weiches vom Punkte y der Curve f(x, a;) r^ 
nach deren Sclinittpunkten mit Ma, = gezogen werden kann, ist nach 
(53) gegeben durch ti„f{x,x}~—2ui,-f(x,y) = 0. Ersetzt man die 
Gerade i(a, = durch die Strahlen eines Büschels v^ -\- Asdj, = 0, so 
erhält man: i!i,f{x, x) — 2vxf{x, y) ~\~ ^{ n^^fOB, x) — ^Wxfil», »/) | = 0, 
ein Ausdruck, der in X linear ist. Alle diese Geradenpaare, welche 
man für variirende Werthe l erhält, treffen nach (12), S. 143 eine 
beliebige Gerade in Punktepaaren einer Involution. Die Geraden- 
paare biWon daher selbst eine Involution; offenbar gehen ihre Doppel- 
strahlen von y nach den Berührnngspunkten der beiden Tangenten, 
die sieh von dem Oentrum des Strahl enb lisch ela «,„ ■-^- XW:^ = 0, dem 
sog, luvolutionseentrum^), an den Kegelschnitt ziehen lassen. 

Hieraus folgt eine einfache Construction der Doppelstrahlen einer 
Involution, die durch zwei Strahlenpaare bestimmt ist: Man legt 
durch das gemeinsame Ceatrum der Strahlenpaare einen beliebigen 
Kegelschnitt, am einfachsten einen Kreis; derselbe möge von dem 
einen Strahlenpaare noch getroffen werden in den Punkten p und p', 
von dem anderen in q und g'. Alsdann zieht mau pp, sowie qq\ 
Schnittpunkt sei 0, und eonstruii-t die Polare von s in Bezug auf den 
oben erwähnten Hilfskegelschnitt. Ihre Schnittpunkte mit demselben 
ergeben durch Verbindung mit dem Gentrum der StrahleujDaare die 
gesuchten Doppelatrahlen. 

333. Wie lautet der dem obigen Sata dualistisch entsprechend eV 



1) Vgl. V. Staudt, „IkiW^u ?.ui- Geomütrio der Jage'. V.vntQS Heft, Niiin- 
bevg ISfiti, i«. 47. 
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324. Man untersuche das gemeinsame Püklreieuk eines Büsclieis 
TOü Kreisen. 

Sind Üp = und K^ = die Gleichuugen zweier Kreise, so ent- 
hält nach (182) das Büschel Kf, — X/fj = einen in ein Gemden- 
paar ausartenden Kreis, bestehend aus der Potensiliiiie und der unend- 
lieb fernen Geraden (vgl. S. 59),') Die Spitze dieses Geradenpaares, 
also nach (IT), S. 138 eine Ecke des den Kreisen des Büschels ge- 
meinsamen Poldreiecka, ist der unendlich ferne Punkt der Potenz- 
linie, und die Polare dieses Punktes kann nur die gemeinsame Centrale 
sein. Die auf ihr gelegenen Ecken des Poldreiecks müssen harmonisch 
liegen au dem Schnittpunktepaar der Centrale sowohl mit K^, als mit 
K^^, sie müssen daher die Doppelpunkte der Involution sein, welche 
auf der Centrale durch ihre Sehnittpunbtepaare mit den einzelnen 
Kreisen des Büschels gebildet wird; man nennt diese Doppelpunkte die 
Grenzpunkte des Büschels. Sie sind zugleich die Spitzen der zwei 
in dem Büschel enthaltenen circularen Geradenpaare. Das gemein- 
same Poldreieck besteht somit aus den zwei Grenzpunkten und dem 
unendlich fernen Punkte der Potenzliuie, Zugleich folgt, dass die 
nach dem letztgenannten Punkte gehenden zwei Seiten des Dreiecks 
zur Centrale normal sind, denn jede derselben liegt zugleich mit der 
Centrale harmonisch zu dem durch die betreffende Ecke gehenden 
circularen Geradenpaare. Die Grenzpunkte sind als Doppelpunkte der 
oben genannten Involution bekanntlich imaginär oder reell, je nachdem 
das auf der Centrale von K^ ausgeschnittene Punktepaar durch das 
von Kl ausgeschnittene geti'ennt oder nicht getrennt wird, d, h. je 
nachdem die Kreise des Büschels eine reelle oder imaginäre gemein- 
same Schnittsehne besitzen^). 

Jeder Punkt der Potenzliuie hat bekanntlich gleiche Potenz in 
Bezug auf alle Kreise des Büschels. Zieht man also von irgend einem 
Punkte der Potenzlinie Tangenten an diese Kreise, so liegen die Be- 
rührungspunkte auf einem Kreis, der durch die Grenzpunkte geht und 

1) Untei' Anwendung der BeBeitlinung in (182) ist X = --^ — ^; übrigens 

könnte die Wurzel l auch aus einer der aeoha Gfleiohuugen entaommeii werdeu, 

die ia der auf K^ — IK, = nngewaadtöii Identitilt (^ 1=0 enthalten aiml 

(vgl. (13), S. 61). Die Bedingiiugen in (183) liessen sieb hierdurch Biauiiigfach 
uinibcmen. 

2) Vgl. Steinet: „Ueber eiaige neue Beatimmungaarfcender Curyen zweiter 
Ordnung nebet daraus folgenden neuen Eigenschaften derselben Curven". Journal 
fQr die reine und angewandte Mathematik, Bd. 45, S, 2Ü6f,, 1853, oder „Gesam- 
melte Werke", Bd. 2, S. 463. 
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die einzelnen Kreise reelitwinklig schueidet. Hiermit ist auch eine 
Construction der zwei Grenzpußkfce gegeben. Zugleich entsteht durch 
alle, die eben genannten rechtwinklig schneidenden Kreise ein zweites 
Büschel, das die Grenzpnnkte des ersten zu Grundpunkten hat. 



225. Die Gleichung des Direetorkreises der Curve zweiter 
Ordnung f{x,x)^^ lautet 

+ 2 (^si »38 + ^as Klg, — ^S3 OJ^^ — ^,2 »53) x^x^ -\ = , 

Folgt sowohl aus der in (29), S. 148 gegebenen Gleichung des 
Direetorkreises einer Curve zweiter Classe, als auch aus der in (89) 
abgeleiteten Formel für den Winkel a der Tangenten, welche von 
irgend einem Punkte an die Curve f{x, a;) = gezogen werden ki5nnen; 
man hat in letzterem Falle nur « = 90'^ zu setzen. 

Uebrigens sei der VoUstäudigkeit halber noch daran erinnert, 
dass nach (199) der Ausdruck 23. auch in die Form gebracht werden 
kann '2II-i~\a,(o]fl'y:c,x^ — (a{f^,f^,f^), wobei fi=' ^f {^^i), welche 
dadurch wichtig ist, dass in ihr ein Glied auftritt mit fix, x) als 
Factor. 

236. Die Gleichung des Direetorkreises der auf schiefwinklige 
Parallele oordinaten (iK^ : a^^ : % = 3^ : y : 1) bezogenen Curve zweiter 
Ordnung f(x, y,\)='0 lautet: 

(«1, + «ai — 20j2 GOB W)f{x, 2/, 1) — (ölii>^".+ "lä?/ + "■<&)' 

—(a!2ia; + «j2j/4-«23)^ + 2(ajia; + ffijj/ + ai3)(ßsia:~|-ftjg;/ + a,B)cosi(;==0. 
Folgt sofort aus der zuvor erwähnten Form 
[a,a,]f{x,x)-o,{f„f„Q-(i 
für die Gleichung des Direetorkreises. 

221'. Man beweise, dass die Gleichung in Liniencoordinaten des 
Direetorkreises der Curve aweiter Ordnung f(x, a;) = die Gestalt besitzt 
Ä ■ [a, o] . ra(«, u) + zF^Qp, u) = 0. 
Kann leicht vermöge der kanonischen Form 
rX^^ + A"X/ + xX^^ = 
der Curvengleichung f(x,x)^0 (vgl. (29), S. 91) verificirt werden. 
Ein anderer Beweis folgt aus (228) mit Benutzung von (lOa), S. 59, 



y Google 



338 Anhang zn % 13—17. Nr. 3-28— 2^2, 

228. Ist q){ii,ii) =0 flie Gleichung einer Curve zweiter Classe, 



des zugehörigen Directorkreises (vgl. (29), S. 148), so besteht die Ee- 
latioa 2<p{p,p) ■ x{^,^)^\ ) + [A, o>] ■ j?j;^, in welcher 

y.-l ?>■{«)■ (i-1,2,3), 

die Coordinaten des Mittelpunktes von <p (ti, m) = bedeuten. 

Man bilde die Determinante aus den Elemeateu co,-j,. + Xan. und 
rändere dieselbe sowohl bei den Horizontal- als bei den Verticah'eihen 

mit den zwei Reihen -g- q^^Ä); "ö'V'CpO.- v V'{P&) ^^^ ^u'^s'^a] ^^'^ 
vier übrig bleibenden Steilen in der so entstehenden Determinante 
5. Grades fülle man durch Nullen aus. Nach Mnltiplieation der drei 
ersten Vertieal reihen mit i^ j "^ ? t^ ^^^ Subtraetion derselben von 
der vierten, sowie nach gleichem Verfahren bei den Horizontalreihen 
lässt sich die Determinante unter Berücksichtigung von <o{pi) —~ 
zerlegen in 

- l ■I>(ftJ>) (3.,.+,., ~ '';i^+(''n+i'n,';,+i<',„''„+>-<l-0. 

Diese Umformung der ursprünglichen Determinante gilt, welchen Werth 
auch der Parameter J. haben mag, es müssen daher die Coeföcienten 
gleicher Potenzen von X dieselben sein. Durch Vergleichen der Coeffi- 
cienten von l" folgt ( ) "= 'pilhP) '^^%{^>^') — 1^, 'i>]Px^, woraus 
sofort die verlangte Relation hervorgeht. 

229. Der Radius r des Directorkreises eines Kegelschnitts ist 
gegeben durch die Formel r = "[/a^ + &^, wo a und 6 die Längen der 
Halbaxen bedenten und in a^ -\- b^ das positive oder negative Vor- 
zeichen zu stehen hat, je nachdem die Curve eine Ellipse oder Hy- 
perbel ist. 

Aus der in (228) abgeleiteten Gleichung des Directorkreises 
r I + \A fo]pJ = der Ourve zweiter Olasse p{u, m) = folgt 

mit Rücksicht auf (10a), S. 59 die Relation »-^ = a?—^. und 

dieser Ausdruck ist nach (136) gleich a^ - h h''- 

2S0. Für eine gleichseitige Hyperbel i>,rtet der Director- 
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Ort der Punkte, von weleliaQ aus iwei Strecken gleich ttross ei-selicinen. B39 

kreis in das circulare Geradenpaar aus, dessen Spitze der 
Mittelpunkt dei' Gurve ist. Vgl. die Fassnote zu S. 329. 

Folgt wegen a^ ■—¥ =0 aus (229), mit Rücksicht auf S. 148. 

231. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner'): 
„Sind in einer Ebene zwei begrenzte Geraden AB und CD in 
beliebiger fester Lage gegeben, so besteht der Ort desjenigen Punktes, 
aus welchem dieselben unter gleichen Winkeln (oder auch unter Winkeln, 
die zwei Eechte betragen) gesehen werden, aus zwei Curven dritten 
Grades. Beide Curven gehen durch die vier Endpunkte der gegebenen 
Geraden, sowie durch ihren gegenseitigen Schnittpunkt. Ferner haben 
die Curven diejenigen zwei Punkte gemein, aus welchen beide Geraden 
unter rechten Winkeln erscheinen. Die zwei übrigen gemeinschaft- 
lichen Punkte der Curven sind imaginär und liegen auf der uuendlich 
entfernten Geraden." 

Es seien tp {u, u) = ß„ • /?„ = und i/;(m, u) = y^-Ö„ = die 
Gleichungen der beiden Punktepaare A, B und C, D, 

m. .=;2'+t«ife%) = und ra,,=2+(3'i^'2%) = '3 
diejenigen ihrer Träger. Sind nun yi (i = l,2, 3) die Coordinaten 
irgend eines auf dem gesuchten Orte gelegenen Punktes, so müssen 
die Winkel, unter welchen die beiden Panktepaare von p aus er- 
scheinen, einander gleich sein oder sieh zu zwei Rechten ergänzen, 
d. h. man hat nach (88): 

mpVt npVr 

tg« = + ^^=±--'''^-, 

wobei 2H^("J')^ =0 und 2^"= (j^)_^ ==0 die den Punktepaaren 

a, ß, bezw. y, S zugehörigen Directorkreise dai'stellen. Als Ort des 
Punktes?/ erhält man die zwei Curven dritter Ordnung Km,, — Hn,j = 
und Km^ + Hn^ = 0, aus deren Gleichungen man leicht die oben 
angeführten Behauptungen von Steiner ablesen kann. Die awei im 
Unendlichen gelegenen Schnittpunkte der beiden Curven sind natürlich 
die imaginären Kreis punkte. 

2$3. Wann artet der Directorkreis eiuer Curve zweiter Classe 
ip(iijti)^0 in ein Geradenpaar aus? 

Nach S. 148 f. tritt dies ein im Falle der Parabel {q>(p, p) = 0), 
ferner nach (228), wenn [A, ra] = 0, d, b. im Falle der gleichseitigen 

1) „A-ufgaben und Iiehrsätze". Journal für die reine und angewandte Mathe- 
matik, Bd, 45, 8. 376, 1853, oder auch „Gesammelte Werke", Bd, 3, S. 487. 
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Hyperbel. Das Product dieser beiden Bedingungen ist in den an 
vom dritten Grade, nrass dalier mit der Diserimiuante der (in den an, 
gteichfalls linearen) Gleichung des Directorkreisea bis auf einen Zaliien- 
factor identisch sein. 

233. Die Direciorkreise einer Kegolsehnitt.sehaar bilden 
ein Büschel. 

Folgt sofort daraus, daas die Gleichung des üirectorkreises der 
Curve kil}(ii,, ii) — tp(i,i, u) = iu den Coefficienten von ip und qi, also 
auch in dem Parameter l linear ist. 

Besteht die Sehaar insbesondere aus confocalen Kegelschnitten, 
so sind die zugehörigen Directorkreise natürlieli alle coiicentrisch. 

234. Es gibt zwei feste Punkte in der Ebene, von denen an 
alle Kegelschnitte einer Schaar au einander rechtwinklige Tangenten 
gezogen werden können. 

Da die Directorkreise der Schaar nach (233) ein Biisehel bildeu, 
sehneiden sie sich in einem und demselben im Endücheu gelegenen 
Punktepaare, Zur Construction desselben zeichnet man am einfachsten 
die Directorkreise, welche den in der Schaar enthaltenen Punktepaaren 
zugehören, d. h. diejenigen Kreise, welche je eine der Diagonalen des 
gemeinsamen Tangentenvierseits als Durchmesser haben. Es folgt 
also der Satz: 

235. Die drei Kreise, welche man über den Diagonalen eines 
vollständigen Vierseits als Durchmesser beschreiben kann, schneiden 
sich in einem und demselben Punktepaare. 

23G. Durch fünf Geraden sind fünf Vierseite bestimmt; jedem 
derselben lässt sich eine Sehaar von Kegelschnitten einschreiben, für 
welche die zugehörigen Directorkreise sich nach (233) in demselben 
im Endlichen gelegenen Punktepaare schneiden. So entstehen im 
ganzen fünf Punktepaare, von denen gezeigt werden soll, dass sie auf 
einem und demselben Kreise liegen. 

Jenen fünf Kegelsehnittschaaren gehört gemeinschaftlich derjenige 
Kegelschnitt an, welcher die fünf gegebenen Geraden berührt; sein 
Directorkreis muss demnach durch die oben genannten fünf Punkte- 
paare hindurchgehen. 

237. Die Directrieen einer Schaar von Parabeln bilden 
ein Strahlenbüschel, 

Folgt daraus, dass die Directorkreise einer beliehii^on Kegelschnitt- 
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schaar nach {2'6'd) ein Eusehel von Kreisen bilden; im Falle der 
Parabel zerfälU naci. S. 148 f. jeder Kreis dieses Bilachels in die 
Directvix der Purabel «rid die unendlich ferne Gerade; die Gleichung 
der Directrix bleibt aber in dem Parameter H der Sehaar 

linear. Vgl, auch (244). 

338. Die Directricen aller einem und demselben Dreiseit ein- 
geschriebenen Parabeln schneiden sich im Hbhenschnittpunlite des 
Dreiseits '). 

Die Directricen bilden nach (237) jedenfalls ein Strahlenbüsche!. 
Andrerseits sind in der Parabel schaar nach (205) drei ausartende 
Gurven enthalten, gebildet durch je eine Ecke des Dreiseits und den 
iinendlich fernen Punkt der Gegenseite. Die Directricen dieser Punkte- 
paare bestehen aber je aus der von der betreffenden Ecke auf die 
Gegenseite gefällten Normale, d, h, aus den flohen des Dreiseits. 

339. Die Höheuschnittpunkte derjenigen vier Dreiseite, die durch 
vier beliebige Geraden bestimmt sind, liegen auf einer und derselben 
Geraden, und zwar auf der Directrix derjenigen Parabel, welche jene 
vier Geraden berührt^). 

Nach (238) gehen die Directricen aller einem Dreiseit eingeschrie- 
benen Parabeln durch dessen Hohenschnittpiiubt; dasselbe muss also 
auch Ton der Directrix derjenigen Parabel gelten, weiche die Seiten 
der vier Dreiseite berührt, sie muss folglich durch die vier Höhen- 
achnittpunkte gehen. 

Offenbar gilt auch der Satz: 

340. Die HöheuschnittpunktG aller Dreiseite, die einer Parabel 
umschrieben sind, liegen auf der Directrix der Curve^). 

241. Die Directricen aller Parabeln, für welche ein gegebenes 
Dreiseit Poldreiseit ist, achueideii sich im Mittelpunkt des umschrie- 
benen Kreises''). 

1) Vgl. Steiner: „Geotaetrisolie Lehraätae". Journal für die reine und an- 
gewandte Mathematik, Bd. 2, S. 191, 1827, oder aucii „Gesammelte Werke", 
Bd. 1, S. 134. 

2) Vgl. Steinur: „Deueloppement d'ane s&ie de theoremea relatifa aus 
acotions coniqueB". Aimales de MatiömatiqGes, hrsgg, von Gergonne, Bd. 19, S, 69, 
oder auch „Gesammelte Wei'ke", Bd. 1, S. 207. 

3) Iljid. 

4) Vgl. Schröter: „Die ITieorie der Kegelschnitte, gestütit anf piojecti- 
visohe Eigensciaften" (zweiter Theil der von. Geiser und Schröter herauBgegebenen 
Vorlesnngeii Steiner'a übev Bjnthetisohe Geometrie), 3. Aufl., Leipzig 1876, S. 407, 
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;)42 Anliaiig Ko g 13—17. Nr. 241 — 246. 

Die Parabeln bilden nach (201) eine Sthadi, ihre Direetriceu 
nach (237) ein Strahlenböachel. In der Parabelsthaar sind nach (207) 
drei ausartende Curven enthalten, be&teheiid aus dem Mittelpunkte 
und dem unendlich fernoa Punkte je einei Seite des Dreiaeits; die 
zugehörigen Direetricen sind aber die in dem Mittelpunkte auf der 
jeweiligen Seite errichteten Normalen, die sich nach (237) in einem 
und demselben Funkte achneiden bekanntlich im Centrum des dorn 
Dreiseit umschriebenen Kreises, 

Folgt auch aus (202) mit Benutzung von (238), denn der Höhen- 
sclmittpunkt des parallel eingeschriebenen Dreiseits ist zugleich Cen- 
trum des dem gegebenen Dreiseit umschriebenen Kreises. 

2^3. Die Directrix der Parabel f\x, x) = hat die Gleichung 

j[a, ro] /■(„, x) ~ i^»' (ß ■ f (."•) 1 2ft 

-II«, "Iffe !/)-"(/■„/■!, Ol«. -0; 
dabei sind y^, y^, y^ ganz willkürliche Zahlen (z. B. j/i ^j/i='0, j/g = 1, 
fallspj^O), die jedoch nicht die Gleichung i^iJ/i +l'a2/2 +i'3!/3 = 
erfüllen dürfen; ft ist zur Abkürzung gesetzt für -^-f'{yi)- 
Wir gehen aus von der Gleichung des Directorkreises 
2H- [a, m\f(x, x)^^ (A,f„ Q ^ 
(vgl. (199) und (225)); dieselbe muss im gegenwärtigen Falle nach 
S. 148 f. sich in zwei lineare Factoren zerspalten lassen, deren einer 
die unendlich ferne Gerade p^^ = 0, der andere die Directrix repräsen- 
tirt. Wendet man die S, 38 gegebene Methode zur Bestimmung dieses 
zweiten Factors an, so folgt die obige Gleichung. 

243. Die Directrix der auf schiefwinklige ParaUeleoordinaten 
{x-^ : a;^ : Xg = ;( : j/ : 1) bezogenen Parabel f{x, ^, 1) = hat die Gleichung 

{Ä^.^ -\- J.ä3 cos w) a: + (Ajg + j4jg cos w) y 

— 4" (Ai + ^2i + '^A'i cos w) =-- 0. 

Fuigt Hus (242) durch die Substitution |)i = jj^ = Üj }>-i-~ I, 

le Uir 

244, D ectrix der auf schiefwinklige ParaUeleoordinaten 
(% : Kj : 11^ = M m; : 1) bezogeneu Parabel f (w, i;, 1) = bat die 
Gleichung 
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("i3 + «ÄS COS w)x -H (kss + «13 C'os ■t")y — ^ ("n + <^r> ^^ 2«i2 cos mj) -= 0. 
Folgt aus (243). 

246. Man bilde die Gleichungen der Äxe, Seheiteltaiigente und 
Directrix der auf rechtwinklige Coordiuaten bezogenen Parabel 
9a:« + IGf ~ 2lxy ~ 4x — 28«; ~~ 16 = 0, 
Für die Axe findet man nach (122) die Gleichung 

Öx — 12i/ -f --~^---^- = oder $x — iy-\-2== 0. 

Mit Hilfe der Werthe ^,3 = 200, J^y == 150, J == — 250(), 
A^^ = — 452, A22 = — 148 wird die Gleichung der Scheiteltangente 
nach (123) 
2003;+ 150;/ + "^^"° + f'^°" = oder 4a- + -^y + 5 = 0. 
Für die Directrix ergibt sich nach (243): 

2003; + lÖOy +^" = oder 4a; -l- 3y + '> =^ 0. 
Der Parameter 2^) der Parabel wird nach (124) 



2J/25Ö0 _ 
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34(>. Der Directorkreis eines Kegelschnitts schneidet alle die- 
jenigen Kreise senkrecht, welche durch Poldreiecke des Kegelschnitts 
hindurchgehen ^). 

Zum Beweise dieses Satzes fragen wir zunächst, welche Beziehung 
zwischen den Coordinaten des Mittelpunktes und der Länge des Radius 
eines Kreises bestehen muss, wenn der Kreis durch Poldreiecke der 
Curve zweiter Classe q)(u,u) =0 hiniliircb gehen, also zu dieser Onrve 
coDJugirt sein soll. Die Gleichung eines Kreises mit dem Mittel- 
punkte p und dem Radius r lautet nun nach (10a), S. 59 
(y *) — j-iij jj «„ s _ Q 

Will man die verlangte Bedingung haben, so sind zufolge (12), S. Ui2 
die Producte XiXk zu ersetzen durch die Coefficienten «,-4 von ^{ti;u) -=0. 

Hierdurch verwandelt sich ( 1 in 2;((y, y) "i^ '^i ^t(a, to),;.!/;^^, 

^/ in 9'(p,i)), und man erhält 23;(y, !/) — '■^'^9'(i>,i>) 'P/ = 0. Ist 
nun der Mittelpunkt y gegeben, so folgt für das Quadrat des Radius 



1) Vgl. Schi-ötei' a. a, 0. S, 185. Dieser SatT; ' 
aufgestellt {Nouyelles Annalcs de Bliitihematiqaes, Bd. V. 
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344 Aüliaiig au § t;i-17. Kr. a4G--252. 

r' i?%^ und dieser Ausdruck ist nacli (55), S. 100 gleich 

der Potenz des Punktes y in Bezug auf den Directorkreis von ip(u,u) = 0, 
woraus der oben aufgestellte Satz folgt, den man also in nachstehen- 
der Form aussprechen kann: 

247. Die Potenz des Mittelpunktes eines Kegelschnitts in Bezug 
auf den einem beliebigen Poldreieek uraschri ebenen Kreis ist gleich 
dem Quadrate des Badius des Direetorkreises'). 

Im Falle der Parabel ist (p{p,p) = 0, und die Coordinaten j/; der 
Mittelpunkte aller Kreise, welche Poldreiecken umschrieben sind, er- 
füllen alsdann die Gleichung des Directorkreises 2x{x, x) = 0; da 
dieser aber für die Parabel in die unendlich ferne Gerade und die 
Directris zerfällt, so folgt: 

348. Die Mittelpunkte aller Kreisej welche Poldreiecken einer 
Parabel umsehrieben sind, liegen auf der Directris der Parabel^). 

349. Wenn eine gleichseitige Hyperbel eonjugirt liegt zu einer 
Parabel, d. h. also wenn die Hyperbel durch die Ecken unendlich 
vieler Poldreiecke der Parabel hindurchgeht, oder wenn die Parabel 
unendlich viele Poldreiseite der Hyperbel berührt, so trifft die Äxe der 
Parabel die gleichseitige Hyperbel in einem Punktepaare, dessen Mittel- 
punkt der im Endhehen gelegene Brennpunkt der Parabel ist. 

Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel sei /(a:, a;)=:0, wobiu 
natürlich [a, o] = Oj die Parabel sei durch eine G-leichung in Linien- 
coordinaten gegeben in der Form 

<n(M, u) + (;/i«, + y^u^ + y^u^) (s^m, + s^u^ + z^u^) = 
(vgl. S. 120), wobei y der im Endlichen gelegene, s der unendlich 
ferae Brennpunkt sein möge. Die Bedingung, dass beide Curven eon- 
jugirt liegen, ist nach S. 162 \a, ra] + f^t s) = oder f{y, ß) = 
da [m, oj] = 0; daher sind y und s harmonische Pole in Bezug auf 
[{XfX) ^0, und zwar liegt- s im Unendlichen, also y in der Mitte 
zwischen den Schnittpunkten der Parabelaxe ys und der gleichseitigen 
Hyperbel. 

250. Welche geometrische Bedeutung hat die Grösse f-^-^--?, 

!.«. ■*] Py 

wenn y^, y^, y^ die Coordinaten eines nicht auf dem Kegelschnitt 

f{ic,x) = gelegenen Punktes bezeichnen? 

Die Gleichung in Liniencoordinaten eines Kreises vom Radius r 

und mit dem Mittelpunkte y ist nach (2), S. 57; r''p^^a(ii,ii) -~u,/ -=0, 

1) Vgl, die Fussnote zu S. 343, 
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Conjugirto Tja.ge von Kreison KU einem Kegel suhnitt, 'Mb 

Die Bedingung dafür, tiass dieser Kreis conjugirt liege zu dem Kegel- 
schnitt f{x, x) = 0, wird nach S. 162 dadurch erhalten, dass man die 
UiUjc ersetzt durch aif Alsdann entsteht r^- [«, ca] -j)/ — /"{j/, y) = 0, 

worans folgt, dass r ' i ■ g gleich ist dem Quadrat des ßadius dea- 
& ' [a, o>]i'/ ^ 

jenigen Kreises, welcher den Punkt y zum Mittelpunkt hat und zu 
f{x, a^) = conjugirt liegt, also einem PoWreiseit von f{(s, x) = Q 
eingeschrieben ist. Mao könnte in Analogie zu (55), S. 100 den Aus- 
druck r — ---.— ^- nennen ilie Potenz des Punktes y in Bezug auf den 

Kegelschnitt f{x, x) = 0; sie wäre offenbar gleich dem Quadrat des 
ftadius des Directorkreises für jenen Kreis, welcher y zum Mittelpunkt 
hat und einem Poldreiseit von f{x, x) =^ eingeschncben ist. 
Ausserdem folgt sofort: 

351. Soll ein Kreis irgend ein Poidreiseit des Kegelschnitts 
f(x, «) = berühren, oder der Kegelschnitt irgend einem Poldreieck 
des Kreises umschrieben sein, so muss bei gegebenem Radius r dor 
Mittelpunkt y des Kreises auf dem Kegelschnitt 

f{y,y)-^^-[a,a-,-]p;^0 

liegen, der nach (130) mit f{x, x) = coueentrisch, ähnlich und ähn- 
lich gelegen ist. 

Der Mittelpunkt y ist auch der Höhenschnittpunkt H des betrefien- 
den Dreiecks; bezeichnet man femer mit Ä, B, G dessen Ecken, mit 
-4^, Bj, C, die Fusspunkte der zugehörigen Höhen, mit r den lladius 
desjenigen Kreises, welcher das Dreieck auni Poldreieck hat, so ist, 
wie die elementare Planimetrie lehrt^), 

»■^ == EÄ ■ HA, -= HB ■ HB, — RG ■ HC,. 

In Folge dessen kann man auch sagen^): 

362. Soll das Product aus den Abschnitten der Höhen eines dem 
Kegelschnitt f{x, a;) = eingeschriebenen Dreiecks eonstant gleich y^ 
sein, so ist diir Ort des Höhenschnittpunktes der Kegelschnitt 

/■(?/>»') — »■^- KraJi'/^O. 

1) Das betr. Theorem wird sich ubrigenB in (32S) liei allgeraeineren Betraeli- 
tuBgen über KreisnetKO aus der Deflmtiön dei Potena eigebeu. 

2) Vgl. KU (353)-(254) Salmon „Aualjtisclie Ueometno der Kegelschnitto", 
frei bearbeitet von W. Fiedler, 5 Auü , 2 Tlml, S 6il 1888. Diiaolbat ist 
anch die betreffende Litteratur citiit 
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353. Soll das Product aus den Abschnitten der Hohen eines dem 
KegelBchoitt q}{u,u) = umschriebenen Dreiecks constant gleich r^^ 
sein, so ist der Ort des Höhenscbnittpunktea der mit dem Kegelschnitt 
concentrische Kreis 2);(j/, y) — *'j^'^9'(j», j)) -Ji/ == 0. 

Die Bedingung dafür, dass der Kegelschnitt 'p{tt, n) = irgend 
einem Poldreiseit des Kreises y'j — r^^rp/pj' = eingeschrieben 

sei, wird nämlich nach (17), S. 163 dadurch gebildet, dass man in der 
Gleichung des Kreises die XtXi ersetzt durch h,a. Hierdurch verwan- 
delt sich (^^) in 2x{y,y) (vgl. (29), S, 148), pj in <p{p,p), und 

man erhält '2x{y,y) ^ i~j^'cq){p,p) -p/ = 0. Bei gegebenem Werthe 
von r^ ergibt sich mit Rücksicht auf die Bemerkungen in (251) der 
obige Satz; 2x(y, y) ist natürlich der Ausdruck für den Directorkreis 
von <p{u, u) = 0. 

Werden die Ausdrücke für r^ und r^^ in (251) und (253) ein- 
ander gleichgesetzt, so erhält man nach Wegheben von p,/ die Glei- 
chung v^(^p,p)f(tf,y) — '2[a,m]x(j/,y)'=0, woraus folgt: 

254. Soll ein Dreieck dem Kegelschnitt f(jCf x) = eingeschrieben, 
dem Kegelschnitt ip^u, ji) = umschrieben sein, so ist der Ort seines 
Höhenschnittpunktes die Curve zfreiter Ordnung 

^'p{lh!P)f{y, y) — 2[«, <a] %{y, y) == 0. 



255. Wann ist die eine Asymptote einer Ourve zweiter Ordnung 
f{x, a^) = parallel zu einer Asymptote der Curve (){x, a;) = 0? 

Die unendlich ferne Gerade muss durch einen der vier Schnitt- 
punkte von /■= und f/ = geben; zufolge (16), S. 144 erhält man 
also die Bedingung F(jP)p)G-{p,p) — H^{p,p) = 0; speciell für schief- 
winklige Parallelcoordinaten wird dieselbe 



Anwendung von g 18 -IQ. 
356. Die beiden Brennpunktepaare einer auf schiefwinklige 
Parallelcoordinaten (% : 1I2 '■ «3 ^ u :v : l) bezogenen Curve zweiter 
Classe (f}{u, i), 1) = sind gegeben durch 



V (»,.., 1)-"' + "-.5- 



-0, 
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wobei ^ die eine oder andere Wurzel ist der quadratischen Gleichung 
A ■ sin^ w - (i} -— (Au 4- ^sa — ^Ai^ cos w) jt + f^ua = 0- 
Folgt aus (20), S. 168 mit Eflclisicht auf (4) und (5), S. 106 bei 
A-nivendung von Parallel eonrdinateii. 



257. Wenn die eine Reihe der Brennpunkte aller Kegelschnitte, 
weiche die Seiten eines Dreiecks berühren, auf einem dem Dreieck 
umschriebenen Kegelschnitte liegt, so erfüllt die andere Tleibe eine 
gerade Linie, und umgekehrt. 

Es sei (p{u,u)^2(a^ti^u^-{- ce^u^Ui-\- ix^UiU^) = die Gleichung 
eines dem Coordinatendreieek eingeaehriebenen Kegelschnitts ; 

yi und 01, (? = 1, 2, 3), 
seien die CooriJinateii der zwei reellen Brennpunkte, Alsdann bestellt 
nach S. 168 eine Relation von der Forna 

= (?/i«i + y^^h + Vs^s) («i"i + «a% + %«s)j 
wobei ft einen gewissen Factor darstellt, der für das Folgende gleich- 
giltig ist. Aus dieser Relation ergeben sich durch Coef fielen ten- 
vergleiehung für die Coordinaten dev beiden Brennp\inkte die ein- 
fachen Beziehungen Mu = ?/i^if '"ii^Vi^i «»as = ^3% "der 

Besehreibt also der eioe Brennpunkt, etwa y, einen dem Ooordiiiaten- 
dreieck umschriebenen Kegelschnitt »»ji/ai/s + ^^y$yi + ^^^ViVi "^ 0, 
so durchläuft der andere die Gerade — '--^ -{ — -■—.-( — ■--■'■ = 0, und 
offenbar gilt auch die Umkehrung. Durchläuft ferner der eine Brenn- 
punkt die unendlich ferne Gerade ^^^^ -^ P^h "^ Pb^s = ^i ^^ ^^"^ ^^^*^ 
Kegelschnitte fp{ii,u) = Parabeln, welche die Seiten des Dreiecks 
berühren, und die im Endlichen gelegenen Brennpunkte dieser Parabeln 
erfüllen alsdann die Curve roui^iys^g + »aäÄ^'aJ/i + "»ss^yil/ä = 0, 
die nach (73) den umschriebenen Kreis des Dreiecks darstellt. 
Hiermit ist auch der Satz bewiesen: 

258. Die Schnittpunkte dreier Tangenten einer Parabel liegen 
mit dem Brennpunkte auf einem und demselben Kreis. 

259. Geht die Halbirungslinie des Winkels, den zwei Tangenten 
eines Kegelschnitts mit einander bilden, durch den einen Brennpunkt 
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der Ciirve, so gelit sie auch durch den anderen ßrenu^juiikt hinduroli, 
d. h. sie ist eine Hauptaxe. 

Die beiden Tangenten wählt man als Seiten eines Coordinaten- 
dreiseits, eine beliebige weitere Tangente als dritte Seite; alsdann 
kann man die in (257) abgeleiteten Relationen benutzeu. Die Hal- 
birnngslinie des von awei Tangenten a^g = und a^g = gebildeten 
Winkels hat nun nach (9) die Gleichung — _. ■ — - ^^- = 0, und da 
diese Gleichung durch die Ooordinaten des einen Brennpunktes y er- 
füllt werden soll, hat man -—■ ^^^ = 0, woraus mit Rücksicht 

auf die Relationen yi = ~" folgt — == y= => 0, ä. h. der andere 

Brennpunkt liegt gleichfalls auf der Winkelhalbir enden. 

360. Liegt der eine Brennpunkt eines Kegelschnitts im Ilohen- 
schnittpunkt eines Tangentendreieeka der Curve, so liegt der andere 
im Mittelpunkt des dem Dreieck umschriebenen Kreises, \md um- 
gekehrt, 

Die Ooordinaten des Höhen Schnittpunktes sind nach (17) 

yr-y^-ih-^ „^: ; ^^_ = „^^ ; 

mit Hilfe der in (257) abgeleiteten Beziehungen zwischen den Ooordi- 
naten der beiden Brennpunkte folgt für den anderen Brennpunkt 



d. h. der letztere fällt nach (18) mit dem Mittelpunkte des dem Tan- 
gentendreieck umschriebenen Kreises zusammen. Offenbar gilt auch 
die Um kehrung. 

261. Die Fusspunkte der Normalen, welche von einem beliebigen 
Punkte des einem Dreieck umschriebenen Kreises auf die Seiten des 
Dreiecks gefällt werden, liegen in einer Geraden. 

Der Punkt des umschriebenen Kreises kann nach (257) angesehen 
vverden als Brennpunkt einer dem Dreieck eingeschriebenen Parabel. 
Nach (23), S. 186 liegen aber die Fusspunkte der Normalen, welche 
vom Brennpunkte einer Parabel auf die Tangeuten dieser Ourve ge- 
fällt werden, auf der Scheiteltangente der Parabel, also in oiner 
Geraden. 

363. Wenn die eine Reihe der Brennpunkte aller Kegelschnitte, 
für welche ein gegebenes Dreiseit Poldreiseit ist, auf einer Geraden 
liegt, so erfüllt die andere Reihe einen Kegelschnitt. 
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Die Gleichung eines Kegelsclmitts , i^er das Coordinateudreiseit 
zum PoldreieeJt hat, ist p{u, u) ~= a^Ui^ -\- a^ii^^ + a^iSg^ = 0. Aehu- 
lieh wie in (257) besteht nun eine ßelatioji von der I'orm 

wenn yi und s,-, (i = 1, 2, 3), die Coordinaten der Brenupunkte von 
<p{u,u) = bedeuten. Aus dieser Relation folgt 

2ojs3 ^i/sSa + ^3%, 2(03, =*/3Sj + yj_gg, 2flj,a = !/je2 + J/^^j, 
daher 

s, : s^ : ^3 = (— o^.,iji + 03,?/ä + raijy,,)i/i : (oj,^«/, -- Wgi?/, ~\- a,^ys)y^ 

Beschreibt nun der eine Brennpunkt :? die Gorade 
so durcliläuft -der andere den Kegelschnitt 

— (ra,jm2-l-(a,3%)i/gT/g— (ras3m3+ra3,»i)i/3i/i— (%i)%+£03sma)i/ij/2 = 0. 
Beschreibt insbesondere der eine Brennpunkt die unendlich ferne Ge- 
rade ^1^0, so siüd alle Kegelschnitte q>(u,u') = Parabehi, die 
das Dreiseit zum Poldreiseit haben, und die im Endliehen gelegenen 
Brennpunkte erfüllen alsdann den Feuerbach' sehen Kreis, deun obige 
Gleichung stellt nach (1.6Ö) für ™;^=|),- diesen Kreis dar^). 



263. „Jeder beliebige Punkt in dei Ebene eines gegebenen gerad 
linigen Dreiecks kann einei dei Biennpunkte eines Ivegelschnitti -ipin 
der alle drei Seiten de« Dreiecks bemhrt Man soll nun unteisuchen 
welche Lage der Punkt in Beziehung aut das Dii-ieck haben musie 
damit der Kegelschnitt entweder Parabel, rdtr Ellipat,, oder Ily 
perbel sei."^) 

1) Vgl. Sobrötei Die Iheoiic dci Ktgel ci oitte gestützt t i.ioj?i.i 
visclie Eigens oll aften" (zweit e i Th eil dei \oa Geisei und Schirötei h lausgeg beaKU 
Vorlesnngen Steiner's über ajntheti?i.h« Geometrie) 3 Aufl Leipzig 1876 ß 407 

2) Steiner stellt ttie°e AufgAa im. Journal fui dip icme und angewandte 
Mathematik, Bd. 2, S. 9b 1S''7 ( Gps-Mnmi^lte Werke Bl 1 S laS) und be-mt 
■wertet Kie in einem andeien Aitikel m demselben Jouinal Bd 2 ^ 191 1827 
(Gee, Werke, Bd. 1, S. 1S4). Vgl. auch Steiner's Abhandlung „DÖYeloppenient 
d'une Serie Äe thöorfemes relatiis aus sectiona coniquea", Annales do Malhömali- 
ques, Bd. 19, S. 47, 1828, oder „Geaammelte Werke", Bd. 1, S. 198. Ferner vev- 
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Man wählt das Dreieck als Coordiuatendreieck und hat dann für 
den Kegelschnitt die GleichuHg 

welche nach S. 55 eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel repräsentirt, 
je nachdem f^^{p,p), d. h. 2o:^ec.2Rg(of^p^p^ -\~ «äfti'i "f" ^&Pi}h)'^ ^^ 
< 0, ■= ist. Sind y; und «;, (i = 1, 2, 3), die Coordinaten der Brenn- 
punkte des Kegelschnitts, so besteht wie in (257) die ßelation 

2((.(«,tt^Jf.a + ßs,«8M, + «3«!«^) + ro(M, «) 

aus ihr folgen, wenn man mit Hilfe von j/jS; = ro,-,- die s elimiuirt 

und die Coefficienteu von 1(3%, %%, «1% beiderseits vergleicht^ für 

die Grössen a-, bei gegebenem Brennpunkt y die Werthe 

2fiai = (j/2^<0ss + y/w32 ~ 2j/aJ/30j23) : y^y^ 

2iia^ = (y/toii + y/wgs — 2y0^G}3i) : y^y^ 

ferner wird 

so dass nun Atp^p^ p) gleichbedeutend wird mit 

■ iy>i^ + yä'wu — 2yi!/aß»iä) i*;^ (^-^ + -|— + ~^) ■ 

Dabei ist der eigentlich noch auftretende Divisor Ißfi^j/i^j/a^j^g^ weg- 
gelassen worden, da es nur auf das Vorzeichen von /^f^p, p) 
ankommt. Die drei ersten Factor en, z. B. y^^oi^^-}- y^^o,^2--~^ysyä^'>'i3! 
sind nun, wie man aus der Bedeutung der Grössen a>it erkennt, sicher 
positiv, also ohne Einfluss auf das Vorzeichen; nach Mulfciplicaüon mit 
dem positiven Product yi'y^y^ wird daher ^ip{f,p) gleichbedeutend mit 



Der Factor ^-^^ «„ ist nun nach (3) positiv oder negativ, je nacli- 
dem der Funkt y in Bezug auf das Dreieck trigonal oder tetragonal 
gelegen ist. Der Klamm er f^ctor stellt, gleich Null gesetzt, nach (73) 
den dem Dreieck umschriebenen Kreis dar; an ihn gehen, wie mit 
Benutzung des in (52) gegebenen Kriteriums folgt, von einem Punkte y 

gleiche man Geiser: „Die Theorie der Kegels cbnitte in elementarer DarsieUung" 
(erster Tlieil der von Geiser und Schröter herausgegebenen Vorlesuugen Steiner's 
übet synthetische Geometrie), 2. Aufl., Leipzig 1875, S, H56f. 
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aus reelle oder imaginäre Tangenten, d. li. der Punkt liegt innerhalb 
oder ansserhalb des Kreises, je nachdem 

<0 oder >0 ist. Hierbei ist der stets positive Factor 0),,(ög2ft»j3 
ohne Einfluss auf das Vorzeichen. Mau erkennt hiernach, dass K 
positiv, der Kegelschnitt also eine Ellipse ist, entweder wenn der 
Brennpunkt y innerhalb des Dreiecks liegt, oder wenn der Brennpunkt 
ausserhalb des umschriebenen Kreises und in Bezug auf das Dreieck 
tetragonal gelegen ist. Der Kegelschnitt ist dagegen eine Hyperbel, 
entweder wenn der Brennpunkt p innerhalb des umschriebenen Kreises 
tetragona! liegt, oder wenn y ausserhalb dieses Kreises trigonal ge- 
legen ist. Ferner sieht man, dass der Kegelschnitt eioe Parabel 
ist, wenn y auf der unendlich fernen Geraden oder auf dem um- 
schriebenen Kreis des Dreiecks liegt (vgl. (257)). 



264. Der geometrische Ort für die Brennpunkte der Kegelsclmitte 
einer Schaar ist eine Curve dritter Ordnung. 

Durch die zwei Gleichungen 

ip{ti, n) -=E^2{a,u,u, + a,u,u, + cc,ii,u,) = 
und 

wird eine Sehaar von Kegelschnitten bestimmt, welche die Seiten des 
Coordinatendreiseits und die Gerade v berühren. 

Nach Substitution der in (263) angegebenen, durch die Coordi- 
naten des einen Brennpunktes y ausgedrückten Werthe von Kj, k^, «^ 
in die Gleichung (p(v, ») ^ erhält man die Curve dritter Ordnung 

+ u, «;,!/„ (w, , »/a^ + Mgaj/i^ — 2 ojigj/i 1/ä) = 0. 

Nach Addition und Subtraction von (0)11^+ ^i^^s^ + ^s^s^l^i^a?/;; 
kann man diese Gleichung in die Form setzen 

— a)(v,v)yj^y^ys'=0. 

Bei Constanten y und variabelen v stellt sie diejenige Curve zweiter 
Classe dar, welche die Seiten des Coordinatendreiecks berührt und 
einen bestimmten Punkt y zum Brennpunkt hat. 

Ist speciell v„ <= die unendlich ferne Gerade (v,- =Jö/), so besteht 
die Kegelschnittschaar aus Parabeln, ca{v,v) ist alsdann gleich Null, 
und der Ort der Brennpunkte zerfallt in üebereinatimuiung mit (257) 
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in den ums eli rieb eiioü Kreis des üceieeks und diu uiicndücii ferne 
Geradp. 

366. Man bilde die Gleichung der Curve dritter Ordnung, auf 
welcher die Breimpunkte aller Kegelschnitte liegen, die ein gegebenes 
Dreiseit zum Poldreiseit haben uud eine feste Gerade berühren. 

Dass die Brennpunkte eine Cörve dritter Ordnung erfüllen; folgt 
aus (264), denn die Kegelschnitte bilden eine Scliaar. Für 

«1^1 + ^a;^ -I- »gir., = 
als Gleichung der gegebenen Geraden ist das System vou Kegel- 
schnitten (p{u, u) ^s a-^u-i^ -\- K2«2^ H- ßg«/ = der Bedingung iinter- 
worfeu a^v^^ -\- a2V2^ -\~ i^ii^^^ = 'i ausserdem besteht eine Relation 
von der Form 

,a(ß,V + <^^< + «3«3') + »(«. «) 
^ (?/i«i + J/a«2 + ^8"e) (^i»i + %% -h %«3)- 
Elimiuirt man aus dieser Gleichung die Grössen 0i mit Hilfe der in 
(262) gefundenen Beziehungen zwischen den yt, JSi und mit, und ver- 
gleicht man beiderseits die Coefiicienten von ii-,^, u^^, "a^, so folgt 

einen analogen Werth haben (la^ i\nd ^a^. Durch Substitution in 
'^i"!^ ~l" "3^2^ "I" S^ä^ '^ erhält man die Curve dritter Ordnung 

+ V^WicOssVi + togi Jfg ~ (üjai/g) — (kiuV/ + ra^^jis,' + «3s"3')j'i?'a?/s = *>; 
■wofür auch gesetzt werden kann 

+ («3^1 i'i + ß's3%);/i2/8 + C»si»i + e's3«^ä)2/i*/ä](«iJ/i + 's?/;; +■ «'s?/«) 
— (o(v,?)).»/iJ,'s!/3 = 0. 

Zugleich ist klar, dass diese G-leiehung bei constanten y und 
variabelen v die Curve zweiter Classe darstelltj für welche das Coordi- 
natendreiseit ein Poldreiseit und ein bestimmter Punkt y der eine 
Brennpunkt ist. 

Ist speciell w^, == die unendlich ferne Gerade (P;=p,-), so be- 
steht die Kegelschnittachaar aus Parabeln, ia(v,v) verschwindet, die 
Curve dritter Ordnung zerfällt alsdann in Üebereinstimmung mit (2G2) 
in den Peuerbach' sehen Kreis und die unendlich ferne Gerade^). 



1) Füt Ni'. 'iCi und 2Cf> vgl, auch den Anlümg v.a § aa-2(i. 
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266. Die Verbradungsliiiien irgend eines Punktes P eines Kegel- 
schnitts mit den beiden Brennpunkten bilden mit det Tangente und 
Normale des Punktes P vier harmonische Strahlen. 

Folgt daraus, dass die Tangente und Normale von F iiacli (98), 
S. 190 die Winkel der beiden Brennstrahlen halbiren. 
Hieraus folgt weiter; 

267. Die Tangente und Normale in irgend einem Punkte das 
Kegelschnitts treffen die Hauptase der Our^e in zwei Punkten, die ku 
den Brennpunkten harmonisch liegen, 

Speciell für die Parabel folgt: 

268. Die Tangente und Normale in irgend einem Punkte einer 
Parabel treffen die Ase in zwei Punkten, welche vom Brennpunkt 
gleiche Entfernung haben und auf verschiedenen Seiten desselben liegen. 

269. Verbindet man einen Brennpunkt B eines Kegelschnitts mit 
den Berührungspunkten P, Q und mit dem Schnittpunkte M zweier 
Tangenten, so halbirt die letztgenannte Verbindungslinie den Winkel 
PSQ der beiden von B aus nach P und Q gezogenen Strahlen 
(Fig. 8 und 9, S. 189). 

ZufoJge des Satzes (26), S. 187^) ist M der Mittelpunkt einea 
Kreises, der die Verbindungsliuien der Brennpunkte mit den zwei Be- 
rtthrungsp unkten P, Q zu Tangenten hat. Die Gerade MB ist dem- 
nach eine durch B gehende Centrale des Kreises und halbirt als solche 
bekanntlich den Winkel der beiden von B an den Kreis gelegten 
Tangenten, die mit BP und BQ zusammenfallen. 

370. Die Enveloppe aller Geraden, für welche das Product ilirer 
Entfernungen von zwei festen Punkten constant ist, ist eine Curve 
zweiter Classe, die die zwei gegebenen Punkte zu Brennpunkten hat. 

Es seien j/; und Si, (i= 1, 2, 3), die Coordinaten der festen Punkte, 
«11 ^2} % i^iö Coordinaten einer Geraden. Mit Hilfe von (1), S. 
erhält man für das obige Product 

und diese Gleichung stellt offenbar eine Curve zweiter Classe dar, 

1) Weitere Anwendungen des Theorems (26), S. 187 tat HeccLucian Gottsoll o 
in der Lösung einer Preisanfgabe gegeben, die anscKliessend an dieses Theorem 
Heer Guödelfingev im Jahre 1893 den Stndirenden der mathematiach-natur- 
■wiasenaohafüiclien Aljtheiluug der Technisohen Hochschule an Darmatadfc gestellt 
hatte. 
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welche nach (20), S. 168 die zwei gegebenen Punkte y und s zu 
Brennpunkten hat. Erbheilt man der Constanten alle möglichen Werthe, 
so entsteht eine confocale Sehaar von Kegelschnitten. 

Uebrigens bann die Gleichung der Cutve auch geschrieben werden 

in der Form — — ^- — -^ - ■,= const.: aus den Bemerkunseu S. 1.91 

und S, 9 folgt alsdann, daaa sie eine Ellipse oder Hyperbel darstellt, 
je nachdem der Constanten ein positiver oder negativer Werth er- 
theilt wird. 

Der obige Satz bildet übrigens die Umkehrung von (3), S. 170. 

271. Zwei conjugirte Polaren eines Kegelschnitts, die sich in 
einem Brennpunkte der Ourve achneiden, sind zu einander normal. 

Für j/i und Zi als Coordinateu der Brennpunkte des Kegelschnitts 
bestellt nach (20), S. 168 eine Delation von der Form 

).^^>(u,u) - Mp.ii) = yA. 
Sind nun u UQd v conjugirte Polaren in Bezug auf (p(M, m) = 0, so 
ist 9>(h, u) = oder i/„3„ + y^B„ -\- 2ro(M, v) = 0, und da die Polaren 
durch den einen Brennpunkt, etwa y, gehen sollen, verschwinden so- 
wohl y,^ als y^, es bleibt nur io{u,v) ==0, d.h. die beiden Geraden 
M und V sind nach S. 13 zu einander normal. (Vgl. übrigens (33), S. 193.) 

Aehnlieh beweist man die Umkehrung, dass zwei in einem Brenn- 
punkt sieh rechtwinklig sclmeidende Geraden conjugirte Polaren des 
Kegelschnitts sind. 



Anwendung von g 20- -31. 

3'?2. Man bilde die Gleichung für den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte des Büschels von Kegelschnitten, die dem Coordinaten- 
dreieck umschrieben sind und durch einen und denselben Punkt s 
gehen. 

Für den Mittelpunkt x einer Curve zweiter Ordnung bestehen 
nach (22), S. 26 die Relationen -ä-f'(xi) = Qpt, (i === 1, 2, '6), wobei q 
einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Ausgehend von 

2(a^x^Xg -[- a.^XgX^ + a^x^x^) = 
als Gleichung einer dem Coordinatendreieck umschriebenen (Jurve er- 
hält man also die drei Gleichungen 

pPs == cij^Xg -j- o^x^ ; 
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hierzu tritt noch a^s^e^f -\- a^s^s, -\- a^^iS^ = 0, so dass man durch 
Elimination von 0^ a^, a^ und p als Ort des Mittelpunktes x erhält: 



öder 

iJ^Sa^gfl;,^ H Os^a + ps^s)0,x^x^ = 0, 

wobei die ku dem vorhergehenden symmetrischen Glieder durch Punkte 

angedeutet sind. Für St = — vgl. (165). 

S'VS. Man bilde die Gleichung für den geometfischen Ort der 
Mittelpunkte aller dem Coordinatendreieck eingeschriebenen und eine 
und dieselbe Gerade v berührenden Kegelschnitte. 

Es sei 2{ix^u^u^ -\- a^n^u^ -f- KjMjMj) ^ die Gleichung eines dem 
Coordinatendreieck eingeschriebeDen Kegelschnitts. Zu den drei Glei- 
chungen 

für die Coorttinaten 3;; des Mittelpunktes tritt noch als vierte hinzu 
''i^'a^s "f" "a"!!"! 4" '^s^i^'ä '^ '^- Durch Elimination von p, a,, u^, a^ 
folgt 

Ih 
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oder 

also die Gleichung einer Geraden, in Uebereinstimmung mit (15), S. 200. 

27i. Man bilde die Gleichung für den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die das Coordinatendreieck zum Pol- 
dreieck haben und durch einen und denselben Punkt gehen. 

Ausgehend von a^^x^'' + «2^/ 4" "s^a^ ^ ^ erhält mau in derselben 
Weise wie bei (272) för den Ort des Mittelpunktes in variabelon 
Punktco ordinatcn Xi die Gleichung: 
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p^s^x^x^ -\- }>iS.]'x^x^ -^ iyf.^ix^Xi =^ 0. 
Für ^i = ^zV^ii f-i'hält man den uDisehri ebenen Kreis dea Drei- 
ücka. Vgl. (73), (74), (169) unii (171). 

S75. Man bilde die Gleichung für den geometrischen Ort der 
Mittelpunlcte aller Kegel schnitte, die das Coordinatendreiseit zum Pol- 
dreiaeit haben und eine und dieselbe Gerade v berühren. 

Änsgehend von «1«!^+ Kg%^+ *fs*f3^ *= erhält man auf gleiche 

Weise wie bei (273) für den Ort des Mittelpunktes x die Gleichung 

■ ■^i i*! '-' 

p. 







= 







Weise die Art der 
augehörigen Mittel- 



Hine andere Ableitung von (274) und (275) ergibt sich mit Hilfe 
von (30) und (31). 

376. Mau untersuche, auf welche 
Kegelschnitte eines Büschels, bez' 
punktskegelsehnitts, durch die Gestalt des als reell voraus- 
gesetzten Vierecks der Grundpnnkte bedingt ist^). 

Was zunächst den Mittelpanktskegelschnitfc M betrifft, so ist der- 
selbe iiaeh (10), G. 199 eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse, je nach- 
dem sich durch die vier Grmidpunkte des Büschels zwei verschiedene 
reelle Parabeln legen lassen, oder diese Parabeln in eine einzige zu- 
sammenfallen, oder imaginär sind. Die Grundpunkte des Büschels 
mögen nun bestehen aus den Ecken des Coordinatendreieeks und einem 
Punkte Z] nach (272) lautet alsdann die Gleichung dea Kegelschnitts M: 

— (^8^5 +PiSi)43's«i — (ft^i +i'a«2)^s3^ia;9 = 0. 

1) Vgl. Möbiua: „Der bai'yeentriBclie Caloul", Luipaig 1827, §253 uad § 354 
(Bd. 1 der gesammelten Werke, S. 325— 327); feiiier vergkiclie man Steiner: 
„Vei-misolite Sätze xind Aufgaben", Jonrnal für die reine und angewandte Mathe- 
matik, Bü. 6&, S. 372f., 1958, oder auoli „Gesammelte Werke", Bd, 2, S. 678 f. 
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Arten diii' KogelBclinittü iluroh vier Oi'uiidpimlite. 357 

Die Gattung dieser Cucve M ist dieselbe wie die einer anderen Cuvve, 
deren Gleichung aus derjenigen von M durch Addition von 

(ih ^1 + Ä ^a + Pa ^ä) C^i ^2^2+^ ^3 ^i + ^s % %) 
hervorgeht, denn beide Curven vrerden von j)^: = in denselboü Punkten 
getroffen. Man erhält hierdurch die Gleichung 

welche eine Ellipse oder Hyperbel repräBentirt, je nachdem 

> oder < ist, d, h, zufolge (3) je nachdem der Punkt s in Bezug auf 
das Coordinatendreieck trigonal oder tetragoual gelegen ist; im Falle 
p, = 0, also wenn s im Unendlichen liegt, ist der Kegelschnitt M 
eine Parabel. Mit Rücksicht auf die Betrachtungen S. 199 erhält man 
aus dem Vorstehenden das Resultat; 

„Haben vier Punkte in einer Ebene eine solche La gege ein- 
ander, dass jeder derselben ausserhalb des Dreiecks lehes d e drei 
anderen bilden, befindlieh ist, so lassen sieh durch sie zv?e Ye ch edene 
Parabeln beschreiben. Liegt dagegen einer der vier Pu kte nn 1 alb 
des Ton den drei anderen gebildeten Dreiecks, so kan !u 1 sie 
keine Parabel beschrieben werden". ^) Im ersten Fa 1 IM ttel- 

punktskegelsehnitt eine Hyperbel, im anderen Falle e ue Cll pse 

Es mögen nun noch die öbngen Kegelschnitte betracht t we den, 
welche man durch die vier Grundpunkte legen kann. Wir behaupten, 
dass hier der Satz gilt: 

„Wenn von vier Punkten in einer Ebene jeder derselben ausser- 
halb des von den drei anderen gebildeten Dreiecks liegt, so lassen 
sich durch sie sowohl Ellipsen als Hyperbeln und zwei verschiedene 
Parabeln beschreiben. Liegt aber der eine innerhalb des von den 
drei anderen gebildeten Dreiecks, so künnen durch sie weder Ellipsen 
noch Parabeln, sondern bloss Hyperbeln geführt werden".^) 
Zum Beweis dieses Satzes führen wir in den Ausdruck 
F(p, p) = — o/ßi^ — ßa^p/ -- Oa^Ps^ 

•r^a c p p + 9« « i) p 4 ''" (■ P P 
dessen Vorzeichen üb 1 ( ti 1 f 

1) Darjeoige Kegel bttwlli IC Itd l mild L 
den Pnnkt e zum Mittelp kt h i b tzt h (S ) I Ib Gl b g M t 
Rfioksicht axif (75) imd (17) 1. t ni h i K d 

darstellt, wenn z der Höh 1 tti kt d diu t b k t 

S) Vgl. Möbins a. § 263 

3) Möbina ibid, § 251 
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358 Anhang zu § 20—21. Ki-, 276 -277. 

f{x, x) ^ 2{aiX^x^ 4" a^x^x^ -{- a^XyX^) = 
Auskunft gibt, an Stelle der Coefficienten a willkürliclie Parameter i 
ein, indem wir mit Rücksicht auf ■-- -i — - -{ — ~ ^ setzen 



oder wenn — ersetzt wird durch Wj, so folgt ßj% -}~ ''aWa 4" a^ii^ = 

und % = Jig^B — Ms^aj «^ '^ ^'s^i — ^'i^ki a^ = iiiV^ — Mj!);. Hier- 
durch verwandelt sich F{p, p) in 

- (ii^v^ — tk^sYp,^ — (%^'i — ih^syPü^ — («i«'3 — «3"i)'ä" 

4- 2(«(3??i — u,v^) {u^v^ — thVi)psPs -\ . 

also in einen Ausdruck, der gleich Null gesetzt zufolge (53), S. 34 in 
yariabelen Liniencoordinaten v das Schnittpunkte paar der Geraden 
M.^ = mit dem Kegelschnitt (vgl. (39) und S. 216) 

E{x, x) = Pi'^j:^^ + p.^^ x^^ ■]- pg^x^^ — 2 p^p^x^Xs — '^p^PiX^x, 

darstellen würde. Ist dieses Punktepaar imaginär, so behält der letzte 
Ausdruck von F{p,p'') für alle Werthe der v sein Vorzeichen, und 
zwar das negative, es bleibt also F(jp,p) auch für alle Werthe der 
a negativ, d. h. durch die Grundpunkte des BUaehels können nur Hy- 
perbeln gelegt werden. Der Kegelschnitt S(x, a;) = wird aber nach 
S. 36 von der Geraden u^ = in imaginären oder reellen Punkten 
getroffen, je nachdem 

i'iPaPa(Pi"2W3 + ^"3% + Ps"i%) = ^'ij^l {ihH + P^H + Ä^O 
> oder < ist, d. h. je nachdem der Punkt z in Bezug auf das Ooordi- 
natendreieck trigonal oder tetragonal gelegen ist. Im ersten Falte 
bestehen die Ourven des Büschels nur aus Ellipsen. Das Schnitt- 
punktepaar von E{x, a:) = mit u^ = 0^) ist dagegen reell, d. h. der 
Ausdruck F{p, p) kann für beliebige Werthe der Vi, also auch der a,-, 
sein Vorzeichen wechseln, wenn der Punkt s tetragonal liegtj wegen 
des Vorzeichenwechsels von F{p, p) gehen also in diesem Falle durch 
die Grundpunkte des Büschels sowohl Hyperbeln als Ellipsen nud 
Parabeln, für welch letztere nach S. 199 die Anzahl gleich 2 ist. 

Eine andere noch tiefer eindringende Behandhing ist folgende^). 
Auf ein gemeinsames Poldreieck bezogen seien 



1) Man beaoMe, dass die Gerada it^ = die HavmonicaJe des Ptitilftes s 
(vgl. (40)) in Bezug auf das Dreieck iCiic^x^ daistellt. 

a) Diese Methode iann auch zur Behandlung des Falles von vier imaginären 
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Arten d. Kegelsctn. mit vier g am eins amen PiinkteB, bezw. TangOBtea. 359 
f{x,x) = ^1^;,^+ h^i -'t- h^i =0 und g(x,x)T s^/ + x./ +- i-^^^O 
die GleichuDgea zweier Kegelschnibte, die ein Büschel Xg^f =() 
mit vier reellen Grundpunkten bestimmen; dabei müssen die x^ 
tlieilweise negativ sein. Iü Liaiencoordiaateu erhalt man für dieses 

Büschel die Gleiehimg j-^-,- "^ i ^TT ^" F^X '^ ^ ' ^°^'^"^ ^^H^ 
dasa die Coordinaten des Mittelpunktes der dem Parameter X ent- 
sprechenden Curve die Werthe besitzen 9^i = y—t ' (* ~ ■'> '^' *')' 
mit Q als Proportionalitätsfactor^). Die Parameter der Kwei in dem 
Büschel enthaltenen Parabeln sind dareh die mit i^i^c^ + Pa^ä + Pa^a '^ ^ 
gleichbedeutende quadratische Gleichung bestimmt 

besitzt dieselbe zwei complexe Wurzeln, so ist der Mittelpunktskegel- 
schnitt M eine Ellipse und, wie wir nun wissen, sind alle CurTen des 
Büschels Hyperbeln. Hat jedoch die quadratische Gleichung reelle 
Wurzeln X' und A", so ist M eine Hyperbel, das Büschel besteht aus 
Ellipsen, Hyperbeln und zwei Parabeln. Den zwischen A' und X" ge- 
legenen Werthen des Parameters k entspricht eine stetige Reihe von 
Mittelpunkten, also ein Zweig der Hyperbel M; allen ausserhalb des 
Intervalles von X' bia i" gelegenen Werthen des Parameters X, wozu 
aiieli A = + 00 gehört, entspricht wieder eine stetige Reihe von 
Mittelpunkten: der andere Zweig der Hyperbel M\ für X = X' und 
X = X" erhält man hingegen die unendlich fernen Punkte von M, 
denen als Curven des Büschels, wie erwähnt, die zwei Parabeln zn- 
gehören. Man erkennt ferner, dasa aus Gründen der Stetigkeit die 
Mittelpunkte der in dem Büschel enthaltenen Ellipsen einen 2v,'eig 
des Kegelschnitts M, die Mittelpunkte der Hyperhein den anderen 
Zweig von M erfüllen ä), 

%'i't. Man untersuche, auf welche Weise die einem Vier- 
seit eingeschriebenen Kegelschnitte nach der Lage ihrer 
Mittelpunkte angeordnet sind^). 

Schnittpunkte» verwandt werden. Vgl. den Artike! über die Kriterien für die 
Eealitilt der Schnittpunkte Eweier Kegelschnitte im vuiiiegeudea Theile des An- 
hanges. 

1) Natürlich sind die P; tlieilweise imaginäi*. 

2) Vgl. Steinac a, a. 0. 

y) Vgl. Steiner a. a. 0., im Journal fiii' die reine nud iiogewaiidte Mathe- 
matik, Bd. 55, S. 374, in den „Gesammelten Werken", ßd. 2, S. fiSO. 
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aeO Anhang kii § 20—21. Nv. äTT. 

Auf dus gemeinsame PoWreiseit bezogen seien 

Fiu, u) = -lj»[,^ + Aa< + ^^u,* = 
und 

die Gleichungen zweier Kegelschnitte, durch welche eine Schaar 
IG - F= {X ~ l,)ü,^ + (A — Aa)«;,« -j- (A - Ag)V = 
mit vier reellen gemeinsamen Tangenten bestimmt sei. Die dem 
Parameter A entsprechencle Cnrve der Schaar ist nach S. 55 eiiiü 
Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem 

Kt^-; {l ~ 1,) (A - l,) {X ~ X,) {{X ~ X,)p,^ + (A - X,)p^' 

> 0, <0, ■=0 ist. Führt man in diesen Anadrnek die Coordinaten 

&y,^{X-X,)p,, (i^l, 2,5), 
des Mittelpunktes ein, so verwandelt er sich in 



wobei der jedenfalls positive Proportional itätsfaetcir ß^ im Zähler weg- 
gelassen wurde. Hieraus folgt mit Rücksicht auf (4), dass der Kegel- 
schnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist, je nachdem sein Mittelpunkt 
in Bezug auf das der Kegelschnittschaar gemeinsame Poldreiseit tri- 
goiial oder tetragoiial liegt. Ausserdem liegen nach (15), S. 200 die 
Mittelpunkte aller Curven der Schaar auf einer Geraden SR, welche 
durch die Mitten cc, ß, y der drei Diagonalen des Vierseits geht, denn 
die zwei Endpunkte jeder Diagonale bilden ein der Schaar angehorigcs 
Punktepaar; die Diagonalen selbst sind nach (20), S, 145 die Seiten 
des gemeinsamen Poldreiseits, Dem unendlich fernen Punkte S der 
Mittelpunktsgeraden 2ffi entspricht natürlich eine Parabel (die einzige 
nicht zerfaileude, die im aUgeraeiueu in der Schaar enthalten); passirt 
man beim Durchlaufen der Geraden 3JE die Punkte «, §, y^') ö in ihrer 
alphabetischen Reihenfolge und ist etwa die Strecke da in Bezug anf 
das Poldreiseit tetragoual gelegen, daher aß trigonal, ßy tetragonal, 
yS wieder trigonal gelegen, so enthalten nach dem Vorausgehenden 
die Strecken aß und yd die Mittelpunkte zweier Gruppen Ellipsen, 
während die Mittelpunkte zweier Gruppen Hyperbeln auf den Strecken 
ßy und äa liegen. 

1) Bei der TranBformation voe f{x, a:) = nad g{x, x) = ia elnö Summe 
von je drei Quadraten Itönnea i^war die y^ beüw. p^ rein imaginär werdeu, dcv 
obige Auedruck würde aber stets reell bleiben. 

S) Man beachte die iu (207) erwähnten aueartendea Parabeln. 
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Aehnliete Kegelscliaittii üiner Scliaar. MiiKiiiuini dos Asymi:)totenwinl£ela. 361 

Zu demselben Kesultat wäre mau gelangt bei direefer Bunutzung 
des oben mit K bezeichneten Ausdrucks; führt man in K den der 
Parabel entapreehenden Parameter 

ein , so wird Z = (A - Aj) {l - Aj) (A -- X^) {X - X') (p,^ + p/ + JJ^'O- 
Es wäre jetzt nur zu beachten, dasa X' grösser als die kleinste und 
kleiner als die gr'össte der drei Grössen Ij, X^, X^ sein kann; immer 
lassen sieh die Grössen X so ordnen, dass z. B. die Folge Zj, X', A^, X^ 
entweder eine wachsende oder abnehmende Zahlenreihe bildet. 

Zufolge (177) erfüllen die Mittelpunkte aller unter sich ähnlicher 
Kegelschnitte, welche das Coordinatendreieck zum Poldreieck haben, 
die CuiTe vierter Ordnung 

die in den Ecken des Coordinatendreieeks je einen Doppelpunkt hat. 
diese Curve von der Geraden SR in vier Punkten geschnitten 



wird, gibt es unter den ei 
im allgei 
eingeschriebene gleich sei 



nem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitten 
iaander ähnliche^). Jedoch gibt es nur zwei 
tige Hyperbeln, und zwar sind ihre Mittel- 
punkte die Schnittpunkte des dem Poldreisejt umechriebenen Kreises 
«ni'iJ'a^ä + ^äiPiViVi + «"saftyiJ/a = '^'^ ^^^' Geraden M. 

Man kann an das Vorausgehende die Aufgabe knüpfen, die Mittel- 
punkte derjenigen dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte zu be- 
stimmen, für welche tg^ a ein Maximum oder Minimum wird. Nach 
(1*12) ist tg^ a =■ ji~i- , wovin o die Abstände des Mittelpunkte i/ 

von den feeiteu des dei fechiai zugehörigen Poldieiseii'. bezeichnt-n 
wihiend » den Eadiu des umschiiebenen Krei'scs P^ die Potenz vm '/ 
m Bezug ■iuf diesen Eiei^ bedeutet Da nun die Mittelpunkte y luf 
dei Geladen Sfi liegen und die Lothe q , ibgeselim voa den feinus dti 
Winkel, untei denen SOI gegen die Seiten des Poldieibeits „eneigt ih( 
gleich smd uen Stiecken i/a (/j5, f/j , da fcinei Fi olen^h dem Pro 
duct ya ifß ist wenn « ß die Schnittpunlte von W mit km um 
schnebenen Kieis bedeiten r wiid die fben »Lnannte Autfabe 



1) Die geometiische Beha,ndliing dei &hnln,lieii Kegels Lhnitte die einpm 
BQBcliel bp \ einer S^'haai angehö en hsst sich, behi flberai''ttlipli auch untei 
Beihilie des biUea {'•2") veimöge dei zuei lu (220) btnihiten Thet enip eiledigen 
aif w 1 lt. an,h dii. doit an„' fi tittn ml fit U h Bei nlluigawei i, zi 1 eiütk 
SK.htigi'a.dLa C täte des Wcikea ycn Scliiute bez hcti 
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362 Allhang KU § äO--21. Nv. 277— 289. 

identisch damit, auf 2)i einen Punkt y der Art zu bestimmen, tiat 

I.'LiII.lM ein Masimum oder Minimum wird, 



Bei Einführung irgend eines Anfangspunktes auf der Mittelpunkts- 
linie möge y die Abseiase rj haben, femer seien a, ß, y, a, ß' die 
Äbsciasen der durch die gleichen Buchstaben bezeichneten Parkte; 
alsdann verwandelt sich der letztangegebene Ausdruck in 
in -^){ri- P) {V - y) 

(rj _ ay (^ - ßy ' 

uml durch logarithmisehc Differentiation folgt 

^ _ ß -r ^ _ p -r ^ _ ^ " \^ ^ ^' -r ^ __ ß-; 

als Bedingung für ein MaKirauui oder Minimum. 

üebrigeus ist die ganze Diaeussion auch ohne Differentiation 
durchführbar, lediglieh durch nähere Betrachtung der Function 



>! - ^) (ri - ß) (ij - y) 



') 



378. Liegen die vier Gruiidpunkte eines l^egelschnittbüschels auf 
einem Kreise, so ist der Mittel punktske gel schnitt des Büschels eine 
gleichseitige Hyperbel uad die Axen alier Kegelschnitte dos Büschels 
sind parallel zu den zwei auf einander normal stehenden Asymptoten 
dieser Hyperbel^). 

Nach (216) sind im vorliegenden Falle die Axen der zwei in dem 
Büschel enthaltenen Parabeln zu einander normal; die Asymptoten des 
Mitte! punktake gel Schnitts M sind aber nach (9), S. 199 zu diesen Axen 
parallel, daher ist M eine gleichseitige Hyperbel. Mit Hilfe von (12), 
8. 199 f. ergibt sich, dass die Hauptaxen aller Kegelschnitte des 
Büschels zu den Asymptoten dieser Hyperbel parallel sind. 

Hieraus folgt weiter: 

279. Wird ein Kegelschnitt von einem Kreise in vier Punkten 
geschnitten, so sind die sechs Halbirungslinien der Winke! zwischen 
den drei Paar Gegenseiten des Vierecks der Schnittpunkte zu je drei 
den Hauptaxen des Kegelschnitts parallel^). 

i) Vgl. hieran Plücker; „Ä-nalytisah-geometrische Entwiclduniren", 2. Üd,, 
Essen 1831, S 222 ff. 

2) Vgl. Schröter; „Die Theorie der Kegehclinitte, geatüiat auf projecti- 
vieclie Eigenschaften" (zweiter Theil der von Geiser und Schröter heiansgegebeceu 
Vorlesungen Steiner's über synthetiache Geometrie), 2. Aufl., Leipzig 1S76, S, 311. 

S) Vgl. Steiaei': „VermiacJito Sätze und Aufgaben", Jonrnal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 55, S. 359, 1858, oder aaoli „öeBamiuelte Werke", 
Bd. 2, S. 665 f. 
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Denn die Halbirungslinien derjenigen zwei Winkel, welche von 
den Geraden einea Paares der Gegenseiten gebildet werden, können 
als die Äsen dieses Geradenpaares angesehen werden. 

Dieser Satz lässt sich auch in folgender Weise aussprechen: 

280. „Halbirt man in einem Viereck im Kreise sowohl die 
Winkel zwischen den Diagonalen als auch die Winkel, welche die 
gegenüberliegenden Seiten einsehliessen, so sind von den sechs Geraden, 
welche diese Winkel halhiren, drei und drei parallel", und selbstver- 
ständlich sind die drei ersten zu den drei anderen normal^. 



281. Die Pole einer Geraden d in Bezug anf die Kegelschnitte 
einer confoealen Schaar liegen auf einer zu v normalen Geraden, 

Für Agj(M| tt) — m(ti, m) = als Gleichung der confoealen Schaar 
ist nach (14), S. 200 der Ort der Pole von ?; die Gerade 

Da hier oi(«t, w) = das imaginäre Kreispnnktepaar darstellt, sind 
a>'(Vi), (* = !., 2, 3), die Coordinaten des Normalencentrums der Ge- 
raden V ; dieselben genügen aber, wie die Determinante für g.-c zeigt, 
der Gleichung g^ = 0, d, h. g^ ■= ist za der Geraden v.-^ = normal. 
Ebenso erkennt man aus der Determinante, dass g^ = Normale des- 
jenigen bestimmten Kegelschnittes der Schaar l(p(u, w) — ia(ii, m) ■= 
ist, welcher die gegebene Gerade v berührt, denn die Coordinaten des 
Berührungspunktes, A9i'{i),) — ki'(d,), (j = 1, 2, 3), genügen ebenfalls 
der Gleichung g^ = 0. Vgl. (18), S. 201 bei gegebenen Xi und ver- 
änderlichen Vi. 

■»382. Excurs über binäre kubische Formen. 
Es sei gegeben eine binäre kubische Form; 

f{x, y) = ax^ + Sbx^y + ocxy^ -f dy'^^ 
ihre Hessc'sche Covariaate ist alsdann 



"i^.^-h\ßw'^"m 



lind hat das Gewicht 2. Eine andere Covatiante ist 



/ -, ^ l (df Sh 8f dh\ 



dy . 

1) Steiner; „Aufgaben und LehrsEltze, eratere aufanlöaen, letafore za be- 
äen", Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 3, S. 97, 1827, 
r auch „Geaammelte Werke", Bd. 1, S. 128. 
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a04 Anliang j.u g ao -21. Ht: 3Sa, 

sie hat (las Gewiclit B, Die Diserimmaute r der kubisi;lien Gluiehuug 

/■(^, y) -■= ist 

(i) r = 4 (ac - 6^) {6.^ - c^) - (ßfl - icy 

und stimmt übevein mit der DiacrimiDaute der Hesse'schen Covai'iaute 

(2) h{x, y) = (ac - h')x' + {ad - lc)xy + {hd ~ c')y\ 
Für q,{x,y) findet man 

(,3rt,) (i{x, y) = («^f? ~ dahc + 26^)0:' + 3(«&rf + l^c ~ 2ac^)x''y 
+ 3(2feM — «cd — ?'c^)a;i/^ + (36c(^— «d^ -- 2cä)j^^ 
Wir traasformiren aun f mit Hilfe der Substitution 

(3) x==aX — ßY, y = n'X — ß' Y, 
deren Umkeliriing gegeben ist durch 

(3a) — AX= ß'x — ßy, — Ar=- (c'a; - ay , 

wobei 

die DetermiDaüte der Transformation bedi'uteii. 
Durch (5) möge f übergehen in 

(5) F{X, J) ~ AX^ -\- dBX'Y -{- 3CXY'' -f DY\ 
Älwdami besteht die Relation 

(6) A^h{x,y)^-H(X,Y) 

= {AC~B^)X^-{-iAD~ BC)XY-\- {BD ~ €'')¥', 
und wenn man auch hier die Diseriminante bildet, folgt 

(7) A^ ■ A* ■ r = i{AC ~ B^) {BD — C^) — {AD — BC)\ 

Ist die Diseriminante r von Null verschieden und sind insbesondere 
k' : K und ß' ' ß in {3a) die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
h{x, y) = 0, so müssen in F{X, Y) die Coefficienten B und G gleich 
Null sein, denn die Form. {6) niuss nun proportional sein zu XY, 
d.h. man hat AC~B^^O, BD~C^ = 0, AD — BC^O. Es 
kann aber A nicht verschwinden, sonst wäre auch B = und F'{X, Y) 
hätte den Factor Y^; ebenso kann D nicht verschwinden, sonst wäre 
auch 0=0 nnd F{X, Y) hätte den Factor X-. Andrerseits folgen 
aus AG — B^.= und aus BD~G°- = die Gleichungen 
(AG- h^)G-{-{BB-C^)A = und (AG~B')D-j-{BD~ü^)B ^^0 

oder 

{AD-BG)'B^O und (AD - - Ba)G ^. i), 

daher ist nothweudig If = = 0. 

Es erhält also unter den gegenwärtigen Annahmen F die einfache 
Gestalt : 
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Kubische und quadi-atiaclie Covaviante der Gi,'un(lfoi'm. ^65 

(8) F(X, Y) = AX"- + I) Y'] 
für die Cuvariante Q findet mau 

(9) A'q^Q = AD(ÄX-' — I) Y'^). ') 
Nach Zerlegiiug in Faetoren sei nun 

{10) f^ix — X,y) {x - l^y) {x ~ l^y). 

Man kann aisdann x — Ij ^ = 0, (i = 1, 2, 3), geometnseh als drei 
Strahlen betrachten, die bezogen sind auf zwei Grundsfcrahloii « = 
nnd «/ = 0; oder wenn man X^O und Y=0 als Grund strahlen 
einführt, so zeigt sich, dass die drei darch F = gegebenen Strahlen 

die Parameter haben l^ = "^I/t"' "^a = — ^ vÄ' ^s "^ — ^^ V Ä' 
wobei E und s^ die complcx eonjugirten dritten Wurzeln der positiven 
Einheit bedeuten. Das Doppel verhältniss je zweier dieser Strahlen zu 
X = und r = I es tit entwe le len W ertl £ o le e^ Die Dar- 
stellung von (2 in ( ) e g bt len &d,tz lasa d e drei lu h § = 
dargestellten Strahlen erhdlt-en we len idem nia z je e nem Strahlen- 
paare von ^=0 unl zu dem üb ^ ble beulen di tten Strahle von 
F=0 je den viert harmon seh n best mmt Ä s 1 esei Deutung 
gebt hervor, dass q von 1 i Form st ) 

— 27s=((2A — ; — A ) 4-pA/ \ K ~ a l)j\ 
iJJ) {(2Ag — lf_ — l^)x + 1^21^1^ — A2A3 — k^li)y\ 

1(2^3 — l^~ l^x 4- {2A,l2— l^K — l^l^y], 
denn man kann in der That die Gleichung, die sich ergibt, wenn man 
den ersten dieser drei Faetoren gleich Null setKt, in die Form bringen 

Die Resse'ache Covariante h wird^J 

1) Zwischen den GEiüasen Q M, T und S beateLl dia tini'i.i.lii' lltUtiun 

Q 4- ül= -f 4ff - 
Nach Division duich A" folgt 3^ + '/' + ^'^^ = ^' uii\ awdr gilt diese Relation 
füi alle Werthe der Coefäcienten von F, die B niiht zu Null iüi(,hea sie Ije 
otelit dater auch fui alle Weithe dei CoefficienteB von f, die ) nicht zu Null 
ma<.hän, d h dm Belation gilt identisch, mitkiu auch im Falle i ^^ U 

2) Vgl Salmoa: „Lessons iatroüu tyt th MlnHt Alg l a" 
4 Aufi , Dublin 1SB6, S. 184. 

S) Ibid & 185 Vgl. auch Hesse Tunf mat en hei h gen homo 
gönpn Function dritten Grades Ton zv A ab In du h 1 n J, S b tit t on 
neuer Varmbebi in fine Form, welche 1 deittnPtp l Va 

beln enthalt ' Journal für die reine m 1 ang an Ite M th at k Bd 8 5 

1847 
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Das Doppel verliältuiss eines Strahleupaares vou .f' =0 zu dem 
noch Übrigen dritten Strahle von F <==■■ und zu einem Strahle von 
ff==0 besitzt nämlich den Werth — s oder ■ • f^; andrerseits bann 
die Gleichung, die sich ergibt, wenn man den ersten Factor von (J3) 
gleich Null aetKt, in die Form gebracht vrerden 



a., — ^a _ a; — i^y __ 



Man nennt vier Stralilen, deren Doppelverhältniws gleich einer ima- 
ginären dritten Wur7,el ans ■- 1 ist, äquhmlia.rmonisch gelegen. 



-j^äSS. Man bestimme diejenigen (sechs) Kegelschnitte des Büschels 
Xg — f=^, für welche die vier Grundpunkte ein gegebenes Doppel- 
verhältniss bilden'). 

Zieht man von irgend einem Punkte y einer bestimmten Curve 
X^g — / = dos durch /'=0 und g = erzeugten Kegelschnitt- 
büschels nach den vier Grundpunkten Sti-ahleu, so bilden diese letzteren 
ein gewisses Doppelverhältniss, das sogenannte Doppelverhaltniss der 
vier Grundpunkte für den Kegelschnitt Xf,g---f=0. Dasselbe hat 
nach (14), S. 124 stets gleichen Werth, wo auch der Punkt y auf 
X^g — /■= angenommen werden möge. Es wird nun gefragt, welche 
Gleichung der Parameter X erfüllen muss, damit das Doppelverhältniss 
einer gegebenen Zahl s gleich werde. 

Läsat man den auf X^g — f=0 gelegenen Punkt y mit einem 
der vier Grundpunkte ausammenf allen, so bestehen die vier zu be- 
trachtenden Strahlen aus der Tangente X^g(jf, xj — f(y, x) = in 
diesem Grundpunkte und aus den drei durch ihn gehenden Geraden 
^(PO/j ^) ~ fiUi ^) = 0, (i = 1, 2, 3), des Kegelschnittbüschels. Hierbei 
ist Xi eine Wur/.el der durch fi homogen gemachten kubischen Glei- 
chung ^q(>1, ja) i^Ä^B — 3^(10 + 3A.«^H — fi.=J.='0, so dasa das 
Doppelverhältniss s identisch wird mit dem aua A : (* = Üq und aus 
den Wurzeln von Yp(A, fi) = gebildeten. Da dieses Doppelverhältniss 
durch eine lineare Transformation nicht geändert wird, kann man an 
Stelle von X und fi neue Variabeln einführen durch 
(1) X '^ aX' — ß^', {i = yX' — d[i', 

1) Vgl. Gimdelfinger: „Zm- Theorie des Kegelaclirnttbüsclielä", Zeitsobrift 
für MaUiematili und Phjsik, 30. Jalii-gang, S, llia— 159, 187i. 
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wobei jetzt A', (i nicht wie früher, S. 364, die Fuetoreu der Hesse- 
scheu Covariantß }i(X, (i) yoh M'u(A, fi) sein sollen, sondern irgend zwei 
Factoren von M'u(/l, ft) selbst. Ueberhaupt möge sich die Form ^^(^iM) 
durch diese Transformation verwandeJa in 3(l'(i'(A' — ^'), und 1 — AdJI 
möge übergeben in l' ~ G[if. Hier bedeutet ff = /; jt' das Doppel- 
verhältniss vod A' =0, (i' = 0, A' - - (i' •= und l' — ff(i' --^^ 0, oder 
auch das oben mit s bezeichnete Doppelverhältniss der vier Wurzeln 
von Yo(A, (i){A--An(i} = 0. 

Wir führen nun die Covarianten k und q der Form ^V^^i^X, ji) ein. 
Nach (6), bezw. (W) und {3a), bezw. (.77j in (28^) ist in unserem Falle 





A' 


'K».c)- 


--i'» + iy- 


-f^'''^ 


"(*'+. 


.,„')(!■ f 


t'l'), 


« 


A' 


'«ft c) = 


-2J'"- 31' V - 


-3J>' 


• + 2c" 












-(i'+rt(2i'- 


-F')(i' 


~-2|.'), ' 


ivütaei A: 


"ßr- 


dato 














{.') 






»■(', c) 


(!■'- J 


■>■+(•■")■ 






5"(l,rt (!•+ 


p'rpr- 


-ll')'(l'~i 


WY" 




und 


wi; 


!iin man 


für 1': fi' das Doppelver] 


bältuiss s 


eiufithrt, 


folgt 


(^) 






(1-. + .' 


•}• 


(» + •)■(•+• 

(1 + 8)' (2s— 1)^1 


■)■ 


(l + .)'(ä»-l)' 


'(S-2)- 


;«-!)■ 



Diese Gleichung sechsten Grades in l; (i liefert die Parameter 
derjenigen sechs Kegelschnitte des Büschels Xg — ^f =^ 0, für welche 
die vier Grundpunkte das gegebene Doppelverhältniss s bilden. 

Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich leicht auf die Kegel- 
Bchnittachaar vG{\i,u) — F{u,ii)=Q Hberti'agen. Die Parameter 
V = v^-.v^ der drei in dieser Schaar enthaltenen Punktepaare werden 
erhalten dorch Auflösung der kubischen Gleichung 

(5) *(vx,fa) = v,^B^ — 3 V-^ü-BH + Qv^v^'ÄQ - ■v.'Ä' = 0. 



Da vermöge der linearen Substitution i, = 
Form Yo(A, ft) übergeht ia V^iÄv^, Bv^) = 






3, n^Bv^ die 
- AB-<^{v„v;), 



(ß) 



yi 



"a* dh 80 9äi 



hierbei war zu beachten, dass die Substitutionsdeterminanto den Weit.h 
— AB besitzt Mit Rücksicht auf (4) erhält man also; 

n\Av„Bv,) ^ (1 - . + s T 

;i+s)=(2s~i)*0-a)^" 

1 sechsten Grade, woraus folgt; 



CT 



q^{Av^, Bv, 
Diese Gleichung ist in ; 
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*384. In der Schaar v^G(u,ti) — ■i'^F(u,ii) =0 gibt es sechs 
Kegelschnitte, für welche die Tier gemeinsamen Grundtangenteii ein 
gegebenes Doppelverhältniss bilden^). 

Ferner gilt der Satz: 

#285. Das Doppelverhältniss der vier Grundpunkte des Büscbels 
^g — f=0 für die Curve zweiter Ordnung f=0, bezw. ^==0 ist 
dasselbe wie dasjenige der vier gemeinsamen Tangenten von /" = 
und 3 = für die Curve g = 0, bezw. /"= 0^. 

Denn für A = verwandelt sich (i) in dieselbe Gleichung wie 
(7) für Vj = 0; ebenso liefert die Substitution fi = in (4) dieselbe 
Gleichung wie v^ ■■= in (7). 

* Zusammenhang zwischen iler Combiuante iji, den ilquiaii- 
barmonischeii und harmonischen Ke<felschnitteii, sowie dem 
Poldreiseit des Büschels. 
■»386. Für die Kegelschnitte 
{!) /■= -tja;,' + Ags^s' + ^s»^/ = 0, g = Xj^ -{- x/ -4- x-J" = 
hat die Combinante ^ nach (27), S. 208 den Wurth: 



wobei 

(ä) 

Auch 


|A 
B 

Ir 

besteh! noch d 


-(», — J,)(J, - 

-(J,-i,)(J,- 
ie Kelation^) 






(<<) 




9 


* = (ef+Hs- 


-2z), 




in welcher 
gesetzt As. 


2l 


durch (6) 
.A, Bi,' 


imd (4) ia § 17 

- B, r»,' — 0, 


definiri i 


8t 


(ä) 




- 


-|*„^ + JJ^ 


1-c. 





Alsdann stellen auch 

(C) .A + el? -h £^0 = und yl + a^B + eC = 

zwei Kegel sclinitte des Büschels lg -—['={} dar, und zwar werden, 

wie sogleich gezeigt werden soll, dieselben in jedem der viei; Grund- 

1) Vgl. Gundelfinger a, a. 0. S. 158. 

2) Ibid. (FuBSBote). 

3) Diese Relation bleibt P.ncli nocli giltig, wenn zwei der Grössen l^ ein- 
ander gleich werden; vgl. das entsprechende Kaisonnoment in der li'uESiiotn I) 
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punkte je von einem der beiden Strahlen beriilirt, deren jeder zu 
den nach den drei übrigen Gruudpunkten gezogenen Strahlen äquian- 
harmonisch gelegen ist. Die Curveu (6) heissen daher die üquian- 
Iiarinonischen Kegelschnitte des Büschels. 

Ebenso sind 
(7) —2Ä + B-\-C^0, A-'2B-\-C^0 und Ä + B-2C=0 
diejenigen Kegelschnitte des Büschels, für welche das analog wie bei 
(6) betrachtete Doppelverhältniss gleich — 1 ist. 

Beweisen wir zunächst die Behauptung über {6). Die kubische 
Gleichung zur Berechnuiig der in dem Büschel Xg — /'=0 enthaltenen 
Geradenpaare ist (X — A^) {X — A^) {X — ^s) = 0; ein Factor ihrer 
Hesse'schen Covariante hat daher nach (13), S. 366 die Gestalt 

X(X^ + €-X^ + sUg) + (X^X^ -f 6X^X^ + sH^X^) 
nnil ergibt in Verbindung mit Xg — f= 0, d. h. X •= f; g, die Gleichung 

+ ikh + ^hK + ^^hK){^i + V+ «/) = 

oder 

yl. + £JS~!- 6^6'= 0. 
Mit Hilfe des zweiten Factors der Hesse'schen Covariante erhalt man 
A-^E^B + sC = 0. 
Die oben für die Kegelschnitte (7) ausgesprochene Behauptung 
beweist man ganz analog unter Benutzung der kubischen Covariante g. 
Der Factor l{2lj^— X^ — X^ -f- (^X^X^ — AjAg ■— X^X^) derselben ergibt 
in Verbindung mit Xg — /"== die Gleichung 

(ßX^ — X^ — A3) {X^x^^ + Aa V + hH^) 

-h (2AgAs — AiAg — A,As) {x^' + x,^ + x.^) =- 
oder 

2A~B~Ü^<L 
Auf Grund der vorangehenden Bemerkungen zu (6) und (7) folgt, 
indem in {13), S. 366 und {ll\ S. 365 x = f, y==g gesetzt wird: 
I - 9h(f,g)=={A ^- ^B + b'C){ä + b'B + 8C), 

[ = {2A "- Ji — C){-A + 2B — C) (-^ .i — B + 26') . 
Als weitere Covariante möge noch eingeführt werden 

für {!) berechnet findet man 

Q = 9(A^ — X^){X.j ■- X^){Xi -- X^)x,XiXs, 
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370 Anhang zu g 20—21. Nr. 286-391. 

{10) 9} = -QlABG. 

Da nun für willkürliche Werthe A, S, C stets die Identität statttiiidet 

-\-(2A-~B- C){~ A + 2B - G){- A - B + 20) , 
so ergibt sich mit Hilfe von {10), (5) und (8) die Relation 
(11) ff _-!-*■ + 27* ■ h(,f,s) + Slq(f,g). 

Die simultanen Invarianten nnd H, gebildet für die zwei jlquian- 
harmonischen Kegelschnitte, verschwindeD, denn sie werden, wie man 
leicht sieht, gleichbedeutend mit 1 ~f- £ -1- £^ ^^ 0. 

Bildet man ferner fiir die zwei äquianharmouischen Kegelschnitte 
die Gleichung der harmonischen Curve zweiter Classe H, so wird 
dieselbe 

2JI= Br(£^ + £*) V + rA(« + «^) V + AB(£ + £ä)w3^ = 0, 
also gleichbedeutend mit der Gleichung von i/i = in Liniencoordi- 
naten. Dasselbe Resultat ergibt sich, wenn man die Gleichung der 
harmonischen Curve zweiter, Ordnung j; = aufstellt. Wir können 
daher sagen: 

■tt287. „Die Combinante -^ wird eingehüllt von allen 
Geraden, welche die beiden äquianharraonischen Kegel- 
schnitte nach harmonischen Punktepaaren selineiden, und 
ist gleichzeitig der geometriscKe Ort aller Punkte, von wel- 
ehen aus sich an dieselben beiden Kegelschnitte harmonische 
Tangentenpaare legen lassen."^) 

Ein weiterer Satz lautet: 

■*288. Die zwei äquianharmonisehen Curven und ip bilden 
ein System dreier Kegelschnitte, von welchen je zwei ein- 
ander in Bezug auf den dritten „als Directrix polar ent- 
sprechen", d, h. die in Bezug auf eine der drei Curven genom- 
menen Polaren von Punkten einer anderen Curve des Systems 
umhüllen die dritte Curve^). 

Man zeigt dies nach ähnlichem Verfahren wie bei (66). 

Für die drei harmonischen Kegelschnitte gilt der Satz: 

•»289. „Jeder der drei harmonischen Kegelschnitte hat 
mit p eine doppelte Berührung, wobei die Berührungssehnen 

1) Gundelfiiigci- Lt. a. 0, S. 157. 

2) Ibid. 
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mit den Seiten des gemeinsamen Polardreieciis zusammen- 
fallen. "^) 

Folgt sofort daraus, dasa z. B. die Gleiciiung des harmomaciieu 
Kegelschnitts 2A3:i'' — Ba;/ — ra;g^ = auch geschrieben werclen kann 
in der Form SAx^^ — 1/1(3;, x) ^ 0. 

#390. Jeder der drei harmonischen Kegelschnitte geht 
durch unendlich viele Poldreieeke Ton tp {x, x) '^ . 

Die Gleichung von j/j == in Linicncoordinaten ist nämlich 
!^ _[_ 'f^ _j_ !^ = ; um zu zeigen, dasa z. B. der harmonische Kegel- 
schnitt 2Ax^ -~ Bx^^ — fa"/ = durch nnendiieh viele Poldreieeke 
von f geht, wäre nach (11), S. 162 zu beweisen, dass die Invariante 0, 
gebildet für beide Curven, verschwindet. Man findet aber in der That 

für diese Invariante dea Werth -r — ' ~- f ^^- 0. 0£fenbar sind 
die in (289) und (290) angegebenen Beziehungen der harmonischen 
Kegelschnitte zu )/i = für diese Curven charakteristisch. 



*291. Kriterien der Ilealitiit für die Schnittpunkte zweier 
Curven zweiter Ordnung. 

Die Gleichungen der vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte 
f(x, x) = und g (x, «} == sind nach (37), S. Ul : 



(1) (;ig ~ k;)YF^~2X^H +l^'G±{l»- l,) V~F — 2J^E+ X^^G 



wobei Ai,A^,Aa die Wurzeln sind der kubischen Gleichung 
(2) Y„(A) = Aä.ß — 3;i^e + SAH — ^ = 0, 

also auch ^^(.l) = .ß^-l - Ij (;. — 1^) (A — k,). 

Ist die Discriminante 
(5) E^A{BH -G^)(^0- H'O - (QH — ABf 

dieser kubischen Gleichung negativ, so hat'die Gleichung bekanntlich 
eine reelle und zwei complex conjugirte Wurzeln, Hält man in (1) 
das Vorzeichen des ersten Gliedes fest (es sei positiv gewählt), und 
ist k^ die reelle Wurzel, so sind alsdann die beiden folgenden Glieder 
complex conjugirt, und (7) ergibt entsprechend den verschiedenen Vor- 

1) Gundolfiiigei' a, a. 0. 
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zeichen der Wurzeln jedenralls zwei reelle und zwei imaginäre Schnitt- 
punkte. 

Ist die Discriminante (5) positiv, so hat (5) drei reelle Wurzelu, 
ea werden daher auch die drei Ausdrucke F — 2liH -]- X^^G reell, 
Haben dieselben gleiches Vorzeichen, so sind die vier Schnittpunkte 
nach (i) reell; das Vorzeichen kann alsdann, da die Geradenpaare 
l;g — /■= (i ^ 1, 2, 3) in diesem Falle reell sind, nach S. 36 nur 
negativ sein. Hahen zwei der Grössen F — ^XM -f- V(? ein anderes 
Vorzeichen als die dritte, so sind die vier Schnittpunkte imaginiir. 

Bezieht man die beiden Kegelschnitte 

(i) f(«,«)EE2 J ««■=«.«. -0, .nd ä,(«,*)=J'2^>«'~» 

auf das gemeinsame Poldreieek, so werden ihre Gleichungen nach (30) 
und (29) in § 14: 

{fix, X] = l,X,' + A,X/ + l,X,'- = 
^'^ h i^, ^) = X/ + -X,^ + X,' - , 

wo z. B. Xi nach (25), (15) und (13) in § 14 dethiirt Ist durch 

(ö) y ri^ jw±vg -| 

analog X^ und X^, 

Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Determinante B von g (x, a:) == 
nicht verschwindet; diese Annahme ist erlaubt, da es im Folgenden 
nur auf die Bestimmung der Schnittpunkte, bezw. die Realität der- 
selben ankommt. 

Ist r die Determinante der Substitution, durch welche die ur- 
sprünglichen Gleichungen (4) in die Gestalt (5) transformirt werden, 
so ist 

(7) )-^_B-=l, 

und nach (27) in § 20: 

(ß) _. 1. r^^ = (A, — X^) (1, -- Is) ^i' + C^a — ^i) (^3 — !^f) -Xa^ 
-^(A,-AO(A,-X,).V. 
Mit Hilfe von (ß) und (i?) kann für (ß) gesetzt werden 

(So) —ji,^(F-~ 2X^H + X,^G) + (F - 2l,H-]' A^^f?) 
-^{F-~2l^M-\- X./G), 
worin Ui = -^ («0 ■ 

Diese Formel, die wir soeben für den Fall ungleicher Wurzeln 
von (ß) mit Hilfe der kanonischen Formen (5). abgeleitet hahen, gilt 
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ganz allgemein. Schreibt man nämlich die rechiß Seite von {8a) m 
der Form 3F — 2{X^ + ^^ + ^3)-^"+ (V "l" ^/ + V)*^ ™d drückt 
man nun die Summen Aj + Z^ + ^3 "i"^ ^1^ + ''■a^ + ^3^ durch die 
Coei'ficienten von (3) aus, so folgt 

— -^^ Bhi, = B^F -^ e(zeG 2Bn)- 2EHG, 

wobei rechts Uj durch ■^-/(«i) zu ersetzen ist. Alsdann verwandelt 
sieh die rechte Seite nach (7 a) und (7 b) in g 17 in B^^g — ^x-j-Qf), 
es folgt also — -- i/i = Qf-\- Hg — 2% in üebereinstimmung mit (4), 
S. 368. 

Die nothwendige und ausreichende Bedingung dafür, dass die 
Ausdrücke F ~ 2liH -\- ki^G (i = 1, 2, 3) für beliebige Werthe der 
Uh = -^g'iXh} negativ seien, fallt also auf Grund von {ßd) damit zu- 
sammen, dass die Combinante j/; eine positive definite Form ist. 

Bevor vrir diese Untersuchung über Realität der Schnittpunkte 
weiter fortsetzen, wollen wir für '^{x, x) =Q noch die Gleichung in 
Liniencoordinatcn ableiten. Aus (S) findet man 

-^ r« ■ T(m, ») ^ — (Ag — k^y (At - A3) (Ai — A3) JJ^^ 

- {K - hf ih - h) {K — K) C?/ — {K - hf {h ~ h) {K ~ h) f / 
und erhält na,ch Einführung der Wertb'e der Ui aus (30), S. 141 mit 
Rücksicht auf die Relation r'^B = 1 die Gleichung: 

(s) - i '"^ ("' ") " (»> ■' »■)' ('^ - ^'•'^'- + »■'") 

4-(J,— A,)'(J?-21,ff+ J/ff) + (l, - l,y(F- 2A,fl-|-»/ö). 
Wir wollen nun die kubische Gleichung (2) durch eine Yariahele 
(t homogen machen. Alsdann ist die Hesse'eche Oovariante h von (3) 
nach {i5), S. 366 gegeben durch 

(10) ~ 18*(l,rt~Ji'l('!-*.)'(l-iiC)'+ (>« -y'(*'- 'jF)' 

wofür wegen r^ JJ = 1 auch gesetzt werden kann 

— 18r*S(J, f.) — (Js — y' (* — iil^y + (<!, - 'i)' (A - - »iC)' 
+ (J,~A,)'(2 — J,n)». 
Es geht also (S) aus (lO) dadurch hervor, dass man setat P = J'', 
A;* = ff, f*^ = ^' Andrerseits hat man für die Hesse'sche Oovariante 
von (3) den Ausdruck 

h{i, (i) — (BH - e'ji" + (en -- AB)i.ii + (Ae - h')ii', 
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dalier wird 

(2i) ~ v(«, «) - (.üH - &^)F + (eH - a:b)h + (.ab - h^)g. 

Nach (S) ist 

andrerseits ist B^{k^ — ^3)^(^3 - X,f{?.i — l^)'' = 2'IR, in Folge von 

r^Ji—'l wird daher 

(25) 2 ± C'f'ii^^s'^ss) = ''29E. 

Denkt man sich nun eine Transformation wie (35), S. 28 an- 
gewandt auf 

so zeigt (30), S. 29, dass die Relation stattfindet^) 

+ ■ — -■^~' 1 X.^. 

''Pii'^si —"Via 

Hieraus geht hervor, dass ip stets dann und nur dann deiiuit ist, wenn 
i/>ji ■ ( ^ i #"11 'i'^afe) i^id ^iiVäa — '''12^ gleiche Vorzeichen haben. 
Da wir nun an und für sieh den Fall iJ > betrachten, muss 
also ^^+ (^ufc^as) positiv sein, ebenso ^^ denn tI;(x, x) sollte nach 
(8a) und S. 373, Zeile 13 eine positive delinite Fovm diirstellen; hier- 
aus folgt, dass auch 

V33 = i>i^%^ — ^.s^ > 
sein muss. Die Bediugniig, das3 sich die Kegelschnitte [4) in vier 
reellen Punkten schneiden, ist daher 

B>0, i^„>0, %^^iii^%^ — ij,/>0. 
Es ist klar, dass man allgemeiner hierfür setzen könnte: 
E>0, t.-!>0, Ym>0, wobei i^k. 
Im Falle der einfachen Berührung der beiden Kegelschnitte hat 
die Gleichung {3) zwei gleiche Wurzeln, etwa -1^= A^; M verschwindet. 
Für die Realität der beiden übrigen ■Schnittpunkte ist nothwendig, 
dass das Geradenpaar, welches der Doppelwiirzel entspricht und nach 
S. 133 und 155 den stets reellen Berührungspunkt mit den zwei übrigen 

1) Da^+ ('/'iiV'saVBa) i^eh (12) ^ 0, so mnsa i/(„ =i;r(l,0, 0) nach (1), 
S. 66 von Null verscliieäen sein; gleiches gilt von i^ni/'sa — '/'is\ ^^ sonst niclit- 
versehwiadende Werthe p,, p^ existiren, für welche ^,,^1, + ^nPn = *> ^^*^ 
Vsi I'i + "Pss Ta = 0, d.h. für welche i/'Cpi , Pj,0)™pO wäie. 
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Schnittpunkten Terbiud et, reell sei; hierzu genügt F ^- 2 Xj^H -{- Xy^ G <.0, 
oder nach (11) W(u,u)> für die Coordinaten aller Geraden m,-, die 
nicht darch den Berührungspunkt gehen. Äehnlieh wie S. 61 kann 
man auch sagen, dass irgend eine der drei Hauptunterdeterminanten 
T,-; > sein muss. Im entgegengesetzten Falle sind die zwei übrigen 
Schnittpunkte imaginär. 

Im Falle der doppelten Berührung ist Jl^ = Ag nnd 

duher auch V(m, st) ^ 0. Die Gleichung i,^g—f=0 repräsentirt 
die stets reelle Berührungssehne doppelt zählend, X^ff — f=0 die 
Tangenten in den zwei Berührungspunkten. Die beiden Berührungs- 
punkte sind also reell oder imaginär, je nachdem das Geradenpaar 
X^ff — f = reell oder imaginär ist, d. h. je nachdem 
^--2^3^"+ A/G<0 oder >0 
für die Coordinaten % aller Geraden, die nicht durch einen der 
Berührungspunkte gehen. Man könnte zufolge (so) luch sa^cn, 
dass die zwei Berührungspunkte reell oder imaginäi sind, je iiichdem 
jj)(x,x)>0 oder <0 ist für jeden Pnnkt x, der nicht aui dei Be 
rührungssehne liegt, d. h. kürzer je nachdem eine dei Groöseu i/ ,>U 
oder < 0. Diese Sehne wird übrigens, wie {8a) zeigt, im gegen 
wärtigen Falle doppelt zählend auch durch ijj{XgX)=='(i dargestellt 

Setzt man h,, = BH — 6", 2/(,a = GH — AB, h^,, = 10 — H , 
HO ist nach (11) — ^''\'(u,n) --=h,^F -1-27^,^11 '[-Ji22(y, man kinn daher 
sagen, dass im Falle der doppelten Berührung sämmthche H7iiptautei 
determinanten M',-; verschwinden müssen, dagegen könne i ?; , und / 
nicht gleichzeitig Null sein, weil sonst in Folge von 

n = 4(/(,,fta, — 7i,a^) = 
auch Äjjj verschwinden und alsdann Osculation vorliegen wurde. Die 
Berührungspunkte sind reell oder imaginär, je nachdem irgend eine 
der Grössen ipn positiv oder negativ ist. 

Im Falle der Osculation verschwinden «ufolge der Fussnote zu 
S, 136 die Ausdrücke \i, Aj^ und h^^. 

Die Kegelschnitte des Büschels haben endlich vier zusammen- 
fallende Punkte gemeinsam, wenn ^(a;, a;)^0. Es geht dies aus den 
Betrachtungen S. 135 und 136 hervor, wenn man dabei die oben ge- 
fundene Relation (da) beachtet. 

Wir wollen iiuu die erhaltenen Resultate über die Bealitat der 
Schnittpunkte zweier Curven zweiter Ordnung f{x,x) = 0, g{x,x) = 
übersichtlieh zusammenstellen. 
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Es sei im Folgenden 



wobei 



-12^ (^'^^ 



ferner sei JJ -= if\^^ ± (^n^aa-^as) "= 4{/i,i^22 — '*i/) . 

V (^J, u) ~2f S" ''^''"'"* =^ ^'^2 (■''" ^4-2^3 ?^' 4- 'K f^) ; 

wobei /in = 7?H — 0^ 27^1^ = ÖH — Ji^, /»j^ = ^0 — Hl 

I) ß^O: vier verseliiüdene ScliaiUpuukte. 

1) 2i < : zwei reelle und zwei imaginäre Schnittpankte. 

2) jR>0: vier reelle oder vier imaginäre Schaittpunkte. 

a) i/^ii > und Ytjb > 0, i ^ ä;, Tier reelle Schnittpunkte (i und 7; 
irgeud zwei bestimmte, v er scbiedene Zahlen ans der Reihe 1, 2, 3) ^), 

b) dieBedinguagen a) sind nicht erfüllt: vier imaginäre SehuittpuTikto. 

II) Ü^O: specielle Fälle der Berührung. 

1) Nicht alle Wu gleich Null: eiufache Berührang, zwei Schnittpunkte 
fallen zusammen; die beiden anderen sind: 

a) reellj wenn unter den drei Grossen Yjj eine willkürlich aus- 
gewählte positiv ist^), 

b) imaginär, wenn unter den drei Grossen ¥;, eine willkürlich 
ausgewählte negativ ist^). 

2) Alle Yfi gleich Null, nicht aber alle ^ka-^) 

a) A,i und h^^ nicht gleichzeitig Null: doppolte Berührung, 
und zwar 

a) reell, wenn unter den drei Grössen i^;^ eine willküi-Ueh 

ausgewählte positiv ist, 
ß) imaginär, wenn unter den drei Grössen (/'ü eine willkürlich 

ausgewählte negativ ist, 

b) \i = Ägg = Äja = 0: Osculation. 

c) Auch alle ^^ gleich NuU^): die vier Schnittpunkte fallen 
zusammen. 



1) "Wenn diese Bedingungen neben Zä > für irgend ein bestimmtes t 
bezw. ft erfüllt sind, so gelten sie auch für jedes i, bezw. k. 

2) Es ist dann für jedes Werthayatem u^-.n^ :%, welches M'(m, m)=-=0 nicli 
erfallt, ¥(«,«) >0. 

3) Ee ist dann für jedes Werthsystem Ui:Mj:m„, welobes ¥(m,m) = Ü niüli 
erfüllt, ^(«.mXO. 

4) Man könnte auch sagen ¥(«, m) identiscli Null, nicht aber if{K, k). 
ü) Man könnte auch sagen ip{x,s>)^LO. 



y Google 



Znsuremcnstellnng ik'r Kritorieji für Reiilitilt dev Gviindpiinkti; (Tangentotil, B77 

#292, Uai die Realität der vier gemeinsamen Tangenten 
von f{x, «) == und g (x, x) ^d zu untersuchen, hat man genau die- 
selben Betrachtungen wie zuvor durchzuführen, jedoch ausgehend von 
einer Combinante ff)(u, u), welche ans F{ii,, ti) und G(«, m) in derselben 
Weise zu bilden ist wie i|'(«, «) aus f{x,x) und g(x,x). Man iindet 

-| ^(«, u) = XM^., - ;.0(A, - x,w + . . . 

oder auch g- ^(u, u) = — (ÄQG -f BHF~- 2 ABU); an Stelle von 
Y(m,iO tritt 
<i>{x, x) =^ ÄB{iÄQ - i]')Bf + {en - ÄB)i + {BH -~ e^)Ag]- 
Andere, allerdings etwas complicirtere Kriterien sind zum ersten 
Male (auch fflr Schnittpunkte) von Herrn K. Kemmer^) gegeben worden. 



-fi29B. Mau bilde die in (292) erwähnte Combinante tf(ii,ti) für 
die auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen Kegelschnitte 
a^ti^ -\- &^«a^ — Mg^ = und «j* -f- «(g^ = , 
also für die Curven einer confocalen Schaar. 

Man findet - j <p{u, m) = (a^ ~~ h'^W — («' " ^')«/ + ^ > ^^^^ 
dieser Ausdruck stellt gleich Null gesetzt die conjugirte gleichseitige 
Hyperbel zu derjenigen dar, welche die Verbindungslinie der zwei 
Brennpunkte der confocalen Schaar zur reellen Hauptaxe hat. TJeber 
die geometrische Bedeutung der letzteren vgl, die nnten^) citJvte Ab- 
handlnng von Steiner. 

294. Wie viele Punkte gibt es auf der Curve zweiter Ordnung 
f{x,x) ^0, in denen der Krümmungsradius r einen gegebenen Wertb 
besitzt? 

Aus (17), S. 213 folgt r^x^Ä^pJ' ~ ca^(fufi,Q = 0; nach (199) 
ist aber «(/ii/ä, /ä) = ia,ci}]f{x,x) — 2if, wofür nun — 2if gesetzt 
werden kann, da der Funkt x auf f{x, ai) = liegen solh Wir er- 
halten also rH^Ä^'p/ + 8H' = oder 



1) Knteiieu dti Realität fur die Schnittpunkte von Linien »weiter Ord- 
nung Inangarai Disseitation Giesseu 1878. 

2) Fleinenta,re Loanng einei geometriBchen Aufgabe, und über einige damit 
in BpJiehmig «tehende tigenioliiftpn der Kegelschnitte". Journal für die reine 
und angewinlte Mail ematik Bd 37 '-> 185, 1847, oder „GGsammelte "Werke", 
Bd 2 S 414 
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378 Anhimj; kii g 20-21. Nr. 204—29!), 

(r"*T^ J,^l>/ + 2h) (r^r^AipJ + 2//^) 

wobei E und £^ die complcK eoDJugirten drittea Wurzeln der positiven 
Einheit bedeuten. Jeder der drei Klamm erfaetoren stellt eine Curve 
zweiter Ordnung dar, doch ist nur die erste reell; ihre Schnittpunkte 
mit f{x, cc) = liefern diejenigen Punkte, in denen r einen gegebenen 
Werth hat. Im allgemeinen gibt es also deren je 4, wenn wir Ton 
den 8 jedenfalls imaginären absehen, die bei Berücksichtigung der 
complexen Klamm erfaetoren in Betracht kommen. Die vier Punkte 
von gleichem Krümmungsradius r liegen auf der Curve 

welche einen mit dem Directorkreis H^O und aomit auch mit 
f(s:, x) = eoncentrisehen Kreis darstellt, was übrigens aus Gründen 
der Symmetrie klar ist. Bei der Parabel zerfällt nach S, 148 f. der 
Directorkreis in die Directrix und die nneadlich ferne Gerade; daraus 
geht hervor, dass bei der Parabel die Punkte Ton gleichem Krümmungs- 
radius auf Parallelen zur Directrix gelegen sind. 

395. Wie viele Punkte gibt es im allgemeinen auf einer Ourve 
n'^' Ordnung, in denen der Krümmungsradius *■ einen gegebenen Werth 
besitzt? 

Aus (20), S. 213 folgt 

d, h. alle Punkte von gleichem Krümmungsradius r liegen auf einer 
Curve 6(n ~ l)**"' Ordnung; da sie auch auf der Curve fix^fX^iS^s)'^^ 
gelegen sind, gibt es im allgemeinen je ön{n — 1) Punkte von der 
verlangten Beschaffenheit. 

296. Es gibt im allgemeinen 6Ä(/c — 1) Tangenten einer Curve 
/c"'' Classe, in deren Berührungspunkten der Krümmungsradius r einen 
gegebenen Werth besitzt. 

Folgt aus (14), S. 212 in gleicher Weise wie das Besultat von 
(29Ö) aus (20), S. 213; speeiell für Curven zweiter Classe findet man 
mit Hilfe von (15), S. 212 ein ähnliches Besultat wie bei (294): es 
können höchstens vier reolle Punkte von gleicher Krümmung vor- 



297. Man beweise, dass die Gleichung des Krümmungsmittel - 
Punktes, der dem Berührungspunkte einer Tangente u der Ourve /c'" 
Classe qiO'i, «gii's) = zugehört, die Form besitzt 
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Ordnung der Evoliitu. 



SB, g-D, SSs 

du, 3m, du, ^ä 

dPs dVs SA , 

Sm, 3Wa 0% * 

9'(wO y'C".) q^'O'«) 






wobei Vi, ''a, t^s variabele Linieucoordiuaten bedeuten und (Ho D tle- 
finirb sind dnrch 

^9,-(«i)'«'(^'.)-9''W«W- 

398. Man suche im Anschlass an (297) die Länge des zum Be- 
rührungspunkte der Tangente m gehörigen Krilmmungsradius der Curve 
h'^' Claase ^^(m,, w^, Mj,) = 0. (Vgl. die Fussnote 1) zu S. 212.) 

2ft9. Die Evolute einer Ciu-vc n^"' Ordnung ist von der Ordnung 
Zn{n — 1). 

Es ist beim Beweis dieses Satzes zu fragen, in wieviel Punkten 
eiue Gerade «j, ^ die betr. Evolute schneidet; man hat also nach 
(23), S. 214 gleiehKoitig zu betracliten die Gleichungen 

(n - 1) rfc' . 2'+ {/■,! /■■■/;,)». + 1» (f„ /;, ö ■"(/■,") ~ U 

wni f(xjfX^,X3)'=0, von denen die erste in den x vom GraJe 
3(« — 1), die zweite vom Grade n ist. Aus beiden folgen im all- 
gemeinen 3»(« — 1) Werthsysteme von x^ : x^: x^, womit obige Be- 
hauptung bewiesen; natürlich ist vorausgesetzt, dass die gegebene 
Curve tt'^'^ Ordnung keine singulären Punkte enthält. Das Auftreten 
solcher Punkte würde diese Zahl 35j(tt — 1) reducireu. 

Zu derselben Zühl 'än{n — 1) gelangt man auch in folgender 
Weise. 

Aus der Definition der Evolute folgt, dass ein Punkt y dieser 
Curve angehört, wenn von den n^ Normalen, die nach S. 204 von y 
nach der Curve n^" Ordnung f{x^, x^, %) = gezogen werden können, 
zwei zusammenfallen, d. h. wenn f{x^,x^^x^) = von der Curve n"' 
Ordnung (22), S. 204, auf der die Fusspunkte jener Normalen liegen, 
berührt wird (vgl. auch S. 216 unten)- wir wollen die Gleichung dieser 
letzten Curve durch g{x^^,x^,x^ =• bez ichuen und haben nun zu 
untersuchen, von wie hohem Grade m len y de Bedingung der Be- 
rührung wird. Ea werde zuvor all^emeinei gefiigt, wie hoch in den 
Coefficientou der Gleichung einer Cuive m Oi Inung (i{(Ci,x^,x^)==Q 
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die Bedingung dafür ist, dass g ■= die Curve n^^' Ordnimg /'=0 
berührt^). Ersetzt man £( = durch </ + AÄ = 0, wo /t = eine 
audere Curve m*" Ordnung darstellen möge, so hat man zunächst für 
die Berührungspunkte x von f=0 mit g-\-X]i = die drei G-lei- 
ehungen Qf'ix^) = g{Xi) + lli'{_x>), (i = t, 2, 3), aus denen durch Eli- 
mination von p und Ä folgt ^+ (/^(^^i) /(a'a) Ä-'Ca^s') = 0. Die Schnitt- 
punkte dieser Curve von der Ordnung n — 1 -f- 2(m — 1) == k -l- 2m — 3 
mit /'=0 sind diejenigen Punkte, in denen f von einer Cnrve des 
Biäschels ^ + ^Ä == berührt wird. Da die Anzahl dieser Schnitt- 
punkte (n + 2m — 3)» beträgt, müssen die Ooefficienten von 
(/ -[- i?i = 0, w-lso auch die von ^ = allein, in die Bedingung der 
Berührung im Grade {n -j- 2m — 3)» eingehen. In dem oben speciell 
vorliegenden Falle ist g(xi,x^, x^) = von der si'™ Ordnung, die Be- 
dingung der Berührung von 17 = mit f=0 wird daher in den 
Ooefficienten von g, somit auch in den pi, vom Grade (pn — d)n oder 
3n(^n — 1), d. h. die Evolute einer Curve n*^'' Ordnung ist von der 
Ordnung 3n{n — 1). 

■^300. Man gebe einen Weg an zur Bildung der Gleichung für 
die Evolute einer Curve Ä'"'' Classe qj(Mj, M^, Mg) = 0. 

Sind Mj, u^, «3 die Ooordinaten der Tangente irgend eines Pankteü 
der gegebcnom Curve, Vj,V2,v^ die Coordinaten der zugehörigen Nor- 
male, so hat man a'lv^'ju^-j' Ki'(v^)ti^ -\~ 03' (v^)ti^ = 0\ ferner ist 
(p (v^) v^ -{- cp' (ti^) v^ -{- (p (ti^) Vg = , da die Normale durch den Be- 
ruh rungsji unkt der Tangente w geht. Um die Gleichung der Evolute 
in Linien CO ordinalen zu erhalten, sind die % zu eliminiren ans der 
Gleichung h'^'^ Grades g)(Mi, %, «3) = 0, aus einer Gleichung ersten 
Grades und einer vom Grade (?i; — 1). Die beiden letzten Gleichungen 
sind in den Vi linear, während ip(u^) tf^, tJ^) = die »; Überhaupt nicht 
enthält. Die Resultante ist alsdann, wie in der Algebra gezeigt wird, 
in den v vom Grade Ä(/c — X) -^h ■ 1 =7c\ Zugleich folgt, dass für 
eine Curve k^' Ciasse die Evolute von der Classe Jc^ ist. 

Zu demselben Resultat gelangt man in nachstehender Weise: 
Setzt man der Kürze halber Xi = aj'{vi), so liegen die Gleichungen vor' 
<pK, %, %) = 0, ^'{n,)v, -f <p'{u,)v, + g>'(u,)v, = 0, 

Die Elimination von ti^fii^jU', liefert das Product der Gleichungen der 
Jy(k — 1) Tangenten, welche die gegebene Curve tp = uiit 

1) Vgl. Herzu „Analytische Geometrie der hökeren ebenen Cmven von 
Salmon", deutsch bearbeitet von W. Fiedler, 2. Auil., B. 103. 
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Schnittpunkt von -vier Normalen gegebenen DoppaWerbSiltnisses. 381 

bat; speciell erhält man wieder den Ausdruck für die 
Evolute in variabelen Limencoordiuaten Vi durch die Substitution 
a;i= co'{vi), so dasa also iin Eiiminationareaultate die Vi vermöge der xi 
eingehen im Grade 'kQc—~l) und vermüge der in 

explicit stehenden vi im Grade h-1, somit insgesamnit im Grade 
IcQc - 1) + Ä = P. 

301. Man bestimme den geometrischen Ort der Punkte y^ vou 
denen an die Curve zweiter Ordnung f(x, ai) = vier Normalen von 
gegebenem Doppelverhältniss gelegt werden können^}, 

Die Fuaspunkte der Normalen werden nach (22), S. 204 aus 
f(a:, x) = ausgeschnitten durch die gleichseitige Hyperbel 

g {x, x) ^^ ± (y a {Q x^ 2/») = . 

Nach (283) ist nun für diese Curve g(x, x) = und für f(x, x) = 
zu bilden die kubische Form 

Y(,(a,ft) = ^'S — 3;LVe + 3An=H - ft"^, 
in welcher jedoch H versehwindet, wie bereits S. 217 unter Angabe 
des Grundes erwähnt. Alsdann bat man, von dieser kubischen Form 

ausgehend, die Gleichung - ^^ = ^j^pi^^i^-i^^iräf^ ^u bil- 
den, in der s das gegebene Doppclverhältniss bedeutet (vgl. (4), S. 367), 
Im allgemeinen gehen die j/,- in }i{l,(i) im vierten Grade ein, in ^(Jl, jt) 
im sechsten Grade; der Ort der Punkte j) ist also im allgemeinen eine 
Curve 12. Ordnung, Da jedoch specieli von einem Punkte y des Kegel- 
schnitts g(x,x) = des BUsebels Xg — fif=0 die vier Normalen 
von gegebenem Doppelverhältniss gezogen werden sollen, so ist zu 
setzen A = 1, (i =• 0, wodurch sich h{l, (i) nach S, 364 reducirt auf 
— 6^ ^('l, ft) auf — AJi^ — 20^ Diese Ausdrücke wären nun zu 
aubstituiren in — -Jh'-l ■= 3^, wobei zur Abkürzung 



'fiK !^) 



a -s + s-- 



=:fc; 



U+ä)'(2s-l)=(s- 
man erhält alsdann Q^ ~ h(ÄB^ ■{• 2Q''f -^ oder 

(e^ + j/Ä(,4B^ + 26')) {0^ —yk{AB^ 4- 2G=)j= 0, 
die Curve 12. Ordnung zerfällt also in zwei Carven sechster Ordnung, 

1) Die hier gegebene Methode winde im Jalue IS77 Heim W. ITIedler von 
Herrn Gundelfiuger mitgetheilt. 
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r,82 Anhang ku § 22—26, Ni-. 301—303. 

Specieli für s = müssen zwei von den vier Normalen zuaamineE- 
failen, der Punkt y ulao auf der Evolute liegen; wenn s = 0, wird 
h = — und man erhält in der That als Out you y die zwei Curven 
sechster Ordnung 40^ + AB^ = und AB'^ = 0, deren erste in 
üehereinstimmnug mit (35), S. 217 die Evolute darstellt, während die 
zweite nach (38), S, 217 das doppelt zu zählende Produet aus den Haupt- 
asen von f(x, w) = und der «nendlieli fernen Geraden repräsentirt. 

302. Man bilde eine Gleichung zur Bestimmung der Fasspunkte 
der Normalen, welche von einem beliebigen Punkte y nach einem 
Kegelschnitt f{x, x) = gezogen werden. 

Sind y,- die Coordinaten des beliebig gegebenen Punktes, Xi die 
Coordioaten eines Normalenfusspunktes, ro'(fi) die Coordinaten des 
Normaleneentrums der Tangente in x, so bestehen die Relationen 
yi = ixi -j- (f>'(fi), {i = 1, 2, 3), denn die drei Punkte y, x und das 
genannte Normaleneeutrum liegen in einer Geraden (vgl. auch (19), 
S. 213). Nach Einführung der Werthe (o{fi) folgt unter Anwendung 
der in (6), S. 85 gebrauchten Bezeichnungaweise: 

Vi = («11 + ^y> + t^i'A + «i3ä^3 

y^ = «si^i + («SS + -1)^3 + ^az^s 

Va = ßäi^i + «33^J + («S3 + ^)^i- 

Es sei nun B ^ '^+ (Pnßi^ßss) die aus den Coefficienten der x in 
diesen drei Gleicliungen gebildete Determinante, so dass also z. B. 
ßsi = "^aa "I" "^5 ßii = "bi "• s- ^-i ferner sei Ba die Unterdeterminante 
von ßik m B. Die Auflösung obiger Gleichungen nach Xi ergibt als- 
dann Ba^i = Buj/i + Bsij/g + Bsij/g. Diese Werthe der x anbstituirt 
man in f{x, x) ^ und erhält dadurch eine hiquadratiache Gleichung 
für Ä, denn die Ba enthalten >t im zweiten Grade. Durch Einsetzen 
der Wurzeln l in BXi = Bui/i -{- B^y^ -{" B-,:'ih. erü;eben sich die 
Coordinaten X; jener Noimalenfusapunlde. 



Anwendung von § 22 — ^G. 
303. Man beweise, dass die Hessiane, sowie die Cayley- 
sehe Ourve eines Kegelschnittnetzes Combinanten sind. 

Gehen wir aus von dem Netz x(p -{- lip -\- ii% "^ 0, so ist zu 
zeigen, dass sich bei Substitution von 

%if-\- kiP + iia = 0, {i =- 1, 2, 3), 
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Combinaüteaeigensehaft doi' Hessiane und. Cajlfiy'sohen CnrvC. 383 

an Stelle von % reap. ^, resp. % die Ausdrücke für die Hessiane und 
für die Cayley'sche Ourve nur um eine Potenz der Determinante der 
Substitution ^' + {^ihfi) ändern. 

Wenn man nun für Xjip -\- li^ -f- /ifj; entsprechend den Wertlien 
1,2,3 des Index t zur Abkürzung setzt f(x,x), g{x,x), h{x,x), so 
wird die Gleichung der Hcasiane des durch f, g uud 7i bestimmten 
Netzes: 

womit för die Hessiane obige Behauptung erwiesen ist. 

Die Gleichung der Cayley'schen Cucve werde dadurch aufgestellt, 
dass man zuerst den Polkegelsehnitt einer Geraden m in Bezug auf 
f{x,ic) und g{x,x) sucht. Derselbe wird 

mx,x) = {X,ii., ~ X^(i^)N, -f (ft,jcg - ,«,;.,) iV, + («,A, ~ x,l,) N, = 0, 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist 



Jetzt muss noch zu N(x,x) und zu h(x,x) die Gleichung des 
harmonischen Kegelschnitts gehiidet werden. Die Curve ff^ = wird 
nun von jeder Geraden u in einem Puuktepaare getroffen, das harmo- 
nisch liegt zu den Schnittpunkten dieser Geraden sowohl mit ^ = 0, 
als mit % = 0; daher ist 

W, l^)ii«i^ + 2(JVi, ^),3M,M2 -\ = und 

Äehnliehes gilt von N^ und JVg, In Folge dessen bleiben bei Bildung 
der Gleichung des bai-moniscben Kegelschnitts von iV^ und h nur übrig 
die Glieder: 

%(».(% - l!C.)((«i.Ä.«i' + 2(«i,'!>).i»i». + ■ ■ ■! + 
+ J, fr,«, - ft»,) («,♦)„< + 2 (ff,, *)„«,«, + ..■ I + 
+ C,(«,1, - «■»,){(»,, X)u«t' + 2(ffa, l)„«L». + ■■■]■ 
Jede dieser drei geschweiften Klammern enthält denselben Aus- 
druck für die dem Netz %<p -{■ X-^ -j- ^% = zugehörige Cayley'sche 
Curve; von letzterer ist daher die Cayley'sche Curve des durch f,g,h 
bestimmten Netzes in der That nur verschieden um den Factor 



1) Uober die BeKeichmingswi 
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304. Man bilde die Gleichung der Hesse' scheu Cucve eines Netzea, 
dessen einzelne Curven sSmmtlieh einen und denselben Punkt ge- 
meinsam haben. 

Ais Seiten des Coordinatendreieclcs führen wir ein die Taugenten 
a^^ = 0, iCg = zweier Kegelschnitte <p{x, x) = und ipix, x) ^^0 
des Netzes in dem allen Ourven gemeinsamen Punkte P; die Tangente 
ii^i = von fp trifft i/i in einem zweiten Punkte Q, die Tangente 
a'j = von ^ trifft gj in einem zweiten Punkte ü; die Gerade QB, 
sei die dritte Seite des Coordinatendreiecks. Wird eine weitere Onrve 
des Netzes durch das Geradenpaar a^^a^ ^^ gebildet^ so erhält mau 
als Gleichung des Netzes: 
xia^^x^* -\- 2a^^^x^X2 + 2aj^^Xj^x^') + ^(pnX^^ + 2h^,2X^X2 + 2h.^^x^x^) 

und hier kann noch (vgl, (303)) a^^ ==\^ = gesetzt werden. Für die 
Hessiane des Netzes folgt 

/■(«ij ^2, ^s) "= «13^11^/ + «aa&.s3^/ " 'Sa.^h^s^.x^^s = Ü, 
eine Curve dritter Ordnung, die in dem gemeinsamen Punkte der 
Kegelschnitte des Netzes einen Doppelpunkt hat mit den Geraden 
a^ ■= 0, a;^ = als Doppel punktstangenten. (Auf der Geraden «3 = 
liegen die Wendepunkte dieser Curve dritter Ordnung, d. h. diejenigen 
Punkte, in deuen der Krümmnugsradius unendlich gross ist, also nach 
(20), S. 213 der Ausdruck y -|- (|^ |^ ^X) verschwindet.) Durch 
passende Wahl des Einheitspunktes kann die Hessiane in der Form 
dargestellt worden X^^ + 5^^ ^- e/cXiXgXa^) =- 0. 

305. Für dasselbe Kegelschnittuetz die Gleichung der Cajley- 
schen Curve aufzustellen. 

Nach der auf S. 225 angegebenen Methode bilden wir zuerst die 
Gleichung des Polkegelschnitts einer Geraden m in Bezug auf 

und z==^i^ai alsdann die Gleichung der harmonischen Curve zweiter 
Classe zu dem Polk egelschnitt und zu ■p^\^x^ -^-^hv^x^x.^. Man 
findet alsdann für die Cayley'sche Curve 1 

sie zerrällfc also in den allen Kegelschnitten des Netzes gemeinsamen 
Punkt und eine Curve zweiter Classe, welche in den Ecken »[ = 0, 

1) Vgl, Hesse: ,,"üeber CuiTeu dritter Ordnung und die Kegelsclinitte, 
welche diese Cuvven. in, drei versohiettenen Punkten beriiliren." Journa.l für die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 3S, S. Iß8, 1817. 
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Kegel schnittnetz mit gemeinsamer Sehne. ?>Sb 

resp, «3 = des Coordiaateiidreiecks von dessen Seiten a^ = 0, 
resp, ic, = berührt wird, -während a;^ = die Berühr ungssehne, 
«3 == deren Pol darstellt. 

30Ö, Haben alle Kegelschnitte eines Netzes eine gemeinsame 
Sehne, so zerfällt <äie Hessiane in diese Sehne und einen Kegelschnitt, 
Die drei Gleichungen 

f{x, x) == 0, f{x, x) + 2m^Q^ = 0, f{x, x) + 2)j^g.. = 
stellen drei Kegelschnitte dar, welche durch die Schnittpunkte der 
Geraden q^ =' mit f{x, x) = hindurchgehen. Die G-ieichung des 
Kegelsehnittnetzes ist daher im vorliegenden Falle 

xf(x,x)-\-2Xm^q^ + 2((«^3,. == 0. 
Die Hessiane des Netzes wird 

f-i m^(i% + q^n^ ihcq-i + e.L«s = ü 
oder auch 



wobei sich in der That der Factor ga, ausscheiden läast. Mit Hilfe 
der Identität 

f, f, f, fi", ») 

i 9i It 'h 9. ! 

! 1 55 



fix, X) -2 + ö, '».«.) - 1.^ + (/;»%'>,) + «>.2 * CiS"«") 

SO dass die Gleichung des in der Hessiane enthaltenen Kegelachnitta 
die Gestalt erhalt 

Führt man die Coordiuaten des Schnittpunktes der beiden Geraden m 
und w ein durch s^ = «4^% — %%) u- s. w., so entsteht 

2q.f{,.x)^,.f{x,x)-0. 
Auch diese Corve hat mit den Kegelschnitten des Netzes die Sehne 
5j. = gemeinsam; ausserdem trifft sie irgend eine Curve g(x, x) = 
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386 Anhang zu % 22—26. Nr. 306-314. 

des Netzes in deren Scbuittp unkten mit der Polare g(e,x) = des 
Punktes s in Bezug auf g{x,x) = 0, 

Von Wichtigkeit ist endlich noch die Bemerkung, (iass die Pulare 
des Punktes ^ in Bezug auf den der Hessiane angehörigen Kegelschnitt 
23i/"(^, a;) -~ Qifi^r ir) a=i mit der gemeinsamen Sehne der einzelnen 
Curveu des Netzes zusammenfällt; der Punkt s ist nach (197) zugleich 
derjenige, in welchem sieh die übrigen Sehnen sehneiden, die je zwei 
Curven des Netzes gemeinsam sind. 

307. Haben alle Kegelschnitte eines Netzes zwei Punkte ge- 
meinsam, so zerfällt die Caylej'sche Curve in drei Punkte, nämlich 
in die zwei gemeinsamen und in einen dritten Punkt, der mit dem- 
jenigen identisch ist, in welchem sich nach (197) die übrigen gemein- 
samen Sehnen von je zwei Curven des Netzes schneiden. 

Wie ia (306) wird ausgegangen von dem Netz 
xf{a:, a:) -]- 2Xq^m^ + 2^q^n^ = 0. 
Nach der Bemerkung am Schlüsse von § 25 kann man die Gleichung 
der Cayley'schen Curve bilden, indem mau eist den Polkegelschnitt 
von ga,»*! = und q^fi^s = beicchnet und alsdaun zu ihm und 
f{x,x) = die harmonische Curve /weitei Classe. Die Gleichung des 
ersteren kann auf dieselbe Art abgeleitet weiden, wie die der Hessiane 
in (306), nur sind die fi daselbst zu ersetzen durch die Ui\ man findet 
gj,|2 3^ + {u^m^n^ ■ q^ — ^ + (äiWgWä) " ^^]= 0, der Kegelschnitt 
zerfällt also in die gemeinsame Sehne g^, = und die Gerade 

Die harmonische Curve zweiter Classe zu f(Xj x) = Q und q^r^ = 
iat (^ "") = 0, oder auch 2 V + (u^m^n^) • £ "*) = 0, zufolge der 

obigen einfachen Relation , welche zwischen den drei Geraden q^ = 0, 
f j. = Oj Ma, = besteht, vermöge deren dieselben durch einen und 
denselben Punkt gehen. Der Factor (^ j =0 stellt aber nach (53a) 
in § 4 das Sehniitpunktepaar der Geraden qx = mit f{x,ai) = 
dar, während^ + (MiMi3ng) = die Gleichung des in (306) durch s 
bezeichueteu and daselbst näher besprochenen Punktes ist. 

308. Haben alle Kegelschnitte eines Netzes drei Punkte gemein- 
sam, so besteht die Hessiane aus den drei Verbindungslinien dieser 
Punkte, die Cayley'ache Curve aus den drei Punkten selbst. 

Eä genügt hier das Netz zu betrachten, welches durch alle dem 
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Kegelachnitfgewebe mit ein, zwei oder drei gemeinsamen Tangenten. 387 

Coordinateudreieck umschiiebcneu Kegelschnitte gebildet wird; man 
kommt dann sehr leicht zu obigem Resultat. 

Dualistisch zu den Yoranstehenden Sätzen ergeben sich die folgenden : 

309. Die Hessiane eiaea KegelscLnittge wehes, dessen einzelne 
Curven eine Tangente gemeinsam haben, ist eine Cnrve dritter Classe, 
welche die gemeinsame Tangente zur Doppeltangente hat. 

Ausserdem läast sich noch Folgendes über diese Curve sagen. 
Es seien P und Q die Berührungspunkte der Doppeltangente mit 
der Hessiane und ip{ti, ii) ■= 0, bezw. ^(«t, u) = irgend zwei 
Kegelschnitte des Gewebes; von P kann alsdann noch eine weitere 
Tangente an ^(m,m) = gezogen werden, von Q eine solche an 
9»(it, i() = 0. Durch den Schnittpunkt S dieser beiden Tangenten 
gehen die drei Rückkehr tan genten der Curve dritter Classe, d. h. die 
Tangenten in solchen Punkten, in denen die Länge des Krümmungs- 
radius gleich Null ist. Nach (14), S. 212 genügen diese Tangenten u 
der Gleichung "5"' + (? — i tt-'i ^ — 7) = 0, wenn durch Fht,, M,,t(,)=^0 
die Hessiane dargestellt wird. Vgl. (304). 

310. Die Cayley'ache Curve eines Kegelschnittgewebes, dessen 
einzelne Curven eine Tangente gemeinsam haben, zerfällt in diese 
Gerade und in einen Kegelschnitt. Bei gleicher Bezeichnung wie in 
(309) sind F und Q die Berührungspunkte der beiden Tangenten 'PS 
und QS, also iS der Pol der Berührungssehne. Vgl. (305), 

311. Haben alle Kegelschnitte eines Gewebes zwei gemeinsame 
Tangenten, so zerfällt die Hessiane in den Schnittpunkt dieser Tan- 
genten und in einen Kegelschnitt. Vgl. (306). 

313. Die Caylej'sche Curve eines solchen Gewebes zerfällt in die 
beiden gemeinsamen Tangenten und in eine dritte Gerade. Auf ihr 
liegen die Spitzen der ührigen drei Paare von Tangenten, die je 
zwei Curven des Gewebes gemeinsam sind. Vgl. (307). 

313. Haben alle Kegelschnitte eines Gewebes drei Tangenten 
gemeinsam, so besteht die Hessiane aus den drei Schnittpunkten 
dieser Tangenten, die Cayley'sche Curve aus den drei Taugenten selbst. 
Vgl. (308). 

314. Man bilde die Gleichung der Hessiane eines Kegelschnitt- 
netzes, in welchem sich eine Doppelgerade befiEdet. 

Für xip(x,x) -\- lipix, x) -{- (iti>i^^ '^ zerfällt die Hessiane in 
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w^ = und in V ± (|j- ||- ^^3) = 0, den Polkegelaclinitt der Gl- 
radeii w in Bezug auf das Büschel u<p{x, x) -\- lip(x, x) = 0. 

üebi'igens ist die Doppelgerade eines Netzes für das conjugirte 
Gewebe eine gemeinsame Tangente, denn wenn eine Curve tp(u,u)^0 
conjugirt sein soll zu der Doppelgeraden ifj,^ = 0, so lieisst dies 
die Gerade w soll die Curve berühren. Die Hessiane des Netzes ist 
aber nach (38), S. 240 identisch mit der Cayley'sehen Citrve des eon- 
jugirten Gewebes; nach (310) besteht sie also aus der Geraden ^Vx = 
und aus einem Kegelschnitt. 

315. Die Oayley'sche Curyo eines KegelsclmittnotzeSj iu welchem 
sich eine Doppelgerade befindet, ist eine Curve dritter Ciasae, welche 
diese Gerade zur DoppeUaugente hat. 

Die Oayley'sche Curve des Netzes ist nach (39), S. 240 identisch 
mit der Hessiane des conjugirten Gewebes, das zufolge (314) aus 
Kegelschnitten besteht, die eine Tangente gemeinsam haben. 

Repräaentirt K<p(x, x) •{■ X^(x, x) -{- ^w.J = das Netz, so er- 
gibt sich übrigens nach S, 225 die Gleichung der Cayley'schen Curve 
dadurch, dass man in der Gleichung ^ + (i^ »^ "3) = des Pol- 
kegelachnitts einer Geraden u an Stelle von Xiia:^: x^ einführt 

(wgWg — WsMa) : (wigWi — WiUg) : (w^iia — w^u^). 
Nach (309), hezw. (304) mnss sich die Cayle/sche Curve schliesalich 
darstellen lassen durch einen Ausdruck von der Form 

aU," -f z- c;« - U ü, U^ U^ = 0, 

316= Die Hessiane eines Kegelschnittnekes, iu welchem sich 
zwei Doppelgeraden befinden, besteht aus den beiden Geraden und 
aus der in Bezug auf irgend eine Curve des Netzes genommenen 
Polaren des Schnittpunktes der zwei Geraden. 

Denn die Hessiane des Netzes xffi(x,x) -\~ Iv/- -\- (nv^:^ = hat 
die Gleichung v^Wj ■ ^ + (9' (.cc^) v^ ti\) = 0. 

317. Die Oayley'sche Curve eines Kegelschnittnetzes, in welchem 
sich zwei Doppelgeraden befinden, besteht aus dem Schnittpunkte der 
beiden Geraden und aus dem harmonischen Kegelschnitt zu diesem 
Geradenpaare und zu irgend einer Curve des Netzes. 

Nach S. 225 erhält man die Gleichung der Cayley'schen Curve 
des Netzes xq>{x,x) -\- Ivx^ -1~ [iWa^ <= 0, indem mau die Bedinguugs- 
gleichung dafür aufstellt, dasa die Gerade u^^^-0 die Curve ip(x, x) =■■ 
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und das Geradenpaar Vc^w^ • ^^ + {"i'^'^s'^'a) == in zwni harmouischfiii. 
Puuktepaaren seimeidet, lat tp(x,x) definirt durch 

so würde man als Caylej'sche Curve deü Punkt \ + ("i^^a*^) =^ "^ 
und die Ourve zweiter Classe i i == erhalten, 

€tl8. Die Goaammtheit der Kegelschnitte, welche ein gegebenes 
Dreiect zum Poldreieck haben, bildet ein Neta; die Hesaiaue desselben 
besteht aus den Seiten, die Caylej'sche Curve ans den Ecken des be- 
treffenden Dreiecks. 

Wählt man das gegebene Dreieck zum Coordinatendreieck, so ist 
die Gesamnitheit der in Rede stehenden Kegelschnitte gegeben durch 
KXi'' -{" ^^2^ + !**3^ "^ ^'t ^^^ kommt alsdann leicht zu obigem Resultat. 

Da dieses Netz drei Doppel geraden enthält, so besteht das <ton- 
jiigirte Gewebe aus der Gesammtheit aller Kegelschnitte, welche diese 
Geraden berühren; die Hessiane des Netzes ist nach S. 240 identisch 
mit der Cayley'schen Curve des Gewebes, die Cayley'sche Curve des 
Netzes identisch mit der Hessiane des Gewebes. Mit Hilfe von (313) 
wäre man also gleichfalls zu obigem Resultat gelangt. 



319. Die Cayley'sche Curve eines Netzes von Kreisen 
besteht aus dem imaginären Kreiapunktepaare und dem ge- 
meinsamen Potenzmittelpunkte, 

Dass das imaginäre Kreispunktepaar der Cayiey'schen Curve an- 
gehört, folgt sofort aus (307); dass der noch übrige Bestandtheil dieser 
Curve der Poteuzmittelpunkt ist, zeigt (307) in Verbindung mit (71). 

320. Die Hessiane eines Netzes von Kreisen besteht aus 
der unendlich fernen Geraden und einem Kreise, der alle 
Cui'ven des Netzes rechtwinklig schneidet, dem sogenannten 
Orthogonalkreise dos Netzes. 

Dass die unendlich ferne Gerade dem Orte angehört, folgt sofort 
aus (306). Ein weiterer Bestandtheil der Hessiane ist uach (306) ein 
Kegelschnitt, der gleichfalls durch die zwei, allen Curven des Netzes 
gemeinsamen Punkte hindurchgeht, also in unserem Falle ein Kreis 
ist; er möge durch bezeichnet werden. Der in (306) dnrch s be- 
zeichnete Punkt ist jetzt der Potenz mittel punkt aller Kreise des Netzes; 
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seine Polare in Bezug auf den Kreis fällt nach (306) mib der ge- 
meinsamen Sehne aller Kreise des Netzes, alao mit der unendlich 
fernen Geraden zusammen, woraus hervorgeht, daas der Potenzmittel- 
punkfc 3 aller Kreise dea Netzes zugleich Mittelpunkt von ist. 
Jedenfalls ist also mit dem Orthogen alkreis concentrisch. Dass 
aber beide zusammenfallen, ergibt sich in folgender Weise: Die 
Hessiane ist nach III, S. 220 der geometrische Ort fär die Spitzen 
aller in dem Netze enthaltenen Geradenpaare. Diese Spitzen rühren 
zum Theii von denjenigen ausartenden Kreisen her, welche durch die 
unendlich ferne Gerade und die ßadicalaxe irgend zweier Kreise des 
Netzes gebildet werden (vgl. S. 59), und zwar erfüllen sie dann, wie 
bereits erwähnt, die unendlich ferne Gerade; zum Theil rühren sie her 
von den in dem Netze enthaltenen circularen Geradenpaaren (vgl, (224)) 
uud erfüllen alsdann den Kreis 0, der somit ein Ort för die Gcenz- 
punkte aller dem Netze an gehör igen Kreisbüschel ist. Irgend ein 
Radius von ist daher, da der Mittelpunkt s Potenzmittelpunkt ist, 
als Tangente an einen (allerdings ausartenden) Kreis des Netzes zu 
betrachten. Mithin mnas der Orthogonalkrcis aller in dem NetKO 
enthaltenen Kreise sein, 

331, Die Directorkreise aller Kegelschnitte eines Ge- 
webes bilden ein Netz. 

Denn die Gleichung des Direetorkreises irgend einer Curve 

7,{u, u) E^ «y(M, u) + kt{n, «) 4- (*X(*^ «) = 

des Gewebes ist nach (29), S. 148 in den Parametern x, A, ^ linear. 

323. Die Direotorkveise aller einem Dreieck eingeschriebenen 
Kegelschnitte bilden ein Netz, dessen Hessiane aus der unendlich fernen 
Geraden und aus demjenigen Kreise besteht, für welchen das gegebene 
Dreieck Poldreieck ist. Nach (320) ist dieser Kreis zugleich Ortho- 
gonalkreis für alle Kreise des Netzes und nach (230) Ort der Mittel- 
punkte aller eingeschriebenen gleichseitigen Hyperbeln. 

Zu den dem Dreieck eingeschriebenen Kegelschnitten gehören als 
ausartende Gebilde die paarweise genommenen Ecken des Dreiecks; 
die zugehörigen Directorkreise haben die Seiten des Dreiecks zu Durch- 
messern und schneiden sich zu je zweien in den Endpunkten einer 
Höhe. Die Hohen sind daher Radicalaxen für Kreise des Netzes, der 
Höhen Schnittpunkt also der Mittelpunkt des Orthogonalkreises. Sind 
nun A, B, C die Ecken des gegebenen Dreiecks, A^, B^, 0^ die Fuss- 
ponkte der zugehörigen Höhen und ist FI der Höhenschnittpunkt, so 
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bestehen nach der elementaren Definition der Potenz (vgl. auch (251)) 
die Relationen 

KA ■ HA, = HB ■ HB, = HC ■ HC\ ; 
da ferner z. B. die Seite BC, auf welcher der Höh enfussp unkt A, ge- 
legen ist, mit HA^ einen rechten Winkel einschliesst, so sind A. und 
Ai, wie in der elementaren Planimetrie gezeigt wird, harmonische 
Pole in Bezug auf einen Kreis mit clem Mittelpunkte H und dem 
Radius p = YHA ■ HA^ . Nun ist aber HA ■ HA, auch gleich der 
Potenz des Punktes H in Bezug auf diejenigen Kreise, welche AA, 
zur Sclmittsehne haben und zu denen die über AC und AB als Durch- 
messern construirten Kreise gehören; daraus geht hervor, dass jener 
Kreis mit dem Mittelpunkte H und dem Radius p = YHA ■ HA, 
der Ortbogonalkreis des Netaea der Directorkreise ist. Für ihn sind 
A und A^, analog B und B,, sowie G und C^ conjugirte Pole, er 
hat daher in der That das gegebene Dreieck zum Poldreieck. Aus 
p^ = HA ■ HA-i folgt wieder wie in (TÖ), dass der Radius des Kreises, 
somit auch der Kreis selbst, nur dann reell ist, wenn HA. und HA, 
gleiche Richtung haben, d. h. wenn H ausserhalb des Dreiecks ABC 
liegt, wenn also ABC ein stumpfwinkliges Dreieck ist. 
Aus Vorstehendem folgt: 

323. Die Tangenten, welche von dem Schnittpunkte H der Höhen 
eines Dreiecks an die über den Seiten als Durchmessern construirten 
Kreise gezogen werden können, sind von gleicher Länge, und zwar 
eben so lang wie die Tangenten, welche von H an die D ire et ork reise 
der vier dem Dreieck eingeschriebenen Kreise gezogen werden können. 

324. Die Entfernung l des Schnittpunktes der Höhen eines Dreiecks 
von dem Mittelpunkte irgend eines dem Dreiecl: eingeschriebenen 
Kegelschnitts ist gegeben durch i^ '^ ß^ + («^ + 6^), wobei q den 
Radius desjenigen Kreises bezeichnet, für welchen das gegebene Dreieck 
Poldreieek ist, während a und h die halben Hauptaxen des ein- 
geschriebenen Kegelschnitts bedeuten. Dabei hat in a^ + 6^ das positive 
oder negative Vorzeichen zu stehen, je nachdem die Gurve eine Ellipse 
oder Hyperbel ist. 

Folgt aus (322) mit Rücksieht auf (229). Uehrigens erkennt 
man wieder sofort, dass die Mittelpunkte aller einem Dreieck ein- 
geschriebenen gleichseitigen Hyperbeln («^ — &^ = 0) auf demjenigen 
Kreise liegen, für welchen das Dreieck ein Poldreieck ist (vgL 164), 

325. Die Radicalaxe der Directorkreise von irgend zwei Kegel- 
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sehnitteD, die einem Dreieck eiogesehrieben sind, ist Direktrix für eine 
dem Dreieck eingeschriebene Parabel, 

Folgt aus (322) mit ßüekaieht auf (237) und (238). 

336. Die Directorkreiae aller Kegelschnitte desjenigen Gewebes, 
dessen Curven ein gegebenes Dreiseit zum Poldreiseit haben, weri3en 
von dem umschriebenen Kreise des Dreiseits orthogonal geschnitten. 

Wählt man als Dreiseit das Coordinaten dreiseit, so ist 
kV + hk,^ + fiw/ = 
die Gleichung des Gewebes; au den Curven des Gewebes gehören aneh 
die doppelt zu zählenden Ecken des Dreiseits nnd die zugehörigen 
Directorkreise bestehen aus dem von der betrefienden Ecke aus ge- 
zogenen circularen Geradenpaare, Der Orthogonal kreis des Netzes der 
Directorkreise muss auch diese Geradenpaare rechtwinklig schneiden, 
daher nach den Ausführungen zu (320) durch deren Spitzen gehen, 
also durch die Ecken des oben erwähnten Poldreiseits. 

32i. Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, *lie sich 
in irgend einem Kegelschnittgewebe befinden, liegen auf einem Kreise. 
(Vgl. (169).) 

Der Mittelpunkt jeder gleichseitigen Hyperbel kann nach (230) 
aufgefasst werden als der der Ourve zugehörige Directorkreis (vgl. 
(11), S. 59); die Directorkreise des Gewebes bilden aber ein Netz, auf 
dessen Orthogonalkreis also die Mittelpunkte jener gleichseitigen 
Hyperbeln liegen müssen. 

328. Die Directricen aller in irgend einem Kegelsclinittgewebe 
enthaltenen Parabeln gehen durch den Mittelpunkt des Ortbogonal- 
kreiaes aller Directorkreise des Gewebes. 

Jede Directris ist, zusammen mit der unendlich fernen Geraden, 
als Directorkreis der zugehörigen Parabel anzusehen; alle Director- 
kreise bilden ein Kreianetz, dessen Ortbogonalkreis also auch die 
Directricen der Parabeln rechtwinklig schneidet, d. h. diese Directricen 
müssen durch den Mittelpunkt jenes Orthogonalkreises gehen. Vgl. 
auch (320) und den Schluss von (306). 



329. Man nennt Polviereek') einer Curve zweiter Classe ein 
solches, bei dem zwei Paare Gegenseiten conjugirto Polaren in Bezug 
auf die Curye sind. Nach einem Satze von Hesse^) besteht alsdann 

1) Vgl. Reye: „Dlo Geometrie det Lage", S. Kuü., i. \Mh., 18S6, S. S20, 

2) Vgl, 8. 220 f. 
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Cui'ven 2. Ordnung diiroh Polvieiecko t'iiior Ciii've y. Clasey, 393 

auch Jas dritte Paar Gegenseiten ans coiijugirtea Polaren. Es gilt 
nun der weitere Sata'): 

Die Verbindungslinien der Ecken Ä, B, C eines Dreiecks mit den 
Polen a, h, c der gegenüberliegenden Seiten gehen durch einen und 
denselben Punkfe Z), der mit A, Jj und C ein Polviereck bildet. 

Sei niimlieh zunächst 1) der Schnittpunkt der Geraden Aa und 
Bi, so ist ABCD ein voilständiges Viereck, durch dessen Ecken die 
drei Geradenpaaro gelegt sind: BG und AB, CA und J9D, AB und 
GB. Die Geraden des ersten Paares sind conjugirt, denn AB geht 
nach Oonstruction durch den Pol a von BG\ ebenso sind GA und BB 
conjugirt, denn BB geht nach Oonstruction durch den Pol h von GA. 
Nach dem oben erwähnten Satze von Hesse sind alsdann auch die 
Geraden AB und OB des dritten Paares conjugirt, d. h. GB geht 
durch den Pol c von AB. 

Man construirt demnach irgend ein Polviereck, indem man drei 
Ecken A, B, G desselben willkürlich annimmt; durch sie ist die vierte 
Ecke B bestimmt, 

330. Wenn eine Curve zweiter Ordnung 

die zu einer Ourve zweiter Classe 7^=^0 conjugirt ist, durch drei 
Ecken A, B, eines Polviereeks ABCB von F = hindurchgeht, 
so muas auch noch die vierte Ecke D auf ^ = liegen^). 

Die Geradenpaare BG und AB, sowie CA und BB bilden zwei 
Curven zweiter Ordnung, zu denen die vier doppelt zu zählenden 
Punkte A = E7„^ B = ZJ^^ G = V/, B = Ua^ conjugirt liegen. Nach 
§ 26 muss daher die Gleichung der Curve zweiter Classe ^ = von 
der Form sein F(u,u) -^^ a^UJ -\- a^Uß^ ■{• a^Uy^ -\- a^Us^ , so dass 
die Bedingung der conjugirten Lage wird: 

[F, gi = o.[W, j] + a,lüf', s] + o.[P,", s] + «,[ K", gl - 0, 
wobei lUJ,g] zur Abkürzung gesetzt ist für 

S'll«!^ + 2i(js%«3 H h ?33«3^ 

und analoges gilt von den übrigen [Z7^, ^]. Nun ist aber nach Vor- 
aussetzung [üs^p] = [f^^i/] ^ [f//, J/] == 0, also muss, wenn nicht 

1) Vgl. Reye a. a. 0,, S. 231, sowie die S, 220 citiiio Arbeit von Hesse 
im Journal für die reino und angewandte Mathematik, Bd. 30, S, 303, Hr. 15. 1840. 



y Google 



394 Anbang zu g 32- afi, Nr. 33l>--331. 

«4 bereits Null ist (d. ii. wenn nicht die Ecken A, B, C hcreits ein 
Poldreieek von F bilden) auch 

verschwinden. 



* mit zwei Doppelpunkten. 
SSI. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner^): 
j,Der Ort einer Geraden G, welche in zwei gegebenen festen 
Kreisen A^ und Ü* solche Sehnen s und Sj bildet, deren Verhältniss 
irgend einen gegebeneu Werth li hat, so dass s : s, = Ä, ist allemal 
irgend ein bestimmter Kegelschnitt G^\ and alle auf diese Weise be- 
stimmten Kegelschnitte, wofern der Werth Ä nach einander alle Grössen 
durchläuft, bilden eine Curvenaehaar^), B((?^), mit vier (reellen oder 
imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten (11, li^, 8, 8i), und zwar 
gehören die gegebenen Kreise A^ und B^ selbst mit zu diesem Büschel, 
nämlich sie entsprechen heziehlieh den Werthen /c = und fc = (X>. 
Dem Wertho /c = oder s = Sj entspricht die Parabel ^^, welche 
den Mittelpunkt M der Centrale der beiden Kreise A^, B' zum Brenn- 
punkt und die Radicalaxe L zur Tangente im Scheitel hat. Dem 
Werthe h = a:b^) entsprechen beide Aehnlichkeitspunkte j und ^^, 
die zusammen eine epecielle G* sind." 

Der Mittelpunkt y des Kreises Ä^ hat von der Geraden G(m,c = 0) 

die Entfernung — — ^=, daher ist (-r-) = «^ — — r— \'i f^i' ^ 

als Mittelpunkt des Kreises B^ ist analog (-|-j = &^ ^ — --■ — ■ 

Setzt man A^ B^ a^p,/a>{ii, u) — u/, B^ ^ &^p/o(t(, u) — u/, so ist 
^5^^^ — ¥p/B^ = die Gleichung des gesuchten Kegelschnitts. Für 
variabele Werthe von ¥ stellt dieselbe offenbar eine gan^e Sehaar 
von Kegelschnitten dar. Dem Werthe 1ö = aih entspricht das Punkte- 
paar a^p^u,^ — Vps^Uy^ •= 0, welches aus den zwei Aehnlichkeits- 
puntten besteht, denn es liegt auf der Verbindungslinie der Mittel- 
punkte y und z. Der Werth ft = 1 liefert den Kegelschnitt: 
{a> - l^)p,fp,^aiu, ti)+p;'u,^—pHy^ = 0. 

1) ,Ue\jPi einige neup Beötimmuags- Arten der Curvon aweiter Ordnung nebst 
claraus folgenden neuen Eigenech iften derselben Cutven". Journal für die reine 
und angewandte Mathemati Bd 45, 8. 210, 1852, oder auch „Geaammelte Werke" 
Bd. 3, S 4G7 

S) Bei Steiner steht „einen Curvenbüschel". 

3) ff und 6 sind die Eadien von A^, bezw. B^. 
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Brennpniilite oines speoiellon Kogelsclinittgewubos. 395 

dessen Brennpunktepaav pifn^ — P^^^iif ^ nach (12) aus dem Mittel- 
punkt der Strecke ys aaü aus dem imendlich fernen Punkt der Centrale 
besteht; dieser Kegelschnitt ist daher eine Parabel, deren Aso mit der 
Centrale zusammenfsült. Auch die Radicalaxe der beiden Kreise Ä^ 
und B^ ist eine Tangente der Parabel, denn für die Radicalaxe ist 
jedenfalls s = s^ , daher 7s = 1 ; da diese Gerade auf der Centrale, 
also auf der Axe der Parabel normal steht, ist sie die Seheiteltangento. 
Bei beliebigem Werthe von k hat der Mittelpunkt des Kegelschnitts 
die Gleichung h^p,jU, — fiMs = 0; das eine Brennpunktepaar ist ge- 
geben durch Js^p/uJ' — Pi^v/ = 0, liegt also harmonisch zu den Mittel- 
punkten der beiden Kreise. Allerdings stellt diese letzte Gleichung 
das reelle Brenn punktep aar nur dann dar, wenn k^ positiv ist, d. h. wenn 
s^ und s/ gleichzeitig positiv oder gleichzeitig negativ sind oder mit 
anderen Worten: wenn die Gerade, welche die Sehnen s und s^ bildet, 
die Kreise Ä'^ und B^ beide reell oder beide imaginär trifft'). 

Will man den Ort der Brennpunkte aller Curven der Schaar 
Pi^J? — fc^jjji^B^ = haben, so ist diese Gleichung, ähnlich wie es 
bei einem einzigen Kegelschnitte schon 8. 113 geschah, zusammen- 
zustellen mit dem imaginären Kreispuuktepaare (o{ti,ii) = Q. Man 
erhalt hierdurch das Kegelschnittgewebe 

x{a^p/m{u,u)~'U/] p/ --lJs:^h^p,^o}{u,u)~u,^] p/-\-Hw(u,u)=0, 
das gleichbedeutend ist mit dem Gewebe xu/-\- lu^^ -^ iia){ji,uj = 0. 
Die Punktepaare desselben, also die Brennpunkte der oben betrach- 
teten Sehaar, liegen nach VI, 8. 228 auf der Cayley'sehen Curve dea 
Gewebes, welche nunmehr in die Verbindungslinie ys und in den- 
jenigen Kegelschnitt zerfällt, von welchem an das Punktepaar y, s 
und an o(i(, w) = harmonische Tangen tenpaare gezogen werden können. 
(Dies folgt durch dualistische Uebertragung aus (317)). Die von 
einem Punkte des eben genannten Kegelschnitts nach y und s ge- 
zogenen Geraden müssen also einen rechten Winkel oinschliessen, 
d. h, die Curvo ist der Über der Strecke yz als Durehmesser er- 
richtete Kreis. 

Durch das Vorhergehende sind, mit Rücksicht auf die Gleichung 
Jc^PyU:, — pe-Uy = des Mittelpunktes von fr^, die nachstehenden Sätze ^) 
bewiesen: 

1) Die Grösse fc' ist offealiiir negaÜT, wenn der eiae Kreis in i-eellen, der 
andere in imaginären Punkten getrofEea wird. In äbnlioher Wtise gilt die am 
Schlüsse von (193) für den Fall eines positiven l'' abgeleitete Gleichnng auch 
dann noch, wona J,* negativ ist, d. h. wenn die Potenz des Punktes x negativ wird, 

2) Steiner a, a, 0. In dem angeführten Satie sind die Mittelpunkte der 
zwei gegebeneu Kreise mit A und B bezeichnet; ihre Verbindungslinie mit X. 
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396 Antaiig zu g 23 --36. Kr. 331—^34. 

„Die Mittelpunkte der Ortscurvea, B{Q-^), Hegen EämmtHch in 
der Äxe X, auf welche zugleich auch je eine Ase von jeder Curve 
fällt. Ob die erste oder zweite Äse der Ourve auf X fällt, hängt 
davon ab, ob ihr Mittelpunkt jenseits der Strecke AB, oder ob er in 
dieser iStrecke liegt. Dadurch scheiden sich die Curven in zwei Ah- 
theilungen, etwa Gr(G^j^) und Gr{<3r^). In Hinsicht der Brennpunkte 
dieser beiden Grruppen hat es folgende Bpwandtmsa 

Die Brennpunkte der OriG^) IiPgen in dei Ase X und jedes 
Paar Brennpunkte f und f^ ist eu den Punkten -t und B zugeordnet 
harmonisch. Dagegen liegen die Brennpunkte der Gr{G^') in dem 
Kreise M^^ welcher die Strecke ÄB = 2c zum Durchmesser hat, so 
dass jedes Paar Brennpunkte zugleich die Endpunkte einer zu diesem 
Durchmesser senkrechten Sehne des Ivieises sind ' 

332. „Die Tangenten jedes Kegelschnittes Cf^, welcher mit zwei 
Kreisen ^ und B^ vier reelle oder imaginäre Tangenten gemeinsam 
hat, bilden in diesen Kreisen solche Sehnen s und Sj , deren Verhaltnisa 
constant ist, d. h. für alle Tangenten denselben bestimmten Werth 
Ü! hat".^) 

Folgt aus der Gleichung des Kegelschnittes G", die von der Form 
sein muss A? — KB^ = 0; man hat nur in diese Gleichung auf Grund 
der schon in (331) benutzten Formeln die Grössen s^ und s^ ein- 
zuführen. 



lieber Kegelschnitte, die Bwei andere doppelt hwrixJireiu 

(Netze und Gewebe mit awei Doppelgeraden, 

bezw. Doppelpunkten.) 

Soll ein Kegelschnitt h{x,x)^^(i zwei andere f{x,x) = und 

g(x,x) = doppelt berühren, so muss es gerade Linien üs = und 

tOx = geben der Art, dass 

}i(x, x) ^ f{x, x) + v^^ und h{x, x) ;^ Igix, x) + w^, 
d. h. man hätte f — Xg ^ w^ — «^^ ^^ {Wx + ^",1) (iVx — 'V^)'-, es müssen 
. somit die Geraden v und w durch die Spitzen eines der drei Geraden- 
paare gehen, welche in dem Büschel f—~Xg = enthalten sind, und 
ausserdem müssen v und w zu dem betreffenden Geradenpaare har- 
monisch liegen. Den drei Wurzeln i-ifX^j^g der kubischen Gleichung 
(4), S, 132 entsprechend gibt es somit drei Systeme von Berührungs- 
curven. Mit Rücksicht darauf, dass nach (17), S. 13S die Spitzen der 

1) Steiner a. a. 0. 
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Drei Systeme Kegelschnitte, die awei gegebene Kegeleolin. doppelt berülireii. 397 

drei in f — lg = entlialtenen Geradenpaare für jede Curve des 
Büseliels ein Poldreieek bilden, folgt der Satz von Steiner^j: 

333. „Die gesammten Kegelschnitte G^, welche beide gegebenen 
Ellipsen^ A^ und B^ doppelt berühren, zerfallen vermöge ibrer Be- 
ziehung zu den drei Polen x, y und s in drei verschiedene Schaaren 
8{GJ^, S(C,/) und S{C.^), welche sich jedoch im aligemeinen gleich 
verhalten nnd gleiche Eigenschaften haben, so dass wir der Kürze 
halber nur von der einen Schaar, etwa von S{GJ) zu sprechen brauchen," 

„Berührt eine Curve GJ' die Ellipse A^ in den Punkten p und jj^ 
und die Ellipse B^ in den Punkten g und g^, so gehen die Berührungs- 
sebnen pp^ und qq^ durch den Pol x und sind allemal zu den Gegen- 
seiten i£ und Sj zugeordnet harmonisch." 

Auch die ünibehrung dieses Satzes wird von Steiner aufgestellt; 

334. „Zieht man durch den Pol x irgend zwei zu den Seiten K 
und Hl zugeordnete harmonische Gerade, etwa G und H, so achneiden 
sie die Ellipsen A^ und Jß^ beziehlich in solchen Punkten pp, und qq^, 
in welchen dieselben von einer Curve G^^ berührt werden; und ferner 
schneiden sie verwechselt, M die A^ und G die 3^, in solchen Punkten 
j)", p^ und g**, gj", in welchen A^ und B^ von einer anderen Curve CJ 
berührt werden." 

Ist nämlich / — l^(/ = K • ^^, so wird auch gleichzeitig für be- 
liebige Werthe ft und v: 

oder miin hat 

4p.-/- + (pl - .S,)> = 4,.r A.s + C-X + «SO- 
und 

4„,,/-~fr? + .^,)-3 4^rf!, -(.»■ .l:,)' 
Hierbei smd }i\ — ;- 1^ = und fi 1^ -^ i/lj ^ il die oben mit Cr und H 

1) Ällgemeinel fciacliting ile njniei loijelfbe ah ende K gelsi-liaitte 
Journal iur die reae und ingewandto Jlatheimtik Bd 45 & 213 1BB2 oder 

GeBsjnnielte Weike Bd 2 S 472 Iq dieser Abhandlung finden Eioh auch die 
üliigen &ätze die im kolg nden zwischen ADfdhrnugazPid en geeeiat sind Die 
wihie Qiellp aus der "^teinei eema Sätze gesi.höii't hat düiffce jedoch n cht 
die Theorie der Kegelsohn ttu'-tai, aoin sonlein -wie dia Austuhmngen des Herrn 
W Fiedlei treffend zeigpn dl Methode der Ip^criptiven deometrie 1 eigleiclie 
W Fiedlei Ueber die DuichdriBgung gleichaeitigei Rotit on'hypeiboloide von 
pj,ialleleii Axen Acta Müthematica Bd 6 "^ 331—408 1884 

2) In Bezug auf den hier gcnai oitirteii Wiitlaut Steine möge hetneikt 
weiden dass n^ch der Bmleit rg ai die e Nummei im Folgen Ipn ( äS3 |34 ) 
st tt le Ell isen A und B' i nenl zwei K gckch ntt „esPtzt wo 1 i kdu leii 
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398 Antang KU § 22-26. Nr. 334—340. 

bezeichneteu Geraden. Es bedarf wohl keiner näheren JÜrläuterung, 
wie mit den beiden letzten Identitäten die Steiner'aclie Behauptung 
erwiesen ist. 

Ist X die Ecke des gemeinsamen Poldreiecks der Kegelschnitte 
f = und 3 = 0, in der sich 3£ und ^^ schneiden, und ist X die 
Gegenseite dieser Ecte, so zeigt die Form A^vf -j- ((i3£ — vl£^y = 
der Gleichung irgend eines der doppelt berührenden Kegelschnitte die 
Riehtiglteit des Satzes: 

336. „A-Ue Gurven d? haben gemeinschaftlich x und X zu Toi 
und Polaren." 

Auch kann man zeigen: 

336, „Von den gemeinschaftlichen Seeauten je zweier Curven CJ 
geht immer ein Paar, etwa G und H, durch den Pol x, uud sie sind 
allemal zu ;£ und S^ zugeordnet harmonisch." 

Zum Beweise werde gesetzt 

♦ (ft ..) = ii^vf + (^X - »!,)' r= ifvi^g + (.-S + vSJ' ; 
sind (ii, Vj willkürliche Parameter, ao ist alsdann 

und zufolge dieser Identität stellt jedenfalls jift^^^ — vv^^,^ = ein 
Paar gemeinschaftlicher Secanten der Kegelschnitte ij!(ji,v)^0 und 
T;j((t,,v^) = dar, und zwar geht dieses Paar durch den Schnittpunkt x 
von X mit 3;, und liegt harmonisch zu dem Paare '£, ^^. 

337. „Die acht Berührungspunkte je zweier Gurren C^^ mit den 
Ellipsen Ä^ und B^ liegen jedesmal in irgend einem Kegelschnitt D^." 
Zunächst werde als Abkürzung eingeführt W = fK, S,^ == V, 
2f — 2£2£i ^ SAiß' -[- ^3£i ^ B, wodurch man erhält 

■i^(ft, v) = (t^A + 2iivB + v'-r. 
Ferner gilt nun die Identität 

(A(i' + 2B(iv -\- rv^)(A(ti^ + SEftiV, + rv.o 
_[(A^ + B,.);^, + (B(^ + rv)v,r^(Ar - B^iiiv, - ^.vf 

daher 

s (Ap' + 2Bf,v + rr-)(Aft> + aBf.,r, + fr.') + 4 J.frr, - ftr)Yä. 
Dieee Identität zeigt nicht nur, dasa die acht Berührungspunkte der 
Kegelschnitte ^(fi, v) ■= und ^((*ij*i) = mit f=0 und ^ = 
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Kegelschnitte durch zwei Paav Becührungspankte. B99 

auf dem Kegelscliuitt (Aji + Bi');*^ + (Bf* + rv)vi = liegen, son- 
dern sie liefert auch (bei gleicher Bezeichnung wia in (Si33)) die Um- 
kehrung: 

'6'AS. „Legt man durch die vier Berührungspunkte p und p-^, 
q und qi irgend einen willkürlichen Kegelschnitt D'^, so schneidet er 
die gegebenen Curven Ä^ und if^ in vier solchen neuen Paukten p" 
und Pi^j q" und q^", in welchen dieselben von einer anderen Curve CJ 
berührt werden.'") 

Sind »■, s, tj u die vier SclinittpunMe der Kegelschnitte /= und 
(/ = 0', so gilt ferner der Satz: 

339. „Jede vier Berührungspunkte ß, p^, g, ^j liegen einerseits 
mit den Ecken r und s in einem Kegelachnitte, etwa M^, und anderer- 
seits mit den Ecken t und m in einem Kegelschnitte M^^." 

Dieser Satz ergibt sich mit Hilfe der Identität 

vermöge deren rechts T eliminirt ist, und ganz analog könnte man ver- 
fahren, um A zu eliminiren. Die Gleichung (jiVj + f|V)A-f- 2i'i'^B^0 
des Kegelschnitts M^ zeigt nun, dass derselbe durch die Schnittpunkte 
von K mit B = 0, also durch die Punkte r und s geht; andererseits 
liegen, wie die linke Seite der Identität zeigt, auf SP auch die Schnitt- 
punkte zweier Kegelschnitte ]^(ft, v) == und ^((tj, Vj) = 0, die f und 
g doppelt berühren. 

Da überdies A = X^, B = 2f — i£t£i = /' + ylif;, so berühren sich 
auch alle Ourven M^ in den Punkten r und s, und zwar sind die 
gemeinschaftlichen Berührungstangenten 3t und @ die Tangenten des 
Kegelschnitts f-\-^j^g = in seinen Schnittpunkten mit S = 0,^) 

Man hat daher den Satz: 

340. ,,Die gesammten Kegelschnitte M^ berühren einander in den 
Punkten r und s, so dass sie daeeibat gemeinschaftliche Berührungs- 
tangenten, etwa 5R und © haben mit der gemeinschaftlichen Berührunga- 
sehue rs = 3£ und somit einen speciellen Curven-Büschel, li(M^), 
bilden." Analoges gilt natürlich von den Kegelschnitten M^^. 

1) Die Willkürlich keit des Kegelschnitts 1)'^ tritt in seiner Gleichung dadurch 
/n Tage, daaa sie den Parameter jij : ^, enthält. 

2) üebor die geometrische Bedeutung des Kegekchnitts f -\- )., ij = 
vgl. (218). 
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400 Anhang zu § 22—56. Kr. 341— 34S. 

Ein weiterer Satz benutzt das Vierseit, welches liui'cli die yier 
gemeinsamen Tangenten R, S, T, U der Kegekchnitte f= and (/ = 
gebildet wird; er lautet: 

341. „Werden zwischen je zwei Paar zusammengehörig er Be- 
rülirungspunkte p und pj^, q und q^ die vier Wechselaehnen pq, pq^, 
p,q und jp^g'i gezogen, so berühren dieselben iasgesammt einen be- 
stimmten Kegelschnitt, etwa X^, welcher dem Vierseit BSTU ein- 
geschrieben ist und auch die zwei Gegenseiten X und 36j berührt 
(indem die letzteren, sowie die Tangenten R, S, T, U specielle Wechsel- 
sehnen sind)." Die Gfieichung von X^ ist F(ii,ii) — X^^ G (u, u) = 0, 

Die Gleichungen der Kegelschnitte durch awei Paare Berührungs- 
punkte sind nach (537) von der Form siA 4- IB -j- (^T = 0; diese 
Curven bilden daher ein specielles Netz, und die oben genannten 
Wechselsebnen sind Geraden, die dem Netze angehören. Nach VI, 
S. 222 umhüHen dieselben die Cajle/sche Curvc des Netzes, welch 
letztere im vorliegenden Falle, da A = K^ == und F = S^^ ^ 
Doppelgeraden darstellen, nach (317) aus dem Schnittpunkte x dieser 
beiden Geraden und aus dem harmonischen Kegelschnitte zu irgend 
einer Curve des Netzes, etwa B •= f-\- l^g, und zu 3:K,=/' — X,g 
besteht. Die Gleichung des harmouisehen Kegelschnitts wird 

n«, »)-»,'(?(.., »)-.0i 
daher sind die Geraden des speciellen Netzes xA -\- kB -\- (i.r = 
zum Theil Tangenten von F — l^^G = 0, zum Tbeü gehen sie durch 
den Punlit x. Die Curve F — l^^G- = berührt, wie ihre Gleichung 
zeigt, die vier gemeinsamen Tangenten M, S, T, U von f=0 und 
g = Oj und als harmonischer Kegelschnitt zu f — l^g =0 und 
/■ + A, 3 = berührt sie nach S. 144 auch die in deren Schnittpunkten, 
den Grundpunkten des Büschels, gezogenen Tangenten von f -\- l,g = 0; 
ferner berührt sie das Geradenpaar f — X^g = 0. 

Die Hessiane des Netzes doppelt berührender Kegelschnitte S{Cx) 
besteht nach (316) aus dem Geradenpaare S, S, und aus der in Bezug 
auf irgend eine Ourve des :Netzes genommenen Polaren des Schnitt- 
punktes X von S und ^,. Mit Hilfe von SVII, S. 232 und unter 
Rücksicht darauf, dass F — Ai^G = von Weebaelsehnen berührt 
wird und einen Bestandtheil dei Cajley sehen Curve bildet, folgt: 

34-3. Der Berührungspunkt jedei Wechselsehne mit dem Kegel- 
schnitt JC^ liegt harmoni&ch za den Schnittpunkten dieser Wechsel- 
sehne mit dem Geradenpaaie \, \^ und mit der Polaren des Punktes x 
in Bezug auf irgend einen der doppelt beiührenden Kegelschnitte C^'^, 
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Kegi;liiclmitie, die Kwei Ki-eise doppelt berühren. 401 

Nach diesem allgemeinen Satze berichtigen aich einige Angaben 
Steiner's, die bereits von Herrn Schar als unrichtig erkannt worden 
sind^). 

Aus den Sätzen (333) bis (342) folgen leicht die entsprechenden 
für diejenigen Kegelschnitte, welche speciell zwei Kreise 
doppelt berühren. Vor Allem ist hier aber zn bemerken, dass von 
den drei Systemen S(G/), S(C/), S(C/) eines im Vergleich mit den 
beiden anderen besonders ausgemehnet ist, indem eine Ecke x dee 
gemeinsamen Poldreiecks der beiden Kreise f=0 und g = nach 
(224) in Richtung der Radicalaxe im Unendlichen liegt, während die 
beiden anderen Ecken y und s zugleich die Grenzpuukte des Büschels 
von Kreisen f — Xg ==Q sind. Wir wollen der Kürze halber auf die 
den früheren Sützen entsprechenden jetzt nicht näher eingehen, son- 
dern verweisen auf die betreffende Abhandlung von Steiner^). Nur 
die nach (341) von den Wechselsehnen umhüllte Curve, sowie den 
Ort der Brennpunkte aller Kegelschnitte, welche die zwei Kreise doppelt 
berühren, wollen wir noch etwas näher betrachten, und zwar für das- 
jenige System doppelt berührender Kegelschnitte, dessen Berührungs- 
sehnen nach (333) durch den im Unendlichen gelegenen Pol x gehen, 
also zur Radiealaxe parallel sind und von ihr gleich weit abstehen. 



die Gleichungen der zwei Kreise mit den Mittelpvmkten y, bezw. s 
und den Radien r, bezw. s; alsdann ist nach (1.B0) und {IS'2) 

ß.Y — i>/S' = 
der Ausdruck für das Product aus der Eadicalaxe und die unendlich 
ferne Gerade; die bisher mit A^ bezeichnete Grösse besitzt also den 
Werth Py^ : p,^. Ferner wird 

F(u, u) - rft' [«,' - .V"(«, «)], e(«, •') - «?.' [«.' - «'?.'»(«,»)]; 

für den nach (341) von den Wechselsehnen umhüllten Kegelschnitt 
F — Ai^G = erhält man somit die Gleichung 

j)/ V — p/uj' —Py^pj'ir'' — s^)(o(!!, m) = 0. 

1) Vgl. Steiner's gegammelte Werke, Bd, 2, S, 740. 

2) „Ueber einige nene BeEtimmangs- Arten der Carven awoiter Ordnung nebet 
daraus folgenden neuen Eigene et allen derselben Curven." Jonmal für die reine 
tind angewandte Mathematik, B^. 45, 8. 196 fl',, 185H, oder „Gesammelte Werke", 
Bd. 2, S. 454 ff. 
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Man erkeuat sof'ortj dass die Breanpuakte i3iesev Curve gegeben sind 
durch p,Uy + Pj,n, = 0, wobei pAfp -\" ?„«*! = nach (12) den Mittel- 
punkt der Strecke yz darstellt, wälirend ß^Wj, — Pyth'=0 auf der ge- 
meinsamen Centrale der awei gegebeneu Kreise im Unendlichen liegt. 

Hieraus geht hervor, dass der Ort der Wechselsehnen eine Parabel 
X^ ist mit der Centrale der «wei Kreise als Ase und mit der ßadical- 
axe als Selieiteltangente; übrigens würde dies rein geometrisch aniih 
daraus folgen, dass die Curve F— ki^G--^ von den Geraden j£ und S^ 
des Paares f — i.^g = berührt wird. 

Ans (342) ergibt sich ferner: 

344, Der Sclmittpunkt m einer Wechseisehne tv mit der Radieal- 
axe S, liegt in der Mitte zwischen dem Berührungspunkte der Parabel 
X^ mit dieser Wechseisehne und dem Schnittpunkte von w mit der 
Centrale. Da die Radicalaxe zugleich Scheiteltangente der Parabel X^ 
ist und der Mittelpunkt M der Strecke yg den Brennpunkt bildet, so 
folgt mit Rücksicht auf (23), S. 186: Die Normale., welche vom 
Punkte M auf eine Tangente der Parabel X^ gefällt wird, trifft die- 
selbe in dem mit m bezeichneten Punkte; es ist klar, wie man hier- 
nach umgekehrt beliebig viele Tangenten von X" construiren kann. 
Da der Kegelschnitt X^ mit den zwei Kreisen f^O und ^ = nach 
(341) vier Tangenten gemeinsam hat und eine Parabel ist, erhält man 
mit Hilfe von (332) und (331) den Satz: 

M5, „Jede Wechseisehne bildet in den gegebenen Kreisen gleiche 
Sehnen; d, h, schneidet z, B. die Gerade pq die Kreise A^ und B^ zum 
zweiten Mal, etwa in den Punkten p° und q'', so ist stets die Sehne 
PP" = m"" ') 

Betrachten wir nun noch die Brennpunkte derjenigen Kegel- 
schnitte, welche die zwei Kreise A^, S^ doppelt berühren. Geht man 
von den Gleichungen der Kreise F(ti, u) = 0, (?(«, u) = in Linien- 
coordinaten aus, so ist die Ableitung der Gleichung des die beiden 
Kieise doppelt berührenden Kegelsehnittsystems genau analog zu dem 
froher (S. 398 ff.) betrachteten allgemeinen Falle bei Punktcoordinateu. 
An Steile des Geradenpaares f—X^g = tritt jetzt ein Punktepaar 
F~ K'G= 0, das auf der Centrale ys liegen soll. Aus den oben 
angegebenen Ausdrücken für F und G findet ma.n leicht A'== r^p/ : s^j)/ 
so dass 
^Pi^F(u, u) — r^p,/G{u, n) = f) oder -cp,/p^^(s^pj^u,/ — r^p,/u/) = 
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dieses Puoktepaar darstellt; es gehört der Schaar von Kreisen F — Äff =0 
an und besteht aus dem Sclmittpankte der zwei äusseren, andrerseits 
dem der zwei inneren Tangenten der Kreise 7^=0, (? = 0, d.h. 
F — X'Q =0 repräsentirt die zwei Äehnlichkeits punkte von Ä^ irad W-. 
Wir wollen für dieselben als Abkürzung einführen 

»(^ ^ {sp-Aiy + ffyul) <= 0, )[„ ^ {sp^tig — rpyU^) = 0, 
so dass F — f.'6- gleichbedeutend wird mit rp^^Ps^u^ • m„. 

Wir führen nun mit Steiner die Definitionen ein: „Die Berüh- 
rungstaitgenten der Curve G^ und der Kreise A^ und B^, d. h. diejenigen 
Tangenten, welche in den Punkten p und p^, q und gi zugleich die 
Curve und die respectiven Kreise berühren, sollen P und Pj, Q und 
Qj beissen," 

„Der Schnitt PP^, d. h. von P mit F^, heisse p, unil der Schnitt 
QQi hejsse p^; ferner mögen die Wechselschnitte FQ und F^Q^, FQ^ 
uud F^Q beziehlieh durch q und q^, r und Tj bezeichnet werden, so 
dass also ^l und ()^, q und q^, t und tj die Uegeneckeu des vollstän- 
digen Vierseits FF^ Q Q, sind." 

Alsdann folgt dualistisch zu (341) der Ort für Wechselschnitte, 
indem man zu F(u, Jt) und G(m, u) die Ausdrücke iu Punktcoordinaten 
f (iE, ic) und q{x,x) herstellt und alsdann | — A'^g = bildet. Natür- 
lich sind ^{x,x) und q{x,w) den früheren f{x,x) und g(x,x) propor- 
tional, nämlich ^x, a;) = — x''r^p/'f(x, x), ^{x, x) = — r^s^p/'g{x, x), 
daher wird f — i'^g = gleichbedeutend mit 

und diese Gleichung repräsentirt nach (181) den über der Verbindungs- 
linie der beiden Aehnlichkeitspunkte als Durchmesser construirten 
„Aehuliehkeitskreis". Wie nach (341) die WechseJsehnen zum Tiieii 
Tangenten von F — A/Cr = sind, zum Theil durch den Punkt x 
gehen, so Hegen jetzt die Wechselschnitte );), p, auf der Centrale X, 
die Wechselschnitte q, q,, r, r, auf dem Aehnlichkeitskreise ^ — X'^q = 0. 
Der zu i!(fi, v) = p^A + 2f*i'ß + v^r == in (337) duahstische 
Ausdruck liefert nun das System doppelt berührender Kegelschnitte; 
um ihn zu erhalten ist an Stelle von A = 3£^, T = ^/, B =/■+ Ajjr 
in (337) bezw. zu setzen 

Um", «»^ s>,V/ -f r^/w/ — 2r^s^py^p,^co(n, tt) , 
welch letzterer Ausdruck gleichbedeutend ist mit F -j- l'G. Werden 
•an Stelle von u.j und u^ die Ausdrücke «^ und «„ eingeführt, so ergibt 
sich für das System doppelt berührender Kegelschnitte die Gleichung 
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404 Anhang zu § a3- «(j, Nr. 345 -Sia, 

Diese Ciifven gehöi'eu also dem System au 

iiitj' -\~ k'u^ + (t'ß>(M, u) = 0, 
d. li. eiaem specieJlen.Kegelsehmttgewebe. Ein älinliches Gewebe ü-at 
bereits in (331) auf; dort wurde auch gezeigt, dass die Cayley'sclie 
Curve der Ort für die Brennpunkte der einaeluen Curven des Gewebes 
ist und aus der Verbindungslinie der zwei Punkte z% und «„, sowie 
aus dem über mn als Durchmesser construirten Kreise besteht: 

346, Es liegen also die Brennpnnkte der das obige Gewebe bil- 
denden doppelt berührenden Kegelschnitte znm Theil auf der Centrale, 
zum Theil auf dem Äehnlichkeitakreise. Die Gleichung des Gewebes 
zeigt übrigens noch, dass die in ilira enthaltenen Punktepaare 
"ti'iim 4" ^' tin = 0, d. li. die auf der Centrale X befindlichen Wechsel- 
schnitte p und |jj ku den swei Aehnliehkeitsp unkten harmonisch ge- 
legen sind. 

Bezüglich weiterer EinzeJheiten sei nochmals auf die oben citirte 
Abhandlung von Steiner verwiesen. Uebrigens ist durch die Ergeb- 
nisse der Nummern (333)— (346) in Zusammenhang mit (193) und 
(194) der allgemeine Theil der Steiner'schen Arbeit erledigt. Man 
hat nur zu beachten, dass in (334) mit Rücksicht auf S. 324, Zeile 14 

zu setzen ist Afiv = v- -^, v = P (daher ft = j =1, ferner S, =--_Px, 

fj,3E = ifj. 



Breäiiipunktcurvö Jiir die einem Vieraeit elagesclirieljeniän Kegelsolmitte. 
Es sei Kip{U; u) -|- li!?{u, m) =^ die Gleichung der einem Vierseit 
eingeschriebenen Kegelschnittschaar. Aehnlich wie in (331) folgt als- 
dann, dass die Cayle/sche Curve des Gewehes 

K(p(tt, n) -|- A^(m, u) -f- (iej(M, u) = 
der Ort der in dem Gewebe enthaltenen Punktepaa.re, also der Ort für 
die Brennpunkte der genannten Schaar ist. 

341', Die Hessiane des Gewebes wird nach lil, S. 226 von den 
Trägem der Punktepaare, d. h. von den Axeu aller Kegelschnitte der 
Schaar umhüllt. Ferner gelten wieder alle aus § 22 — § 26 folgenden 
Sätze über Kegelschnittgewebe, nur ist zu beachten, dass nunmehr daa 
imaginäre Kreiepuuktepaar o(tt,M) = dem Gewebe angehört. Da 
nach (38), S. 240 die Cayley'sche Curve identisch ist mit der Hessiane 
des eonjugirten Netzes, so lässt sich z. B. Satz V, S. 222 anwenden, 
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und zwar wuide dkdann folgen, dass die in dem Punktepaar 
üj(m, ti) = ^e^ogenen imagiüäreD Asymptoten der Cayley'scben Curvö 
dritter OidnuH^ uich m einem Punkte q dieser Curve schneiden, der 
coiijugiit M zu dem leelleo, dritten Schnittpunkte x der unendlich 
fernen üeraden mit dei Curve. Hieraua geht hervor, daes q den im 
Endliehen gelegenen Brejinpunkt, % den unendlich fernen Brennpunkt 
der einzigen Parabel darstellt, die in der K eg el sehn ittsch aar ent- 
halten ist^). 

Eine weitere Eigenschaft der Brennpunktsourve Cg ergibt sich 
aus XIV, S. 231, wenn wir wieder die Cayley'sche Curve als Hessiane 
des conjugirten Netzes auffassen. Hiernach bilden die Strahlen, welche 
irgend einen Punkt von Cj mit zwei conjugirten Polen verbinden, eine 
Involution, und «war sind die Doppelstrahleu dieser Involution nun- 
mehr zu einander rechtwinklig, da die imaginären Kreispunkte unter 
den conjugirten Polen enthalten sind; daraus folgt, dass alle Strahlen- 
paare der Involution dieselben WinkelhaSbirenden besitzen. Man erhält 
somit nachstehenden Satz von Schröter^): 

348. „Zieht man von irgend einem Punkte a der allgemeinen 
Brennpunkts curve Cg zwei Strahlen nach zwei beliebigen andern Punkten 
derselben b und c und nach den conjugirten ß und y, so ist allemal 
^ hac => -^ J^öy", oder diese beiden Winkel ergäuzen sich zu zwei 
Rechten. 

Der letzte Zusatz aber die Ergänzung zu zwei Rechten findet sich 
allerdings bei Schröter nicht. Doch folgt aus dem eben erwähnten 
Satze, wie Schröter zeigt^), das Theorem von Steiner^): 

349. „Sind a und k, 6 und ß, c und y die Brennpunkte irgend 
dreier demselben Vierseit eingeschriebeneu Kegelschnitte, so findet 
zwischen ihren gegenseitigen Abständen allemal die R-olation statt. 



Zufolge des Hesse'schen Satzes IV, 8. 220 kann mim sich näm- 
lich leicht drei conjugirte Polepaare construiren; bilden die Punkte 

1) Vgl. Schröter: „Uobei' eice besondere Curve 3*™ Ordnung und eine 
eicfaehe Eraeugungeart der allgemeinen Curve 3'" Ordnung". Math, Atiaalet), 
BU. 6, S, 58, 1871. 

2) „Üe"b6r Curven dritter Ordnung". Muth, Ännalen, Bd. 6, S. 87, 1873. 

3) A. a, 0, S. 88. 

4) „Lehrsätae". Journal für die reine und angewandtii Mathematik, Bd. 45, 
S. 180, 1853, oder „Gesammelte Werke", Bd. 2, B. 43t. 
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ff, 6, t ein Dreieck, so liegen alsdami ilie zugehörigen conjugirteu Pole 
a, ß, Y auf einer und derselben Geraden, und zwar ausserdem a auf 
der Seite &c des Dreieeka, ß auf cß, y auf ßö. Man hat alsdann 





«y sm{«P7) «y s 


m(a6y) 


t Rücksicht auf 






Bin (fflfte) = sin («?'}'), 


wiu («(Je) --- sin («/a;-), 




sin (if)«c) = sin {ß<!Ly), 


«iü(|ia.):=^.^si..(ö«r) 





die SteiTier'sclie Kelation folgt, 

350. Zur Ableitung der Gleichung der Brennpunktseurve kann 
man noch folgenden Weg einschlagen. 

Sind 5a; = 0, »'s! = 0, s,, = 0, ij; = die vier gemeinsamen Tan- 
genten alier Kegelschnitte der Schaar «'^(m, «) + A'^(m, m) = 0, so 
repi-äsentirt die Gleichung 

^q.^ 4- ^r,} + ^s^ + vl^' = 
im Verein mit 

»c»(5, i) + l<o(r, r) + fmis, s) + ^»((, 1) - 
das zu dem Gewebe x'fp(it, u) + J,'^(w, «) + f('(o(«i, «) = eonjugirle 
Kegelschnittnetz; denn jede Curve des Netzes Hegt conjugirt ku 
9(m, m) ^ 0, zu ip(ii,ii) = und eu cj(m,m) = 0, also zu jedem Kegel- 
schnitt des Gewebes. Die Hessiane dieses Netzes ist, wie bereits 
oben erwähnt, identisch mit der Oayley'schen Gurve des Gewebes, 
d. h. mit der Brennpunktscurve für die dem Tangentenvier seit ein- 
geschriebene Kegelschnittsehaar. Bei Ableitung der Gleichung der 
Hessiane hat man zu beachten, dass diese Carve der Ort für die 
Spitzen aller Geradenpaare des Netzes ist; daher müssen die drei 
Gleichungen bestehen : 

xq^qi + kr^n + fts^s, + vtji = 0, (« = 1, 2, S), 
und hierzu tritt noch die Relation 

i(eo(g, q) + l(o(r, r) + fiflj(s, s) + v€a{l;, i) -= 0. 
Bei Ehmination yon x, X, (i, v erhält man für die Hessiane die Deter- 
minante vierten Grades 

1 (Ml r^n SjSi tJi I 

I gojffs f^r^ SsSa 4's I 

'. 2^:23 »"ij^'s s^cSa 4^3 ' ' 

i«>(9,2) «(',') »(«,») »(»,() 
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Zwei Cui'ven, von wololiün iiva Kwoi Stvecken gleich grois eiEoteiiieü. 407 

also 

a)(s, q) . {rst)r,s, i. ^- a>(r, r) . (siq)sj-.q. + m(,^, s) . {tqr) i,q,r^ 

— (o{i,f) , (qr3)q^r^s^ =0. 
Wenn statt des beliebigen Vierseits insbesondere ein Dreiaeit und 
die uneudlieh ferne Gerade gegeben siad, bestehen die Kegelsebnitte 
der Schaar aus den dem Dreiseit eingeschriebenen Parabeln; wird der 
Einfachheit halber das Coordinatendreiseit zu Grunde gelegt, so er- 
hält man als Gleichung der Brennpunktseurve 

\ p^ Xi 

■ P2 ^ ^^ 

welche nun in üebereinstimmung mit (264) und (257) in die unend- 
lich ferne Gerade und den umachriebenen Kreis des Dreiseits zerfällt. 

351. Man bilde ähnlich wie in (350) die Gleichung der Brenn- 
punktscurye für diejenigen Kegelschnitte, welche ein gegebenes Drei- 
seit zum Poldreiseit haben und eine feste Gerade beröhren. Vgl, (262) 
und (265). 

363. Es mögen nun die im Vorausgehenden gefundenen Itesul- 
täte Über die Brennpunktscurre einer Kegelschnittschaai' angewandt 
werden auf den J"all, dass die zwei Gewebe vorliegen 

1) )(«.„ . Ua + A% . Wc + iico(u, m) = 0, 

2) XM„.M= + A%.M,i+^ra(M,M) = 0. 

Die Cayiey'sehe Curve des ersten Gewebes ist dej' Ort der Brenn 
punkte aller Kegelschnitte, die einem durch die Geraden ab, ac, db, de 
gebildeten Vierseit eingeschrieben sind, während die Cayiey'sehe Curve 
des zweiten Gewebes der analoge Ort für diejenigen Kegelschnitte ist, 
die dem Vierseit der Geraden ab, ad, cb, cd eingeschrieben sind. 
Ausserdem sind für 1) die Punktepaare a und d, sowie h und c con- 
jugirte Poienpaare, während von a und ö, sowie h und d gleiches gilt 
mit Bezug auf das Gewebe 2). Mit Rücksicht auf den Salz von 
Schröter in (348) folgt alsdann, dass von jedem Punkte einer der 
beiden Brennpunktscarven, die den Geweben 1) und 2) zugehören, die 
Strecken ab und ed unter gleich grossen Winkeln erscheinen oder 
unter solchen Winkeln, die sieh zu zwei Rechten ergänzen^); und 
zwar gibt es auf jeder Curve einen Theil, von dessen Punkten aus 

1) Vgl, (231). 
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die Strecken gleich gross erscheinen und einen anderen Theil, für eleu 
die betreffenden Winkel Supplementwinkel sind. Die Nothweniligkeit 
dieser Erscheinung wird schon dadurch erklärt, dass auf Grund der 
Kriterien in (277) jede der beiden in 1) und 2) für (t == enthaltenen 
Kegelschßitfcschaaren im allgemeinen zwei Gruppen Ellipsen und zwei 
Gruppen Hyperhein aufweist und dass von jedem Punkte der Cayley- 
schen Ourve eines jeden der beiden Gewebe, also von dem Orte der 
Brennpunkte, die Strecken ah und cd unter gleichen oder supplemen- 
tären Winkeln erscheinen können auf Grund elementarer Sätze ^). 

Auch zeigt sich dies bereits in dem einfacheren Falle, wo die 
Strecken ah und cd in einem Punkte znsammenstossen, so dass etwa 
& mit c zusammenfällt; die beiden obigen Gewebe sind alsdann 

3) XUaUd + A«t^ + fto?(M, u) == 0, 

4) xUaUh -|- XUbii^i + ftc)(w, m) = 0. 

Im falle 3) folgt dualistisch zu (315), dass die Cajlej'sche Cuvvc 
des Gewebes eine Curve dritter Ordnung ist, die den Punkt h zum 
Doppelpunkt hat. Bei Ableitung ihrer Gleichung verfahren wir ähn- 
lich wie S. 225, bilden also zuerst den Ausdruck für den einem Punkte x 
nach (16), 8. 200 zugehörigen Polarkegelschnitt N; man findet 

H^Uo. u„ .V ± (t?, &a X,) + u, . u,t .^ ± (a, 6^ 3-3) = 0. 

Alsdann ist die Bedingung dafür aufzustellen, dass von dem Punkte x 
an N = und ri(m,m) = harmonische Tangentenpaare gelegt werden 
können. Man erhält hierdurch 



wobei Hai) nnd Hd^ die Ausdrücke für die den Punktepaaren a, h, 
bezw. h, d zugehörigen Directorkreise bedeuten, also für diejenigen 
Kreise, welche die Strecken ah, bezw. hd zum Durchmesser haben 
(vgl. (231)). 

Eine einfache Oonstruction der Brennpunktscurve von 3)^) 
ergibt sich folgender massen. Der Ausdruck Xni,^ '\' ii(o(u,u) in der 
Gleichung des Gewebes 3) repräsentirt nach (2), S, 57 gleich Null 
gesetzt für beliebige Werthe der Parameter A, (t ein System concen- 
trischer Kreise um den Mittelpunkt b. Aus 

1) Vgl. Geieci'; „Die Theorie der Kegelaclmitte in elementarer Datstellnng" 
(erster Theil der von Geiser und Schi-üter herausgegebenen Vorlesungen Steiner's 
öbor synthetiBehe Geometrie), 2. Anfl., Leipzig 1876, S. 59 nnd 93. Diese „elemen- 
taren" Sätüe ergeben sich übrigens sofort mit Hilfe der Figuren 8 und 9, S. 189, 

2) Vgl, Schröter, a. a. 0. Math. Annalen, Bd. 6, S. 86. 



y Google 



UonstriLction einer speciellen Btfinupuiilitsciirve, 409 

%u„u,i + ^«6^ -t- ^o(w, m) = 

folgt ülsdami, dass die Panktepaare dieses Gewebes 3), also Piiakte 
der Curve dritter Orduuug, erlialteii werden, indem man von den 
Punkten a und d an die coaeeutrischen Kreise um & die Tangenten- 
paare legt. Die Schnittpunkte je zweier Taugentenpaare, die dem- 
selben Kreise angehören, sind auf der Curve dritter Ordnung gelegen; 
denn die Coordinaten dieser Funkte genügen der Gleichung des Ge- 
webes 3).^) Auch erkennt man aua der Constriictiou, dass in der 
Thai von irgend einem Punkte der Ourve die Strecken ha und hd 
entweder gleich gross oder unter Supplementwinkeln erscheinen; die 
Curvenbogen, auf denen daa eine oder andere stattfindet, werden durch 
die Punkte a und ä, welche gleichfalls der Curve angehören, begrenzt. 

Einen eigenthümlichen Fall repräsentirt das Gewehe 4). Dua- 
listisch zu (307) folgt, dass die Cayley'scbe Curve nunmehr zerfällt 
in das circulare Geradenpaar w ) =0, dessen Spitze in h liegt, und 

in die Verbindungslinie lei be de P mkte w und d. Von allen Pnnkteu, 
die auf dieser Linie zw acl eu ( u 1 & gelegen sind, erscheinen offen- 
bar die Strecken ha md II ute S pplementwiukeln; von allen 
Punkten, die auf einer Ve langem g de S recke ad gelegen sind, er- 
scheinen ha und bd gle cl g os 

Bei Anwendung der in (231) abgeleiteten Gleichungen zeigt sich, 
dass für «;=«(, ßt = yi ^ h ,■ Ö,- = d, die nicht zerfallende Curve 
dritter Ordnung erhalten wird, wenn man in K.mg^H.ng^O 
das Vorzeichen — wählt, während die ausartende Curve dem Vor- 
zeichen -|" entspricht. 

353. Die Axen aller Kegelschnitte, welche in den Geweben 3) 
und 4) enthalten sind, gehen Kum Theil durch den Punkt h, zum 
Theil amhüllen sie je eine Parabel, welche speciell im Falle 3) aus der 
Steiner'schen Parabel des Punktes b in Bezug auf das Punktepaar a, d 
besteht. 

Die Enveloppe der Axen ist die Hessiane der betr. Gewebe; im 
Falle 3) ergibt sich dualistisch zu (314) als Hessiane der Punkt 
«(, = und der Kegelschnitt % + {'p'^'^ii w'(i(g) b^) = 0, wobei 

und dieser Kegelschnitt repräsentirt nach 8. 201 f. die Steiner'sehe 
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Parabel voü h iE Bezug auf <p{u,u) = 0.^) Im Falle 4) erhält maji 
duaiistiacli zu (306) wiederum den Punkt h und die Parabel 



Wir wüUon die Enveloppe der Äseu aller Kegelschnitte einer 
Sehaar noeli in einem anderen Falle betrachten, der uns zu der ao- 
gejiannten Steiner'schen Cui've dritter Classe führt. 

Die Stomer'sohe Curve dritter Clasae^). 

Si54. Die Äsen aller Parabeln, die ein gegebenes Dreiseit aum 
Poldreiseit haben, umhüllen eine Curve dritter Olasse mit einer Doppel 
tangente und drei Eüctkehrpunkten. 

Alle Parabeln, die das Ooordinatendreiseit zum Poldreiseit haben, 
sind gegeben durch 

(i) K,n,' + «aV + ßgM/ = 0, wobei a,p^' + a^p^''-^- k,iV -^ '-''• 

Wir stellen nun diese Schaar von Parabeln mit co{ii, ii) ^^ '/.nüammeu 

zu der Gleichung 

(5) «,..,■ + «,«,» + ...«,' + ,.o(«, ..) - 0, 

welche ein Gewebe darstellt, da die Parameter «j der Bedingung 
•^iJCi^ H" '^iPi^ ■f' '^aPs^ =™ unterworfen sind. Die Hessiane des Ge- 
webes ist die von den Axen der Parabeln eingehüllte Curve; um ihre 
Gleichung abzuleiten, sind die nach W; (i = 1, 2, 3) genommenen par- 
tiellen Differentialquotienten von (5) gleich Niil! zu setzeiij d. h. man hat 

und hierzu tritt noch 

1) Sälieres über diese Parabel findet man in dev oben citirten Abhandlong 
vou Schröter ia Bd. 6 der Math. ÄnnaieQ, 

2) Steineri „Uebec eine besondere Curve dritter ClasBe (und vierten Gradea)", 
.Toumal für die reine imd angewandte Mathematik, Bd. 53, S. 231—237, 1856, oder 
„GesanuneUe Werke", Bd. 2, S. 639—647. Vgl. auch Cremona: „Sur Vhypooy- 
oloide tb trois rebrouEaements", in demselben Journal, 15d. 64, S. 101 — 123, 1864. 
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Steiner'sohe Ourvc diitiev Giasse. 41t 

i3urcli Elimination der «,- erliiilt mau die Gleichung der Curve iu Ge- 
stalt der Determinantü 

»,0 i «■(«,) I 

(.^i I ^ 2 '~^' I =0. 

Die unendlich ferne Gerade p^ = ist für diese Curve eine 
Doppeltangente, denn ersetzt man v-i durch pi -|- Xn^ , (!•=!, 2, 3), so 
verschwinden die Coeffleienten von A" und V- auf Grund der Relationen 
ra'(j);) = 0, der Factor von k^ repräseutirt gleich Null gesetzt das Paar 
der Berührungspunkte der «nendlich fernen Geraden mit der Curve. 
(Vgl. auch (309).) Für den synthetischen Nachweis der drei Bück- 
kehrtangenten vergleiche man die wiederholt citirte Arbeit von 
Schröter"-); für die analytische Bestimmung der Bückkehrtangenten 
gewährt (309) die nöthigen Hilfsmittel. 

Die Steiner'sche Curve dritter Classe steht in einer einfachen Be- 
ziehung an der Brennpunktscurve derjenigen Parabeln, welche das der 
Betrachtung zu Grunde liegende Dreiseit zum Poldreiseit haben, also 
nach (265), bezw. (351) zw dem Feuerbach'schen Kreise des Dreiseits 
und zu der unendlich fernen Geraden. Diese Beziehung ist folgende: 

355. Legt man von einem Punkte des Feuerbach'achen Kreises 
das Tangentenpaar an irgend eine der Parabeln, die das zugehörige 
Dreiseit »um Poldreiseit haben, so sind die Winkelhalbir enden dieses 
Geradenpaares Tangenten der Steiner'sehen Curve dritter Classe und 
somit auch Axen zweier Parabeln, deren vier Schnittpunkte nach (217) 
auf einem Kreise liegen. 

Nach Vlllb und Villa, S. 228 lassen sich nämlich von irgend 
einem Punkte der Brennpunktscurve an die Kegelschnitte des zu- 
gehörigen Gewebes Tangentenpaare einer Involution legen, deren 
Doppelatrahlen conjugirte Polaren der Hessiane, also Tangenten der 
Hessiane sind. Im vorliegenden Falle müssen diese Doppelstrahlen zu 
einander rechtwinklig sein, denn sie müssen harmonisch liegen zu dem 
nach den imaginären Kreispunkten gezogenen Geradenpaare, das ja 
gleichfalls dem betr. Gewebe angehört; daraus folgt aber, daas die 
Doppel strahlen die Winkelhalbir enden sind alier übrigen Geradenpasre 
der Involution. 

1) Math. Annalea, Bd. fi, S. 96. 
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412 Anliang ku § 32—26. Nr. S55— 35S. 

Zu genflu derselben Steiner'scheii Curve (ß) in (354) gelangt maa 
bei Lösung der Aufgabe: 

356. Man bilde die (rleichuug derjenigen Curve, welche von den 
Seheitel tan genten aller einem Dreiseit ein gescbri ebenen Parabeln um- 
hüllt wird. Vgl. (264) und (261). 

Sind yi, bezw. t;, (i = l, 2, 3), die Coordinaten des Seheiteis, 
bezw. des unendlich fernen Punktes der Scheiteltangeiite der Parabel, 
sind ferner 0i, (i = 1, 2, 3), die Coordinaten des Berührungspunktes 
der Curve mit der unendlich fernen Geraden, so besteht die Relation 
(J) «i%^8 + "2 ^3^1 + ""^s"! ^'ä -- %''ü — ^i^ > 

falls die Parabel dem Coordinaten dreiseit eingeschrieben ist; dabei ist 
(vgl. (62), S. 102) ai(v,v) = vj^ + v^^. Die Coordinaten u^ der Scheitel- 
tangente genügen nun den Gleichungen u,j == und «< = 0; da aber 
nach (1) yiSi ~ t^ = 0, so lässt sieh ity == ersetzen durch 



i*jV 



hh^ 



-.0 



oder durch 



!lj.S 



h*i^ + « 



Mit Hücksicht auf die, 






-0. 



folgenden Relationen 
= W(j: — titi iasst sich die letzte Gleichung in die Form bringen 

wofür auch gesetzt werden kann 

denn lit ist gleich Null, da der Punkt t auf der Seh eitel tan gente u 
liegt, und aus m, = 0, pi = folgt 

t^:t^:t^ = (ps,Mg ■- pgitg) : (ygM, — J)i"s) = Oi"^ — Ihi^i)- 

Die Curve (5) ist mit der in (354) erhaltenen identisch, wie man 
durch Vergleichung der Coefficienten sofort erkennt. 

Eine dritte Erzeugungsweise genau derselben Steiner'schen Curve 
dritter Ciasse, die in (354) und (356) erhalten wurde, ist folgende: 

357. Die Asymptoten aller einem Dreieck umschriebenen gleich- 
seitigen Hyperbeln umhüllen die Steine/ache Curve dritter Classe, 

Die Hessiane des Gewebes (5) in (354) ist nämlich nach (39), 
S. 240 für das conjugirte Netz die Cajley'sche Curve, also die Enve- 
loppe aller Geradenpaare des conjugirten Netzes; die Gleichung des 
letzt-eren ist 

[f) a^x^x^ + 0^3:33:, + a^x^^x^ -\- fijj/ = 0, 

wobei «lOsa + "^t"« + «s'^ii '^ ^'1 
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Vieite ErzeugungM 



ä der Stein er' acien Cni-ve dritter GUsa 



4L3 



denn auf Grund der ßectingungsgleicliuiig «,£053 -\- ffljOgi + Bgtaiä = 
und zufolge rofjJ, p)=='0 ist jede Curve dieses Netzes conjugirt zu 
jeder Parabel des Gewebes (ß) in (354). Nach (162) stellt aber nun- 
mehr a^x^x^ + a2XgX^ -f" «g^aig = die Gesammtkeifc des Büschels 
gleichseitiger Hyperbeln dar, die dem Coordinütendreieck umsehrieben 
sind (vgl. auch (166)), und die Geradeupaare des Netzes (2) sind 
(vgl. (26), S, 45) die Äsymptoteapaare der gleichseitigen Hyperbeln. 

358. Viertens kann man die Curve in (354) dadurch ab- 
leiten, dass man die Gleichung des zn dem Netz (l) in (357) con- 
jugirten Gewebes aufstellt und dessen Hesaiane bildet. Es möge diese 
Aufgabe ganz allgemein gelöst werden, indem wir ein beliebiges 
Dreieck zu Grunde legen, dessen Ecken gegeben seien durch Wa = 0, 
Uß ■= 0, Uy = 0; ist alsdann mj = die Gleichung des dem Dreieck 
zugehörigen Höhen sc hnitlpun ktes , so lautet, die Gleichung des eou- 
jugirtea Gewebes 

J£»a^ + lu/ + llUy^ + vm/ = 0, 
wozu noch die Bcdingungsgleichung tritt 

xp^^ + Aj)/ + np/ + vp}^ = 0, 
damit jede Curve des Gewebes auch conjugirt sei zu dem Glied pj' 
des Netzes {t) in (357). Hieraus geht hervor, dass sämmtliche Ourven 
des Gewebes Parabeln sind, und zwar enthält das Gewebe alle Parabeln, 
für welche die vier Punkte k, ß, y, 6 ein Polviereck bilden im Sinne 
von (329), Dabei ist ug gleichbedeutend mit 



Für die Hessiane erhält man 




KlM„ ßlU/, f 




ßaM« (Sa«^ y 




«sM« p&n^ y 


', 2'/ P/ 1 


welche sich für 


u^ = Ui = 0, ni) = 


«•-^i'"+"7 


d. h. wenn das Coordinateudv 


gelegtr wird, redu 


irt auf; 



I, dualistisch zu (350), die Gleichdii^^' 



)it der ßelrachiung zu Grunde 
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Anhang zu § 22- yC. Br. 36S-303. 
.., ,'_(«,.«, + «„.'. + "„«,) 
», -^- (Qli,ll, + Ol,,«, + OijU,) 

», -'_(»„.., + »„»,+ <,„«,) 

9 a 9 / A I ?'a r ft ^^ 

JOl' Pa' P:' \^ H- -i;"- + i^^ 

Diese Gieicliung ist mit (5) in (354) gieichbedeuteiicl, indem sie 
ans (S) in (364) durch Multiplication mit -— — hervorgeht. 

359. Welche Curve wird von den Äsen alkr einem Dreiseit ein 
geschriebenen Parabeln umhüllt? Vgl. (347), 

Die Äsen sind als Verbindungslinien der Brennpunkte die 'l'rägev 
aller Punktepaare, welche in dem durch 

«jM^Ws + «äMg«! -}- a3%Ms + (t(o(M, m) = 0, 

bestimmten Gewebe enthalten sind; für die Hessiane ündet mau die 
Curve dritter Classe 

.. .'Wl^^ 
: % ü »'(%): "■ 

P'iP% PsPi PAh i 

Da alle Kegelschnitte des Gewebes die unendlich ferne Gerade 
zur gemeinsamen Tangente haben, ist diese Gerade nach (309) eine 
Doppeltangente der Curve dritter Classe, Wie nun eine Curve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt drei Wendepunkte besitzt, so hat die Curve 
dritter Classe mit Doppeltangeote drei Rückkehr punkte. Wir sind 
also auch bei vorliegender Aufgabe wieder zu einer analogen CuiTfe 
dritter Classe geführt worden wie bei (354), (356) und (357).^) 

Auf gleiche Weise wie in (355) erhält man mit Rücksicht auf 
den Schluss von (350) und (264) den Satz: 

360. Legt man von einem Punkte des einem Dreieck umschrie- 
benen Kreises das Tangentenpaar an eine der dem Dreieck eingeschrie- 
benen Parabeln, so sind die Winkelhalbire nden dieses Geradenpaares 

1) Vgl. Steiner: „Vei'miscbte Satze und Aufgabe«", Journal tnr die i-ftine 
nud angewandte Mathematik, Bd. 55, S. 371, 1858, oder „Geaaramelte Werke", 
ßd. 2, S. 877 f. 
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Ort dei' Sckeitelta,ngciiten ¥on Pai-abuln mit giigeljRnem Poldreissit, 4.L5 

Tangenten der in (359) erhaltenen Curve dritter Claase und somit 
auch Äsen zweier eingeschriebenen Parabeln, deren vier Selmittp unkte 
nach (217) auf einem Kreise iiegea. 

361. Welche Curve wird von den Seh eitel tan gen ten alier Paraboln 
umhüllt, die ein gegebenes Dreiseit zum Poldreiseit haben? Vgl. (265) 
und den Bsweia zu (261). 

Bei analoger Behandlung dieaev Aufgabe wie in (350) gelangt 
man zu der Gleichung 

+ «31 «sei's«! —Pi^y + <^i%%{Pi^h — l'ä«i)' = 0. 

Von dieser Curve dritter Claase gilt gleiches wie bei der in (360) 
erhaltenen: sie hat die unendlich ferne Gerade zur Doppeltangente 
und besitzt drei Rückkehr punkte. 

Zum Schlüsse der voranstehenden Betrachtangen möge noch be- 
merkt werden, dasa die meisten speci.ellen Satze, welche in der S. 410 
citirten Abhandlung Stein er'a enthalten sind, sieh aus den ali- 
gemeinen Theoremen in §§ 22 — 26, aus dem Satze (249) und aus dem 
Unistande ergeben, dass die Cayley'sche Curve des in (359) betrach- 
teten Gewebes nach (350) und (264) durch den dem betr. Dreieck 
umschriebenen Kreis und die unendlich ferne Gerade gebildet wird, 
die Cayley'sche Curve des Gewebes in (354) nach (351) und (265) in 
den Feuerbach' seh an Kreis und die unendlich ferne Gerade zerfällt. 



*üra die Vorzüge der analytisch- geometrischen Methode bei Be- 
handlung verwickelter Probleme der Integralrechnung darzulegen, er- 
schien es zweckmässig, im Folgenden (362) und (363) noch zwei &.n- 
wendungen dieser Art aufzunehmen. 

*369. Anwendung der Poldreiecke auf ein Integral von 
Äronhoid, 

Bezeichnet in beliebigen homogeuen oder Dreieekscoordinaten 

die Gleicimng eines Kegelschnitts, so ist nach den Äusführuugen von 
Aronhold^) unter der Voraussetzung 

l) .lüTirnal für die reine und aiigewaudt,e MiitVieraaük, Bd. ßl, fi.9li -lOit, I8a2, 
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(.') 




J=. 


/-,- 


— 


— ' 


i;c 



oilei' iliia für bülit^bige j;^, i;^, I3 damit identjsclio Integral') 
(■'"' / 1 ■" •'" 



j -\ [i,r(«,) + s,f(a;,) + i,r{«.)](«,.t,+»,i,+%.<i 



durch eirjen einzigen Logarithmus nach folgender Regel darstellbar: 
Man bezeichne mit 

den Ausdruck in Linäencoordinaten für den Kegelschnitt {i) und be- 
rechne bei beliebig fixirtem Vorzeichen von ]/ — F{u, ii) die Werthe 
^j : Ig : Ig aus dem System linearer Gleichungen^ 

i/-t?5m.) I, = I («,f (I,) - ...riy) 
■i/-"f5;ri) 6,-4- («icr«,) - «.fd.)), 

(5)""'/= --_:i=^l„g Jii:M+ S.rM + !.f(^.) _j. o„„,t. 

^ -^ j/_ i;'(„, „) ® a;, M, + x^ m^ + ii;„ «3 ' 

Dieses Ergebnisa ist praktisch zunächst nur verwendbar, wenn 
Fiu, u) einen negativen Zahlenwerth besitzt. Da die Umformung des 
Logarithmus in eine eyklometrische Function nicht ohne mühsame 
Rechnung durchführbar, und da überdies die elegante Fassung des 
Endergebnisses nicht gerade auf der Hand liegt, uiögo im Folgen- 
den das Integral (5) auf einem (von dem Aronhold'sehen völlig ver- 
schiedenen) Wege abgeleitet werden, der sämmtliche Umformungen 
mit Leichtigkeit gibt und die Bedeutung einiger der wichtigsten Sätze 
von § 4 für die Integralrechnung zur Anschauung bringt. 

1) Ueber die Identität der Integrale (3) und (3a) vgl. Aronhold a. a. 0., 
S. 97-98, 

2) Zufolge der Entwicklungen S. S5 f. gibt die Auflösung diefies Sjstenis 
entsprechend dem Vorzeichen von y — ^C**i «) ^io Coordinaien dots eLnei! oder 
anderen Sclmittpunktea der Geraden «^ =■ mit dem Kegelschnitt (1). 
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Bpecielles Poldreiock für den Kegclsclinitt. 417 

Zu dem Zweck seiea y^yziVi •''^ Coordiaaten eines Punktes, für 
welck en 

{6) MiJ/, + %J/. + "0^/3 = 0. dagegen f{y>,,yi,y-^^0; 

ferner sei 

(».-|r(ft)«.- i-rcs,)", 

so dass also der Pankt z den Schnittpunkt von u,- = mit der Polare 
des Punktes y in Bezug auf den Kegelschnitt (l) darstellt. 

Durch die Substitution 
(S) «;, - J/,X, + 8,Z, + j F'(u.)X„ (i _ 1, 2, 3), 

wird nun die Curve {i) auf ein Poldreieck bezogen, denn ihre Glei- 
chung verwandelt sich in 

f(x, x) = /(,, ,J) Z,' + /■(., ,) X,' + ÄF(,u, n) X,'. 
Zum Nachweis dieser Behauptung beachte man, dass aus (S) durch 
Multiplieation mit -^ f {yi), bezw. -^f'{^i), bezw. Ui und jeweilige 
Summation in Bezug auf i von 1 bis 3 mit Rücksicht auf Uy = 0, 
?(i E= 0, f(jj, ^) ^ die Auflösungen hervorgehen 

(80) 

Perüer wird 

I r («,) - aal, + «:.1H + a«I. - \ fisi ^'i + | f WÄ + Ätt,X,, 

diiher 

jf («, a;) - f(j,, x) X, + f{,, x) X, +Au,X., 
•' l -f(9.y)X,' +f (,,,,) X,- + AI'X,,,„)X,'. 

Wenn man noch die leicht ah?,uleitende Beziehuug 

f{'. ") - fis. s) ■ -FC«, «) - M' - f fa !/) ■ n«. ») 

beachtet, so folgt durch Einführung der Werthe der Xi aus (8a) in 
die Gleichung (5), dasa f{s>, x) ^0 gleichbedeutend ist mit 
(10) F{u, u) ■ f (s, x) + f\i, x) + Af{y, ,) ■ «.' - 0. 

Wir wollen zunächst annehmen, dass ?(«, w) > sei, d.h. dass 
die Gerade m^, = die Curve (2) nicht in reellen Punkten schueidet. 
Alsdann muss nach {10) jedenfalls Af(jj,y) <0 sein, denn der Kegel- 
schnitt soll reell vorausgesetzt werden. Es werde nun gesetzt 
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418 Anhang. Nv, 3GS, 

(3i^ y^^M-^^ = cos ; - ..Ji^'J) 

' V~Äf(y,y)u^ ' y-Äfiy,y] 

■H'oi-aua folgt 



Es ist aber 
andrerseits 



oder 



daher 



(!a;j dx^ dx^ | 



(13) ,.,'■ i (ß|^) -- 2 ±fe «.<!=«.), 

SO dasa sich (iä) verwandelt in 



Hieraus folgt sofort 

(««' J 7w.r.;- — ysb) ' + ''°™'- 

wobei natürlich links die ^t durch beliebige andure Grössen |j ersetzt 
werden könnten (vgl. 3d). 

Wenn F{u, u) < 0, d. h. wenn die Gerade «.„ = den Kegel- 
schnitt (J) in reellen Punkten schneidet, schreiben wir (W) in der 
Form 

m {f{B, x) ^-y::~T{n,u) m X)) (ffe X) ~ y-F{u,u) f{y, cc)) 

= ~Äf(y,y)uJ, 
wo die beiden Factoreu der linken Seite die Tangenten des Kegel- 
schnitts (i) in seinen Schnittpunkten mit Mj; '^ darstellen. Der 
Gleichung (iS) wird jedenfalls genfigt durch die Substitution 



(16) 
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Endgiltige Davstellung des Arontold'aolien lategrals. 419 

aus welcher folgt 

ferner ist 
daher 

-— /fei)-" ■''v-,.;-7~-, . 

SO dass mau mit Hilfe von (13) erhält: 
und 

(17») / ^^-,;4''- ^-^^j,^^ 






{vgl. (6) und (7». 

ÄucH mit Hilfe der hyperbolischea Fuüctioaeu läsBt sich im Falle 
F{u, m) < der Werth des Integrals {17a) ausdrücken. Wir wollen 
hierbei zwei Fälle unterscheiden , je nachdem Äfiy,y) positiv oder 
negativ ist; es sei zunächst Äf{y, y) > 0, etwa gleich + Ä^. Als- 
dann lässt sich {10) in die Form bringen 

/i/-j'K.)/(s,.)y_ (fj,. x)\' _ . 

setzt man jetzt 

V-^ — cos hjp r =- Y (" + »- )■ 



(iS) 



so folgt in itholicher Weise wie oben 

{18a) / ^-, ^ — - ^J-.=, t + Const. 



^, j;) < 0, etwa gleich — Ä^ ist, sehr 

(n'.^)\'_ /y~ysr«) f(»^.«)y_ , 

\a7uJ \ a.», .'^ ' 



Wenn Äf{y, j;) < 0, etwa gleich — Ä^ ist, sehreibt man {!!}) in 
der Form 



setzt 
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= COS liyp T 


y^ 


Ili, 

A 


»*) Ay 


K) 


— ™ typ » 


und findet wied 


BP 












(18i) 




j 




i»i) 


~ P 


1 


M) 


I + Const. 



Um weitere Theoreme zu erhalten, setzen wir 
alsdann ist f{^z,x) nach (7) zunächst gleich 

2 + (|r(!/0«, Irw), 

und wenn man für y; die Werthe (;?S) einführt, wird 
2 /"(!/') ^^ + (ciiiihm), 



({',>=)- 



(22) 



«, % «s 

|/'(%) Iffe) \ !'{'■■,) I 

_i.'(«,«)«.- F(«,»)«.• 
*•^''■")■»._,.v. .^ ,_«•■-) 



— J'Xu,») + 
und durch Multiplieatiou dieser Gleichung mit 1^14) erhält mau: 

!>. «"j^: 2 ± ('. «.^5> _ _jg^ ,, i FMl'' sin «., 

wohei fUr '-*-^^' der aus der zweiten Gleichung {t£) folgende Werth 

eingesetzt wurde. Die Integration von (äS) ergibt sieh sofort mit 
Benatzung der ersten Gleichung {It) in der Gestalt^) 



{23) 



F(u. 



_ m.>=) 



wohei f(s,x) -'^ ± (i /■'(»:,) «,«,). 

1) Vgl. hieran Aronhold a, a. 0. S. 105 f 



yj'(«, «) 

5±(«. 
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Älgebi'ibiaclie Integrale für eine Gvirndgleichuiig zweiten Grades, 
Beiläufig folgt im Falle ^(m, ti) = 0; 



/' 



Wird die Gleichung {2t) auf die n'" Potenz erhüben und hierauf 
mit {l£) multiplicirt, so erhält man allgemeiner') 



j-(...).<.2'±fe 



. [J?(», o) + ^/-'Af{¥,l) sin ']■ ■ 



yrs; »j 



aun ai 



Bei der Integration hätte man hier so zu verfahren, dass nur 
Potenzen von sin t und cos t auftreten, für die alsdann die Werthe {tl) 
zu substituiren wären. 

Mit dem Vorhergehenden ist gezeigt, wie das Integral 

'^<.^±(^, «, da;,) 

irückgeführt werden kann auf das einfachere 

'^^ ± (^1 % i^a^ü) 

welches auf Grund von itid) und {17a) durch eine cy kl o metrische 
Function oder einen Logarithmus ausgedrückt wird, je nachdem 
-F(m,«)>0 oder <0 ist. 

Auch die Integration von 

J'(f>{x,'ij).äx, 

wobei tp{x,'>j) eine beliebige rationale Function von x und tj ist, 
während x und '^ durch die Gleichung zweiten Grades f{x, j/, 1) = 
verbunden sind, ist vermöge der Formeln (8) zurilclsgeführt auf die 
Integration rationaler Functionen entweder von sin t und cos % (im 
Falle (11)) oder von i (im Falle (16)). Zum Zweck eines eingehen- 
deren Studiums dieses allgemeinen Falles vergleiche man die Ent- 
Wickelungen von Aronhold zu Gleichung (6) — (ö), S. 130f. in der 
oben citirten Abhaucllung. 

1) Man vergleiche aueh hiör die Da,r9tellung tiei Arodhold a. a, 0. 
S. lÜB fi'. 
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#363, lieber eine "Verallgemeineruug der Weierstrass- 
schetj Methode, elliptische Integrale auf die Normalform zu 
reduciien^). 

Die Grundliige der soeben genamiten Methode besteht darin, tlass 
das Integral 

verraoge der Substitution 



& 



G,(:t., X) — i„'(A.x' + 2Bx+C) + 2x^(Bx' + 2Gx + B') 
\ + (Ca? + 2B'x + A') 

die Norma.lfovm 



ubrt wirc 
lieh bei i 
Folgend 



übergeführt wird. Bei der hohen Bedeutung, welche diese Substitution (5) 
namentlich bei Änwenilungen der elliptischen Functionen besit/.t, wollen 
wir im Folgenden eine analoge Formel für das allgemeinere Integral 

{4)J= ^^^___^__ -^—.^ g{x,x)^.() 

gewinnen, in welchem g{x, x) nnd f(x^ x) irgend zwei ternsire 
quai^ratisehe Formen 



(ä) 






bedeuten, und welches beim Schliessnngsproblem der dem Kegelscdinitte 
ij{x,x) =^ eingeschriebenen und dem Kegelschnitte f(x,x) = um- 
schriebenen Foljgone auftritt^). Abgesehen davon, dass die auf 

1) Der InLalt der hier folgenden Entwickelung wuido im. Jabre 18S6 yoa 
Herrn Gnndelfinger dem der Wissen Bchaft leider so früh entrissenen Mathe- 
matiker Halphea mitgetheilt. Vgl. auch das Werk -von HalpUon: „Traitö des 
fouctions ellipticLues et de leurs applicationfi", Bd. 2, Paris 1888, S. 411. 

2) "Vgl. Qundelfinger; „Ueher das ychliesaungaproblem bei zwei Eegel- 
aclinitteii", .Toitriial für die reine imd angewandte Matliematik, Bd. 83, S. 171^- 174, 
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liezüglichen Formeln sofort ans i3ein lute'i'rale (4) heiTor- 
gehen, wenn man 

g ^ Ax^x^ — X2^, also x^ : x.2 : a:^ -^ x^ : 2x : 1, 

f= Ax^" + 2BxiX^ + aV + SCiKjiTg + 2B'XiX^ + Ä'x^' 
annimmt, sind in (4) noch eine Anzahl weiterer wichtiger und viel- 
fach behandelter Integrale enthalten. 

Hat 7.. B. g{x,x) die Gestalt 

g(x, x) ^ x^^ -j- x^^ — x/- = 0, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, setzt man 

X, : x^ '^ cos (p, x^: x^ = sm ^, 
so gelangt man zu dem von Gauss in der „Determihatio attractio- 
jiis etc."^) und von Jacobi^) behandelten Integrale. Ebenso kann 
man das Pentagramma mirificum von Gauss®) äusserst elegant ohne 
Auflösung einer kubischen Gleichung nach den hier mitzutheiiendeu 
Formeln behandeln, wenn man g = als die Gleichung eines Kegels 
zweiter Ordnung in rechtwinkligen Eaumeoordinaten x^, x^, x^ und 
f=0 als die Gleichung des dazu gehörigen Reciprokalkegels anffasst. 

Wir behaupten nun: 
(6) Bedeuten q, c^, Cg die Coordinaten eines willkürlich, 
aber fest gewählten Punktes auf dem Kegelschnitt ^(x, x) = 
und setzt man 

= X^B — 3A^0 + älH — A, 
I il>{x, x) = ^\^g{x, x) - '2x(x, x), 



(S) 



>.obei jiix,x)-^.^^-(a,h),^ng,,^) f.-^-\f'{x^, 



1) Commentatiooee soc, reg. scient. Gottiag. reo., Bei. 4, S. 21—48, 1318, 
oder Gauss' Werke, tregg. von der kgl. Ges. d. WJEäenscli. ku Göttingen, Bd. a, 
8. 331-356. 

2) Jouraal für die reine uad angewandte Mathematili, Bd. 8, S. äöa IT., 1832, 
S) Gauss' Werke, Bd. 3, S. 4K1— 490. 

4) Durch Vergleichung der Coefücieiiten von 1' in (5), S, lüO orkeiiut 



^^'-''-'i-^-JS' 
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!l(x, I) - (I 



(23) 



424 Anhang. Nr. 363. 

so geht voirmijge der Transformation 

(S) l',j{c, x) ~ ilfic, ») - t^'ip - 0, ,,0r, i) . 

das Differential 

(10) i.T . 

über in: 

(22) __4^. 

Znm Beweis dieser Beliaupfung werde zur Abkürzung eiugeführt 
(12) ^ix,x)siVg(x,x)—'ilf{x,x)—t^S^; 

alsdann kann man die Transformation (P) einfach ansdrückeii durch 
I «('(c, a:)^y <i>'(Ci)a;, + y * ' C^ä) *2 + g" ^'''(^3)^8 = Oj 

\ J/(^,^)^ Yi/'(^i)^i + .rS''(*ä)*^ + Y.^/'W^3^t). 
Hieraus folgt 
(li) ^x, - i {•!•'(<!,) 9' (x,) - «-(c,) c,'(«.)l, 

und analoge Wertbe hat man für pa!j und p^g, wobei der froportio- 
nalitätsfactor p ähulicb wie S. 35 f. gegeben ist durch 

(25) e' -- T l^''ii*'fe)' + 2B„*'(c,) .*■(£,) + .. .1, 
oder auch durch 

(2äa) (i' — 4(1SB — 3J"e + 31H - ^)/(c, c), 

denn es besteht die Identität 

(26) - i- 1:B„0'(c,)' + 2J)„»'(e,) . *•(»,) -I 1 

— 4(J»£ — 3i'S + 3JH — ^) /■(»,»), 
welche mit Hilfe „kanonischer Formen" für g{x,x) und f(3i,x) be- 
stätigt werden kann'). Durch Einführung der Werthe für QXi in (2Ö) 
erhält man 

J_!«l «! =3 j jl-'W *'(<■=)*'(«.) 

i i(?«, (^a^a (?% I \g'{Xi) g'{x^ 9'{^i)\ 
■.Q.g{c,x).y~f{x,x) 

3(c,a;) Y {g'{x-;)dx^ + jf'((ra)(?a:a + ^'(aJaJt^a;,) 
■.Qg{c,x)yf{x,x), 



(17) 



äJ = 



i) Vgl. auch lUe Raiiietkiiüg iiin t-chliiss dieser BetraulituiigB!], Ö, 4Slj. 
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■woraus zufolge g'{x^da^ + g'ix^dx^ -\- g'(sc^)dx^ = hervorgeht: 

{17a) \{'^''-e,')äx, + 'i>\e^)dx^ + >^'{c.^)äx^) 
äJ=- -- ■—- 

Andrerseits folgt durcli totale Differentiation der Substitution (9): 
{18) Y {<t>'{c^)dxi -\- <^'ic^)dx^ -\- <^'ic^)dx^) + 2äl{^(ilc,x] -~ fic,x))'=0; 

daher wird 

(19) d.T = 






und hier kanu für ^^(/{c, ai) — f(c, x) nach Auflösung der in i quadrt 
tiaclien Gleichung (9) gesetzt werden 



V' 



'g (e, X) . i>{c, X) + Bf'ic X) 



ao dass sich (19) verwandelt i 



Es besteht nun die Relation 

"• -' \=:=,g{c,x).il>{c,x) — {^Vig{c,c)'r-tifi,c))9{x,x)-^-t{x,x).g{c,c), 

welche mit Hilfe kanonischer Formen bewiesen werden kann und sich 
im gegenwärtigen Falle zufolge g{x,x) = (i und g{c,c) '= redueirt auf 
(ß3) g{c, x).i>{c, x) -}- Bp{c, x) = Bf{c, c)f{x, x). 

Auf Grund dieser Gleichung erhalt man aus (^0): 

folglich mit Rücksicht auf {15a): 

(S3) dj ^ — ■= S'— -=-^== = ~J—- . 

^ ' V^'B — 3^0 + 3iH — Ji V(?(l) 

Hier wäre noch zu setzen XB — 6 = 4ä. 

Behaglich der Bestimmung des Vorzeichens sei endlich bemerkt, 
das8 ^ff[x, X) vorgelegt, also gegeben ist; bei Yfic, c) kann das Vor- 
zeichen willkürlich gewählt werden, doch ist alsdann das Vorzeichen 
von YG^ "' ^^'^ Ausdrucke j» = 2 "[//Xc, c) T/G (i) so zu wählen, 
dass in den Auflösungen iU') der Substitution {9) die Xi dem- 
jenigen der beiden Schnittpunkte von g{x,x) = ^ und 0(c,3:) = O 
angehören, welcher durch ein fest gewähltes Vorzeichen von p in {1^ 
wurde. 
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Was die geometrische Bedeutuag cler Substitution (9) betrifft, so 
möge noch bemerkt werden, ttasa die Identität {21) im Falle g(c; c) = 0, 
der ja bei unserer Untersuchung vorliegt, aucli geschrieben werden 
kann in der Form 

(S4) Bf(e, c) f(x, X) - i(c, c) g(x, x) ~ g(c, x) *(<!, j) + Iif(c, x), 
aus welcher mit Hilfe der Entwickelungen S. 83 f. hervorgeht, dass 
Bf{Cj c) f{x, x) — x(9i'^}o{^i a^) =0 derjenige Kegelschnitt des Büschels 
f(x,x) — Xg{x,(c) = ist, welcher nach (5) in §15 die Tangente 
g(c,x) = von g(cc,ii>) = gleichfalls berührt. Andrerseits zeigen 
die rechte Seite von {24) und die Sabstitntion {9), dass derselbe Kegel- 
schnitt die Enveloppe^) aller Geraden ist, die für veränderliche Wertbe 
von X durch l^g(c, x) — 2Xf{c, x) ^— = dargestellt werden. 

Will man apeciell die übrigen gemeinschaftlichen Tangenten des 
letzterwähnten und des Kegelschnitts g{x,x)==0 haben, ho ist nach 
S. 36 aof Grund von (13) und (25) zu setzen 9 = oder 

B,^(^'\ü,) + 2Bj2 0'(c,)*'(c3) H =" 0- 

Es zeigt sieh hier eine Bestätigung des ümstandes, dass nach (285) 
das Doppel verhältniss der vier gemeinsamen Tangenten von {M) 
gleich ist dem Doppelverhältniss der vier auf g{x,x) = gelegenen 
Grundpunlite des Büschels f.g{x, x) — f{x, x) = 0. 

Die allgemeine Auflösung der Substitution {9) oder {13) ist durch 
{14) und (15) gegeben. 

1) I 11 h 1 ^^ tii d P am f 1 ( ) t 1 t 

II li 1 G ad 1 !i C 1 g t En 1 PI d y t m 

C i n mhöll n W h t n (2 0) w 1 (■ w 1 h-ilt m d 
ClhgdElppddhda, ndD tlj ei 

h g b U t w 11 d n P m t al \ d 1 h th It 
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Upliabetistlies Saclne^ister. 

Die Zahkn beziehen ach anf die äeiten Die Bu bstalie K. ist als Abkürzung 
gebriucbt Eir Kegelschuitt die ubngen als Äbkarawngen dienenden grossen Baoh- 
staben bezeichnen das Woit nnter dem sie Torkotoiuen. Die "Worte ein gescb rieben 
odei imscbiieben beaieUfn sich ■wenn nicliU andeies bemerkt ist, auf ein Dreieck. 

Abstand eines Pnnktes von einer &e 
raden 3f 9 56 dei Biennpankte Ton 
einer Tangente lisi 3531 , des Mittel 
Punktes Ton der Directris 118; des 
Scheitels der Parabel von Brenupuakt 
und Ditectris 117. 119; eines CurTen- 
pnnktea von Brennpunkt und Directris 
115. usf.; eices Curvenpimktes von 
Bwei Tangenten und von der Beruh- 
gRseline 281 ; eiaes Curvenpnnktes 
den Asymptoten 263; gerader 
Linien Ton zwei festen Punkten S53f.; 
zweier Punkte 59. 
AeqnianhavmoDiBobe Kegelschnitte eines 

Büschels 368 ff.; Strahlen 366. 
Aebnliche Kegelschnitte 112. 2901; in 
einem Büschel S61, in einet Schau 
361; umfichriebene K. 306ff. 312f, 
eißgesebriebene K. 309ff. 312f.; bei 
gegebenem Poldreiock 312. HSl; cou 
centriache K. Si2f. 
AehnÜch liegende Kegelschnitte 'i')l 

309; zugleich ähnlich 392. 345. 
AehnlichkeitskreiB 317. 403 f. 
AehnliclikeitBpuukte 317. 403 f. 
Asymptoten 45. 49. 111. 278, 284; ihr 
Winkel Ulf. 284. 3?0; Kas. oder 
Min. des Winkels bei K. einer Schaar 
361 f.; ihr Abstand von einem Cnrven 
puukt 263; Parallele zu einer Ä. 264, 
K. mit einer parallelen A. 346; in 
Teloppe der A. der ninschr. gleii^h 
seitigen Hyperbeln 412, 
Aasartende Kegelschnitte einem Dreieck 
(imacliiiebenSä8f.,eingeschrieben328f 
341; bei gegebenem Poldreiseit 328f 
343; bei gegebenem Poldreieck 329 
vgl. anch Qerarlenpaar und Punkte 



Äsen der Kegelschnitte 8ü. 87 f. 



Clhiie HO, 114. 169, der Hjperbel 
UOf 114, der Parabel 103. 116. 289; 
L nge der A. HO; Product ihrer 
Längen 292t. 296f. 293 — 303, 309; 
gleiches Asenproduct bei umschrie- 
benen K, 295, bei eingeschriebenen 
K, 296; gleickes Axenprodnct bei K. 
mit gegebenem Poldreieck 296 1 Summe 
oder Differenz der Äsen 293. 297. 319f. ; 
constante Snmrae oder Ditfereiia der 
Axen bei nmschr, E. 297 ; Gleichungen 
der Axen 93. 96f, 207. 285ff, 382, 
ihrer unendlich fernen Punkte 93. 96. 
287f,; Parallele zur Ase der Paj-abel 
264; Enveloppe der A, der K. eines 
Gewehea 409, dei Paiabeln mit ge- 
gebenem Poldieueit 410t , Enveloppe 
dei A dei Pingeachi Paiabeln 414. 

Beriihiung Beiülirnng=punkt der Tan- 
gente emes K 43, Grad der Be- 
dinguQgagleiohung für Bertllirang bei 
Cnrren m**" und «'«"^ Oidnnng 379f.; 
einfach berührende K. 134. 152. I54f. ; 
doppelt berührende Kegelschnitte 311 ■ 
370, 396—404, speciell für awei Kreise 
401—404; doppelt berührende Kreise 
180f 183 33S1F 

Biennpnukte ihie Lage 114ff,, bei ein- 
geschriebenen h S47f , bei eingesohr. 
Paiabeln 347 f 861 f 407 ihre Lage 
bei gegebenem Poldreiseit 348f. , bei 
gegeb Poldreiseit und gemeinsamer 
Tangente ^1^2 407 ihi Abstand von 
eine» Tangente 179f 353f.; Pnsa- 
punkte der von B auf Ting nt n 
iallt™ Lothe 183f 18b 348 w 
Biennstiahlenpaare als Ta ge t n 
eine^ K 187 192i 353 z B nn 
etrahlenpaae dmth ein Punkt pa 
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Alphabetisches SatbiPgi Ip 



im Unendlichen 194; VerbiodungBlmie 
von B. mit Pol einer Sehne 193, einer 
Foeakehne 193 ; ßrennpnnkte toh 
Kegelschnitten auf einer Geraden ge 
legen 347ff., auf einem K. gelegen 
348 f.} Brennpunkte einer Sohaar 361 f. 
39&f.; Gleichungen der Brennpankte 
113f. 290. 346f., hei der Parabel 115; 
Ort der B f ir d e einem Vierseit 
eingeschr K 401—401 

Brianchon'Bcher Satz 1 8 

Bflschel von Kegelschnitten ae ne Defi- 
nition 129 131 Grund; nnkte des 
B. 131; Gera lenpaiHre in einem lS2f. 
138f.; B einficlilDP ihrender K 134. 

152. 154f loipelt beröhrender K. 
184, 163 157 OSO 1 enler K 136f. 

153. 156 f m t T e zusan me feilen- 
den Grundp nktea 13b 153 158 aus 
Geradenpaiien bestehen l 136f aus 
gleichseitigen Hyperbeln bestehend 
830; Parabeln im B. 199. 331. 357ff. 
362; Schnittpunkte dec K. eines B. 
mit einer Geraden 142 f.; Kegelsehn, 
im B, bei gegebener Tangente 141fi'.; 
Bnschel von Kreisen 336, seine Greua- 
punkte 336f. 390. 401. 

Cayley'sche Ourve eines Netzes 207. 
222—225. 231. 240. 388; einfachste 
Bildung ihrer Gleichung 335 ; als 
Heasiane eines Gewebes 230.240. 338 f.; 
eines Netzes von Kreisen 389; eines 
Gewebes 228—340, 387.406—409; a,l3 
Combinante 382 f. 

Combinante 205. 382 f.; ifi 207 f. 368— 
371. 373—377. 

Concentriscbe Kegelschnitte mit Neben- 
bedingungen 298—303; Kreise 172 f. 

Confocale Kegelschnitte, Definition 146. 
165; ihre Schnittpunkte 146 f. 170; 
ihre Arten 170f.; Parabeln 175f.; 
Winkel der Tangentenpaare an oonf. 
K. 147. 

Congruente Kegelschnitte eingeschrieben 
297f., amschrieben 298. 

Conjugirte Hyperbel 111. S77; Polaien 
44, in Bezug auf das Kreispunktc 
paar 62; durch einen Brennp ' 
193f. 354; Geraden in Bezug auf 
Schaar 300; Tangenten der Hes! 
eines Gewebes 226. 229; Durchmesser 
24ff. 111. 261. 364. 279f. 281f. 333, 
ihr Winkel 376f. 282, Summe oder 
Ditfereoz ihrer Quadrate 282 ; Durch- 
messer von gleicher Grösse 50. 232; 
Pole 32, in Bezug auf das Kreis- 
pnnktepaar 96, in Bezug auf daa ima- 
ginäre Brennpunktepaar 181; Pole in 
Bezug auf ein Büschel 196, der Hes- 
siane eines Netzes 219£f. 224.229-383; 



läge lon Kegelschnitten 162. 344 f. 
393, von Kegel Bcknittsystemen 232— 
340, Lage von gleichseitiger Hyperbel 
und Patabel 344. 

CoDstante t 60fE. 92f. 

Contravariante 80. 83. 

Coordinaten eines Punktes 2, einer Ge- 
raden 5f.; barycentrische 7, homo- 
gene 8, schiefwinklige Parallelcoord, 
8. 56. 

Covariante 78. 80; Hesse'scbe 80, vgl. 
auch kubische Form ; geometrische 
Deutung von Cot. 161. 163ffi.; Eela- 
tion zwischen Cov. eines Büschels 159f. 

Curve zweiter Ordnung, bezw. Classe 18, 
bezw. 27. 39, näheres s. bei Kegel- 
schnitt; m*^' Ordnung 31 ; )i'"ClasBe i2. 

Definite Form 65.336 f.373f. ; vgl. auch 49. 
Desargues-Stunn'scher Satz 143f. 
Determinante des K. s. Discriminantei 

MultiplicaüonstheoreiQ der Det. 76. 
Directorkreis 148. 337; sein Radius 338. 
S44, bei d. gleichseitigen Hyperbel 
338f.; Relation zwischen seber Glei- 
chung und der des K. 333; seine Aus- 
artungen 339f.; seine Beziehungen zu 
den durch Poldreiecken eines K. 
gehenden Kreisen 343 f.; Radicalase 
der D. für zwei eingeschriebene K. 
391f.; Büschel der D. einer Schaar 
340; Netz der D. eines Gewebes 390f.; 
eines Gewebes von K. mit gemein- 
samem Poldreiseit 392. 
Directrix, Definition 115, ihre Lage 116; 
der Parabel lliff. 148f., als Ort für 
d. Mittelpunkte von Kreisen, die 
Poldreiecken umschriebeu 344; Be- 
ziehung zwischen D. und Berührungs- 
sehne zweier Tangenten 326. 
Discriminante des Kegelschnitts 26. 29. 
39f. 43f. 60; als Invariante 78ff, 81. 
Doppelgerade 30. 51, 54. 
Doppelpunkt 40. 53. 55; als Ausartung 

eines Kreises 57. 
Doppel verhELltniss der Schnittpunkte 
einer Geraden mit awei K. 143f.; 
von vier Punkten eines K. 124; der 
vier Grundpunkte eines Büschels 366 ft'. 
436'; der vier gemeinsamen Tangente» 
einer Sckaar 367f. 426; der Schnitt- 
punkte voa Qerade and Kegelschnitt 
au zwei Punkten auf der Geraden 
31. 63. 
Dreieck, sein Inhalt 248fi'.; gebildet 
durch eine Tangente und zwei Asym- 
ptoten 278. 
Dreiseit, parallel umscbrieben 330; 

parallel eiugeschriebeu 347f. 
Dualistisch entsprechende Sältze 39. 
Durchmesser s, conjugirte Durchmesser. 
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Einheitspunkt 1. 

Ellipse 46f. 49. 5-J, 54t. 108; imaginäre 
E. 491 ö4f. 108; ilii-e Gestalt 50. 110, 
ihre Axen 110. 114. 169, ihr Inhalt 
293. 296; Definition mit Hilfe der 
Brenn str§,hleii 121 ; eingeschrieheo mit 
Mittelpunkt im Schwerpunkt 2ß&. 3ie ; 
«mschriebeö mit Mittelpunkt im 
Schwerpunkt 258 f. 

EütferDiiDg B. Abstand, 

Enveloppe gerader Linien , die einer 
Bedingung nnterworfen 272 f. 

Evolute einer Ourre 2. Ordnung 2l6f., 
speoiell Ellipse oder Hyperbel 217. 
382,Parabel217f.;einerCnrve2.Cla3se 
214f., specisll Elhpee oder Hyperbel 
215f., Parabel 216; eber Cun-e 
«MI Ordnung 378f.; einer Curve Ä'" 
Classe 390f. 
Escentricität, lineare 118, üumerisehe 



Feld, kigonales und tetragonales 2. 
Vgl. anch Tetri^onal und Trigonal. 

Peuerbach'scher Kreis S04f. 313. 349. 
352. 411; Potenü in Bezug auf ihn 
3191 

Form 65; hiliaeare F. 74f. 94; definite 
F. 65. 326f. 373f.; vgl. auch kubische 
Form. 

Frögier, Theorem von 273; verall- 
gemeinert 333 f. 

Function, Identität zweier gannen homo- 
genen F. 7 5 f. 

fleiade, ihre Gleichung 5; ihre Gl. in 
der Normalform 10; unendlich ferne 
3. 51. 54. 107. 826, ihre Schnittpunkte 
mit einem Kegelschnitt i&S.; die un- 
endlich ferne G. doppelt nählend als 
Aasartung eines Ereisea 59 f 
Geradenpaar 29 f. 38. 44. 50. 54. 108. 
262, im Kegelschnittbaschel 132 f. 
I38f.; kubische Gl, zur Bestin 
der G. im Kegelschnittbüschel 
136. 149-152; als harmonisches Po- 
lareupaar zu einem Kegelschnitt 164; 
circulares 329. 336.339. 390. 392. 409; 
nach den Schnittpunkten eines Kegel' 
schnitte und einer Secante gezogen 
861; Spitze eines G. 29, 44, dieselbe 
auf einem Kegelschnitt gelegen 163ff.; 
Eessiane als Ort für die Spitzen der 
Geradenpaare in einem Netz 220. 
Gewebe Ton Kegelschnitten, Definition 
" Isohnitten mit einer, 
gemeinsamen Tan- 
genten 387; mit einem Doppelpunkt 
408 f.; mit zwei Doppelpnnkten 394. 
403f.; Directorkreise der K. eines 



Gewebes 3ÖOff.; Ort für die Mittel- 
punkte der gleichseitigen Hyperbeln 
eines G. 392. 

Gleichseitige Hyperbel vgl. Hyperbel. 

Gleichungen mit nur reellen Wurzeln 
67 — 72. 87; mit nnr rein imaginären 
Wurzeln 75; vgl. auch kubische 
Gleichungen. 

Grenzpunkte eines Büschels von Kreisen 
336f. 390. 401. 

Grundpunkte eines Kegel Schnittbüschels 
131; ihr Doppel Verhältnis s 366 ff. 

Halbmesser eines Kegelschnitts zu ein- 
ander rechtwinklig 283, 
Havmonioale eines Punktes in Bezug 

auf ein Dreieck 255. 358. 
Harmonische Polaren, bezw, Pole vgl. 

conjugirte Polaren, bew. Pole. 
Harmonische Lage von Geraden, bezw. 
Paukten bei Kegelschnitten 277 f. 280 f. 
314f. 344. 353. 39af.; vgl. auch con- 
jugirte Polaren, bezw. Pole. 
Harmonische Curve zweiter Ordnung 
146.169.370; zweiter Claase 144.370. 
388f.; Kegelschnitte eines Büschels 
369 ff. 
Hauptasen, Transformation eines K. auf 
die Hauptaxen 85. 91 ; vgl, auch Aie. 
Hermite'sche Curve s. Cayley'sohe Curve. 
Hessiane als Combinante 383 f.; eines 
Gewebes 226 f.240. 387; als Cayley'sche 
Curve eines Netaes 2S0. 240. 388f.; 
conjugirte Tangenten der H. eines 
Gewebes 229. 229; umhüllt von den 
Trägern der Punktepaare des Gewebes 
226f.; eines Netaes 218—222. 230f. 
240, 384; als Cayley'sche Curve eines 
Gewebes 230. 240. 389. 405; conjugirte 
Pole der H. eines Netaee 219ff. 224. 
229—232;; als Ort für die Spitzen der 
Geradenpaare des Netzes 2S0; eines 
Netzes von Kreisen 389f. 
Höhen des Coordinatendreiecks244.330. 
Höbenfuaspnnkte im Dreieck 248. 330. 
Höhensehnittpunkt des Coordinaten- 
dreiecks 24G. 341. 345. 390f. 413; ge- 
legen auf den dem Dreieck umschrie- 
benen gleichseitigen Hyperbeln 305. 
330f.; Tangenten vom H. an die über 
den Seiten des Dreiecks als Durch- 
messern beschriebenen Kreise 391 ; 
Ort des H. bei gewissen eingeschrie- 
benen oder umschriebenen Kt-gel- 
sohnittenS45f. 348.; Relation zwischen 
H. uud Mittelpunkt ei 



Hyperbel 46 ff. 52. 54f. 103; ihre Gestalt 
49. 111; ihre Axen 110. 114; Defini- 
tion mit Hilfe der Brenn stiahlen 121; 
conjugirte H. 111. 377} gleichseitige 
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4j4 \li h t t ^chee Sachvegiater. 

W i 1 we G aa Ift 63ft 273f., des Berührungapunktea 190; Ort der 

1 D ipl hilt 3f H U gs- Punkte, von denen eine Sti'eclie 

Im d ^ w h len 24 f.; unter gegebenem W. crsclieint 276; 

W ] g te D hm ser Ort der Punkte, von denen zwei 

701 8 W d n e m P nkt Strecken tinter gleichen oder sup- 

a e E g og n Tang nteu plementären W. erscheinen 339. 

3748 Tl d a 1 1 K ge- 407ff. 
g n T t i.a 4 W. 

w h r t 1 B t hlen Zwisckenform 83. 
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